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1. Sei f : M → R differenzierbar. Zeigen Sie, dass in lokalen Koordinaten

∇f =
∑

gij
∂f

∂xi

∂

∂xj

gilt (wobei (gij) = (gij)
−1).

2. Sei η eine Volumenform auf M (also ηp(e1, . . . , en) = 1 falls e1, . . . , en eine orientierte
Orthonormalbasis von TpM ist). Zeigen Sie, dass in lokalen Koordinaten

η(
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn
) =

√
det(gij).

Stellen Sie dazu zunächst die ∂
∂xi

bezüglich einer orientierten Orthonormalbasis von
TpM dar.

3. Wir wollen die Divergenz eines Vektorfeldes X mit Hilfe der Gleichung

∫

M
(divX) · f dvolg = −

∫

M
〈X,∇f〉 dvolg

für alle differenzierbaren Funktionen f definieren. Zeigen Sie aus dieser Gleichung,
dass dann in lokalen Koordinaten für X =

∑
Xi

∂
∂xi

,

divX =
1√

det(gij)

∂

∂xi

(
Xi

√
det(gij)

)

gilt. Zeigen Sie weiter, dass dieser Ausdruck unabhängig von der Wahl der Koordi-
naten ist, d.h. ist X =

∑
Xi

∂
∂xi

=
∑
Yi

∂
∂yi

, so gilt

1√
det(gij)

∂

∂xi

(
Xi

√
det(gij)

)
=

1√
det(gij)

∂

∂yi

(
Yi

√
det(gij)

)
.


