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1 Wiederholung

Fiir n > 1 definiert C,(X, A) eine Kategorie wie folgt: Ein Objekt aus
Cn(X, A) ist ein Tupel E,, E,_1, ..., Ey von Vektorbiindeln iiber X zu-
sammen mit Morphismen «; : F;|A — E;_1|A, so dass die Folge

0— B, A2 B, 4|A-- 25 Eg|lA — 0

exakt ist. Die Morphismen ¢ : E — F mit E = (E;, «;), F = (F}, 5;) sind
Familien von Abbildungen ¢; : E; — F;, so dass 5;¢; = ¢;_10;.

Eine Elementarsequenz in C,(X, A) ist eine Sequenz der Form
0,0,...,0,E,,E,1,0,...,0 mit £, = E, 1 und o = id. Wir definieren
E ~ F falls Elementarsequenzen QQ1,...,Q;, Pi, ..., P, existieren mit

EaQi®..8Q 2FoP@...® P,

Die Menge der Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit £,(X, A). Wir ha-
ben eine natiirliche Inklusion C, (X, A) — C,11(X, A), die einen Homo-
morphismus £,,(X, A) = L£,41(X, A) induziert.

2 Fortsetzung

Unser Ziel war es den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 2.1. Fir alle n > 1 ist die Abbildung L, (X, A) — L,11(X, A) ein
Isomorphismus und es gilt £,(X,A) = K(X, A).

Wir haben dazu eine natiirliche Transformation von Funktoren
Xn ¢ Ln(X,A) — K(X, A), eine Euler-Charakteristik, eingefiihrt. Im
vorherigen Vortrag haben wir auch bereits gesehen, dass eine eindeutig
bestimmte Euler-Charakteristik y; existiert, und gezeigt, dass sie ein Iso-
morphismus ist.

Korollar 2.2. Die Klasse von (F1, Ey; «) in L£1(X, A) hdangt nur von der
Homotopieklasse von « ab.



Beweis. Sei m : X x [0,1] — X die Projektion und «a; eine Homo-
topie von Isomorphismen o, : Ej|A — FEy|A mit ap = «. Dann ha-
ben wir einen Isomorphismus § : 7*(Ey)|A x [0,1] — 7*(Ep)|A x [0,1]
gegeben durch f(xz,t,e) = (x,t,a4(e)). Also ist (7*(Ey),n*(Fy); ) €
L1(X x[0,1], A x [0, 1]). Definiere weiterhin fiir alle ¢ € [0, 1] eine Abbil-
dung i; : (X, A) — (X x [0,1], A x [0,1]) durch & — (z,t). Dann haben
wir (dank der Natiirlichkeit von x;) ein kommutatives Diagramm:

La(X, A) L £,(X % [0,1],A x [0,1]) - £,(X, A)

i . .|
K(X,A) < K(X x [0,1], A x [0,1]) - K(X, A)

Alle Abbildungen in diesem Diagramm sind Isomorphismen, da ig bzw. i,
Homotopiedquivalenzen sind (iom ~ id) und es gilt: i§(é}) ™" = idg(x,a).
Dann haben wir

X1([(E1, Eo, a0)]) = xa(ig([(7* (E1), 7(
x1 (@ ([(7* (), 7 (

= x1([(E1, Eo, a1)])

Also fOlgt [(El, E(), Oé())] = [(El, E(), 041>]. ]

Lemma 2.3. Der Homomorphismus L,(X, A) = L,+1(X, A) ist surjek-
tiv.

),
),

)

Ey),p
Ey), B])

Beweis. Sei E = (Eyi1,. .., Eo;any, ..., 1) ein Reprisentant eines Ele-
ments aus L, 1(X, A). Dann ist auch

(Bni1, En @B, En 1 ®FEpi1,En oy, Byt 190,0,®1,... 1) Re-
préasentant eines Elements aus £,,11(X, A). AuBierdem sind die Monomor-
phismen o, 1180 : E,1|A — E,|A®E, 1|Aund 001 : E,1|A — E,|A®
E,+1]A homotop via der Homotopie H : E,1|AX|[0,1] — E,|AGE,+1|A,
H(e,t) = t(ant1 ® 0)(e) + (1 —¢)(0 & 1)(e). Die Abbildung 0 & 1 lésst
sich aber offenbar auf ganz X erweitern, also folgt mit Lemma 2.63, dass
sich auch a,11 @ 0 zu einem Monomorphismus S : F,.1 — E, © F,1
iber ganz X erweitern ldsst. Da 5 ein Monomorphismus ist, ist S(E,41)
ein Vektorbiindel, also haben wir insbesondere E, ® E, 11 = B(E,11) ® Q
fiir ein Vektorbiindel Q = B(E,;1)* iiber X. Dann induziert der Vek-
torbiindelmorphismus o, ®id : E, & E,.1 — E,_ 1 & F,,1 einen Vek-
torbiindelmorphismus v : Q — FE, ® E, 1 ongid E,_1 & E, 1. Weiterhin
ist y iiber A injektiv, denn ist a € A und (q1,¢2) € Qu — (En ® Frni1)a
mit ¥(q1,q2) = (an(q1),g2) = 0 so folgt natiirlich sofort a,(¢1) =0 = ¢
Insbesondere gilt per Definition aber ¢ € im(a, 1)t = ker(a,)t Al-
so folgt q1 € ker(a,)*t N ker(a,) = {0} und damit ¢; = 0 = ¢. Da-
mit ist £ = (0, Q. FE, 1D E,1,FE, o,...,E;0,v,0,10,... ,Oél) S
Cri1(X, A). Weiterhin ist E dquivalent zu E’. Definiere dazu Sequenzen



P=0— (Epny1) — B(Epy1) — 0 — -
R=0—0—F, 1 — Fpy1 —0—---

Dann gilt: £ ® R = E' & P. Betrachte dazu das Diagramm:

0®id
0 —= B(Ent1) LN QD B(Eny1) > En1® By —>FEy 0 —> -

A4

n+160 n®id
0—=>FEyy —" S E ®F 1 —5E, |®FEp —>E, 3—>--

Das linke Quadrat kommutiert iiber A, da 3 {iber A gerade a1 ® 0 ent-
spricht. Also gilt fiir 5(zp41) € B(Eni1)]A:

$(0, B(n41)) = B(Tni1) = (ni1 © 0)(@nt1) = (i1 ® 0)(B7(B(wn41)))-
Fiir die Kommutativitiat des rechten Teils sei ¢ = (¢1,¢2) € Q — E, @

E,i1und x € E,, 1. Dann gilt: ¢(q, B(z)) = ¢+ B(x) = (@1 + ant1(2), ¢2)
und damit («, @ id)(P(q, 5(z)) = (an(q1), @2) = (g1, g2). Das die Abbil-

dungen von der ersten zur zweiten Zeile Isomorphismen sind ist klar. [

Lemma 2.4. Der Homomorphismus L,(X, A) — L,+1(X, A) ist fir alle
n > 1 ein Isomorphismus.

Beweis. Es geniigt eine Abbildung ¢ : £,,(X, A) — £1(X, A) zu konstru-
ieren, welche linksinvers zur Abbildung ¢ : £1(X,A) — L,(X,A) ist.

Dann kommutiert das Diagramm:

L1(X,A)

!

'CH(X7 A) — £n+1(Xa A)

1R

Also folgt die Behauptung.

Sei also (E,, ..., Eo;ap, ..., a1) Repriasentant eines Elements in £,,( X, A).
Wiéhle nun auf jedem FE; eine hermitesche Metrik und bezeichne mit «; :
E; 1|A — E;|A die zu «; adjungierte Abbildung. Setze Fy = P E;

0<i<n gerade
und F; = P E; und definiere 8 : Fy — Fy durch

0<i<n ungerade
B(x1,xs3,Ts5,...) = (a1 (z1), as(ws) + ab(x1), as(xs) + ay(z3), . . .).

Zeige: [ ist ein Isomorphismus iiber A. Dann représentiert (F, Fp, 3)
ein Element aus £;(X,A). Es geniigt zu zeigen, dass § auf jeder Fa-
ser ein Vektorraumisomorphismus ist. Sei also a € A. Dann gilt wegen
der Exaktheit und mithilfe der Linearen Algebra: im(a;), @ im(al_)s =
ker(ai—1)q @ im(c_;)a = E;_1,. Daraus folgt die Surjektivitét.

Zur Injektivitat: Fir alle ¢ ungerade mit o;(z;) + of_;(z;—2) = 0, also

ai(r;) = —al_ (7;_9) gilt o} (7;5) € im(ay) = ker(a;_1) = im(a)_|)*.



Also of_(x;_) € im(a}_;) Nim(al_;)* = {0}. Insbesondere folgt also,
dass a;(z;) = 0 = of_;(x;_2). Das heifit fiir alle ¢ ungerade gilt «;(z;) =
0 = o, (7;) und damit x; € ker(o;) = im(oy1) = ker(af,,)*. Also folgt
z; € ker(of, ) ker(af,,)* = {0}. Diese Konstruktion gibt uns eine Ab-
bildung ¢ : £,,(X, A) — L£,(X, A). Um zu sehen, dass ¢ wohldefiniert ist,
miissen wir zeigen, dass (F}, Fy, f) nicht von der Wahl der Metriken auf
den E; abhéngt. Dazu beobachte, dass alle Metriken auf £ homotop sind:
Sind s, : X — Herm(FE) zwei Metriken auf F, so ist eine Homotopie
H; : X — Herm(F) gegeben durch H(x) = ts'(x) + (1 — t)s(x). Dabei
ist Hy(x) positiv definit fiir alle ¢ € I, denn Hy(z)(v,v) = ts'(x)(v,v) +
(1 —t)s(x)(v,v) = 0 genau dann wenn s'(x)(v,v) = 0 oder s(z)(v,v) =0
und damit folgt v = 0, da s, s’ positiv definit sind. Also dndert eine an-
dere Wahl von Metriken die Homotopieklasse von 3 nicht. Nach Korollar
hangt die Klasse von (Fi, Fy, 8) in £41(X, A) aber nur von der Ho-
motopieklasse von 3 ab. Bleibt zu zeigen, dass ¢t = id, (x 4). Aber das
ist klar, denn ist [(E}, Ey, )] € L£1(X, A), so gilt: ¢p(¥([(EL, Ep, a)]) =
#([(0,...,0, Ey, Ey, )] = [(E1, Ep, @)]. O

Korollar 2.5. Fiir jedes n € N existiert genau eine Euler-Charakteristik
Xn @ Ln(X,A) = K(X,A) und sie ist immer ein Isomorphismus. Also
ezistiert ein Isomorphismus x : Loo(X, A) = K(X, A).

Beweis. Wir definieren Yy, als die Verkniipfung
L.(X,A)S Li(X,A) 5 K(X,A)
Dann gilt fiir A = ():

Xo(En, - Eo) = xa(ED Ei. B E)

2i+1 24

2i+1

= > (-1yE

Die Existenz des Isomorphismus yx folgt direkt aus der universellen Eigen-
schaft von colim. O



3 Paare

Als néchstes wollen wir Paarungen
L,(X,Y)® L (XY = Lm((X,Y) x (X', Y))
konstruieren, die vertriglich sind mit den Paarungen
KX)Y) K(XY') - K(X,Y) x (X", Y")
Dafiir benétigen wir den folgenden Begrift:

Definition 3.1. Ein Komplex von Vektorbiindeln iiber X ist eine Folge
von Vektorbiindeln iiber X

0—E, 2 E, 1 25 . 25 Fy— 0
fiir die gilt: 0;0,11 =0 fiir alle 1 <7 < n.

Bemerkung 3.2. Einige niitzliche Konstruktionen fiir Vektorbiindel las-
sen sich Problemlos auf Komplexe iibertragen:

o [st £ ein Komplex iiber X und f :Y — X eine stetige Abbildung,
so ist f*(F) ein Komplex iiber Y. Dabei ist f*(£) der Komplex

0— f*(E,) — f*(En_1) = - — f(Ey) =0

und die Abbildungen «f : f*(E;) — f*(E;_1) sind gegeben durch
(y,€) = (y, ai(e)). Dann gilt offenbar oj (o}, (y, €)) = (y, as(aira(€))) =
(4,0).

o [st X = XjUX,und Y = X;NX; abgeschlossen und E, F' Komplexe
tiber X; bzw. X5, so dass F|Y < F|Y, so ist

0—>EnU@Fn—>En_1U¢Fn_1—>---—>E0U¢F0—>O

ein Komplex iiber X. Wir notieren ihn wieder mit £ U, F'. Dabei

sind die Abbildungen o; U, 5; : E; Uy, F; — E;_1 U, F;_; gegeben
' ' . [ozl-(e)], e € EZ

durch o; Uy, Bi([e]) = { Bi(e)], e€Fl

Lemma 3.3. Scien Ey,...,FE, Vektorbiindel tiiber X und seinen o; :
E)lY — E;_1|Y Morphismen von Vektorbiindeln, so dass

n On—
0—FE, ™ FE, 7= 25 FE—0

exakt tber Y ist. Dann existieren Morphismen von Vektorbiindeln p; :
E; = E; 1 mit p;|Y = 0; und pipiyv1 =0 fir alle 1 <i <n.



Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass eine offene Umgebung U von Y und
Erweiterungen 7; von o; auf U existieren, so dass fiir

0— E, U B, U™ oo 5 BglU — 0

gilt: 7,701 = 0. Dann kénnen wir mithilfe des Lemmas von Urysohn eine
stetige Abbildung p : X — [0, 1] wihlen mit p = 1 auf Y und supp(p) C U
p(pi(e))Ti(e), pi(e) €U

Opicers  pile) €U
Wir beweisen die Behauptung per Induktion nach ¢:
1= 1:
Dieser Fall ist klar, denn die Abbildung o : E1|Y — Ey|Y entspricht
einem Schnitt Y — Hom(FE1, Ey). Dieser lasst sich zu einem Schnitt X —
Hom(FE, Ey) fortsetzen, welcher wiederum einem Morphismus 7y : E} —
Ey iiber ganz X entspricht. Dann ist

und definieren: p;(e) =

E1L>E0—>0

offensichtlich ein Komplex von Vektorbiindeln.

1 —1+1

Angenommen auf einer abgeschlossenen Umgebung U; von Y in X koénnen
wir oy,...,0; Zu Ty, ..., T; erweitern, so dass

E\U; = E,_1|U; (it L T Eo|U; — 0 ein Komplex iiber U; ist.
Definiere K; = ker(r;). Wie oben definiert o, einen Schnitt ¥ —
Hom(FEi1, E;). Da im(o;41) = ker(o;) C K; ist dieser auch ein Schnitt
Y — Hom(FEi1, K;). Also kann dieser Schnitt auf eine Umgebung V
von Y mit V' C U; fortgesetzt werden. Wie oben konnen wir also ;44
auf dieser Umgebung zu einem Morphismus 7,1 : F;11 — K, fortset-
zen. Da 0,41 @ Ei1|Y — Ki|Y = ker(r;|Y) = ker(o;) = im(o;41) sur-
jektiv ist konnen wir eine abgeschlossene Umgebung U;,; C U; von Y
finden, so dass 7,41 @ Fi1|Uip1 — K;|Uiyq surjektiv ist. Dies machen
wir wie folgt: Ist y € Y, so ist (741), surjektiv. Dann existiert nach
[Ati67] S.12 unten eine Umgebung U, von y mit dim((7i+1)y((Eit1)y) <
dim((7i41)2((Eit1),)) fir alle z € U,,. Schneiden wir diese mit einer Umge-
bung von y iiber der F;, trivial ist, so erhalten wir eine Umgebung V,, von

y, so dass 7;41|V}, ein Epimorphismus ist. Definiere nun V := |J V,. Dann
yey

ist V offen und 7;,1|V ist ein Epimorphismus. Da X kompakt, also ins-

besondere lokalkompakt, existiert ein O € X offen mit Y CO C O C V.

Setze U; 1 = ONU;. Dann ist U, abgeschlossen, Y C [OJiH =0nN UZ O

Definition 3.4. Ist Y C X abgeschlossen, so definieren wir D, (X,Y)
als die Menge der Komplexe von Vektorbiindeln iiber X der Lénge n, die
exakt tiber Y sind. Wir sagen E, F' € D,(X,Y) sind homotop (E ~ F),
falls ein H € D, (X x I,Y x I) existiert, so dass F = H|X x {0} und
F = H|X x {1}. Analog definieren wir Homotopie in C,,(X,Y).



Bemerkung 3.5. Homotopie von Komplexen von Vektorbiindeln ist eine
Aquivalenzrelation.

1. Sei £ € D,(X,Y) und 7 : X x I — X die Projektion. Dann ist
0 — 7(E,) — 7 (Ep1) — ... — 7 (Ey) — 0

ein Komplex in D, (X x [,Y x I) und es gilt 7*(E;)| X x {t} = E;
fiir alle t € I.

2. Sei E X Fin D, (X,Y). Betrachte die Abbildung f : X xI — X x[
gegeben durch (z,t) — (z,1 —t). Dann ist

0— f*(H,) — f*(Hy1) — ... — f*(Hy) — 0
die gesuchte Homotopie.

3. Seien E % ' und E' & E" in D, (X,Y). Definiere stetige Abbildun-
gen f: X x[0,1/2] - X xI, (z,t) — (z,2t) und g : X x [1/2,1] —

XTI, (,) = (2,2t —1). Dann gilt f*(H)|X x {1/2} 2 ¢*(Q)| X x
{1/2}. Betrachte weiterhin die Zerlegung X x I = X x [0,1/2] U
X x[1/2,1]. Dann definieren die Verklebungen F; := H;U,, G; einen

Komplex von Vektorbiindeln iiber X x I, sodass Lp

Fiir den néchsten Beweis benotigen wir noch das folgende technische
Resultat:

Lemma 3.6. Ist E € D, (X,Y), so existiert eine abgeschlossene Umge-
bung V von Y, so dass E auch iiber Y noch exakt ist.

Beweis. Sei y € Y beliebig und U, eine offene Umgebung von y iiber
der alle E; trivial sind, das heifit insbesondere, dass dim(E;), fiir alle
x € U, konstant ist. Da der Komplex tiber Y exakt ist, ist a;|Y surjektiv.
Also ist dimim((aq),) = dim(Ep), konstant fiir alle x € U,. Dann ist
auch dim ker((ay),) = dim(E;), — dimim((;),)) konstant fir alle x €
Uy,. Dank der Exaktheit ist dann auch dimim((as),)) = dimker((o1)z)
konstant fiir alle + € U,. Dann aber auch wieder dim ker((az),) und
so weiter. Induktiv folgt, dass dim ker((a;),) und dim ker((«;),) fiir alle
x € Uy konstant sind. Dann ist der Komplex aber auch schon exakt iiber
Uy, denn es gilt per Definition im(a;) C ker(o;—1 und wie wir gerade
gesehen haben auch dimim((o;),) = dimim((«a;),) = dim ker((a;_1),) =

dim ker((a;_1),) fur alle z € U,. Setze nun U = |J U,. Dann existiert
yey

(da X lokalkompakt) eine offene Menge O mit Y € O C O C U. Setze
V= 0. O



Wir haben eine kanonische Abbildung ¢ : D, (X,Y) — C,(X,Y), die
durch Einschréinkung der Morphismen gegeben ist.

Lemma 3.7. Die Abbildung ¢ induziert eine Bijektion
D,(X,)Y). — Ch(X,Y)/~

Beweis. Die Surjektivitit folgt aus Lemma[3.3] Wir miissen also nur noch
die Injektivitdt zeigen. Seien dazu E,F € D,(X,Y) gegeben, so dass
[E] = [F] in C,(X,Y)/~ gilt. Das bedeutet, es existiert ein H € C,(X X
LY x I) mit H|X x {0} = E und H|X x {1} = F. Beachte: H ist bereits
ein Komplex tiber X x {0} UX x {1}UY x I. Wir wollen nun zeigen, dass
wir H zu einem Komplex iiber ganz X x [ fortsetzen konnen. Dann sind
E und F auch schon in D, (X,Y) homotop und damit ist die Abbildung
injektiv.

Dies machen wir in 3 Schritten:

1. Zunéchst werden wir H skalieren: Sprich wir betrachten ab jetzt den
Pullback s*(H), wobei s : X x [1/4,3/4] — X x |0, 1] gegeben durch
(x,t) = (z,2(t — 1/4)). Dann erweitern wir s*(H) wieder auf ganz
0,1], indem wir s*(H)|X x {1/4} und s*(H)|X x {3/4} mit ihren
Pullbacks unter den Projektionen m : X x [0,1/4] — X x {1/4}
bzw. my 1 X X [3/4,1] = X x {3/4} verkleben.

2. Sei nun V eine abgeschlossene Umgebung von Y in X iiber der
die gegebenen Komplexe E und F' noch immer exakt sind. Wende
nun Lemma 3.3 auf Y x [1/4,3/4 UV x {1/4} UV x {3/4}) an.
Dann erhalten wir einen Komplex iiber X x [1/4,3/4], der mit dem
in Schritt 1 definierten Komplex iiber V' x {1/4} und V x {3/4}
ibereinstimmt.

3. Nun wiéhle eine Funktion p: X x I — [0, 1] mit

p=lauf X x {0} UX x{1}UY x [ und
p=0auf X\ V x{1/4}UX \V x {3/4}.

und multipliziere mit den gegebenen Randoperatoren. Dann haben
wir einen Komplex iiber ganz X x I.

]

Lemma 3.8. Homotope Elemente in C,(X,Y) induzieren das selbe Ele-
ment in L,(X,Y).

Beweis. Analog zum Beweis von Korollar 1.2. O]



Lemma 3.9. Sind (E,«a) € D,(X,Y) und (F,5) € D,,(X',Y"), so defi-
k

niere E® F durch (E® F), = @(r*(E;) @ *(Fkx—;)) und Morphismen
=0

Yt (E®F) = (E® F)g—y durch v(z @ y) = ai(z) @ y + (—1)'z ®

Br-i(y) € (7" (Ei1) @ 7 (Fi—i)) & (7*(Ei) @ 7 (Fy—i—1)) fiir x € 7*(E;),

y € 1 (F)_;) und erweitere linear. Dabei sind m : X x X' — X wund

' X x X' — X' die Projektionen. Dann ist (E® F,~) ein Komplex von

Vektorbiindeln iber X x X', der iiber (X x Y')U (Y x X') exakt ist. Also

E®F € Dpin((X,Y) x (X', Y)).

Beweis. Nachrechnen. O

Dies induziert eine Paarung:
Dp(X,Y)® Dy (XY) — Dy (X, Y) x (X', Y7))
Lemma 3.10. Diese Paarung ist vertrdiglich mit Homotopie.
Beweis. Sind E,E' € Dy(X,Y), F,F' € D,(X,Y) mit E £ E' und
F F’ soist H® G eine Homotopie von F ® F nach ' @ F". H

Korollar 3.11. Die oben definierte Paarung induziert dank ¢ eine Paa-
rung

L,(X,Y)R L (XY = Loym((X,Y) x (X', Y))

Lemma 3.12. Seien E = [(E,, ..., Eo; ... a1)] € L(X,Y) und F =
[(Foy - s Fo; By - -5 P1)] € Lon( X, Y"). Dann gilt:

X(E® F) = x(E)x(F)
Beweis. Falls Y =Y’ = () gilt die Behauptung, denn:
X(E@F)=X(E®F),....,(E® F))

n+m
= Z [(E® F)
- Z(—W@ij_

= E § Fij]
Jj=0
n+m n+m—1

—Z Z D™ [E[F]

= X(E)x(F)



Damit folgt auch der allgemeine Fall, denn die Paarung
KX,) V) K(X")Y) — K((X,Y) x (X",Y"))

war die einzige natiirliche Paarung, die kompatibel war mit den Paarun-
gen, die wir im Fall Y = Y’ = () definiert haben. O

Als Anwendung dieser Beschreibung des relativen Produkts wollen wir
eine neue Konstruktion des Erzeugers von K (S?") beschreiben. Dazu
brauchen wir noch den folgenden Begriff:

Satz 3.13. Ser V ein C-Vektorraum und r € N. Dann existiert ein C-
Vektorraum W und eine multilineare, alternierende Abbildung o : V" —
W, mat der folgenden universellen Figenschaft:

Ist ® : V" — W’ eine alternierende multilineare Abbildung in einen C-
Vektorraum W', so existiert eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ :
W — W' mit ® = ¢o. Insbesondere ist W bis auf kanonische Isomorphie
eindeutig bestimmt und wird mit A"(V') bezeichnet. Weiterhin notiert man
olat,...,a;) =ayA...Na.. N'(V) heif$t das r-te externe Produkt von V.

Wir setzen per Konvention A°(V) = C. Beachte auch A'(V) & V.
Wir wollen noch einige Eigenschaften, die wir benotigen festhalten, al-
lerdings ohne Beweis:

l.vAv=0Wv eV

2. N(V) = O¥i > dim(V)
3. ANV @ W) = é AR(V) @ AR (W)

4. Fir alle p,g > 0 haben wir eine Abbildung AP(V) x AY(V) —
APTI(V) gegeben durch (v1A. . AUy, Upi1 A . AUpig) > VIA. . AUpyq.
Ist p oder ¢ = 0, so ist die obige Abbildung einfach die Skalarmul-
tiplikation.

Eine gute Einfithrung ist das Buch Linear Algebra via Exterior Products
von Sergei Winitzki, welches man hier kostenlos herunterladen kann.

Wir kénnen nun mithilfe von A”(V') einen Komplex von Vektorbiindeln
iiber V' definieren. Setze dazu E; = V x AY(V') und definiere V x AY (V') —
V x AV durch (v,w) — (v,v Aw). Das dies einen Komplex definiert
folgt aus 1.
Wir wollen zunéchst den Fall V' = C betrachten. Dann hat der Komplex
wie wir ihn oben definiert haben wegen 2. die Form:

05V xCSVXxC—=0
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Auflerdem ist die einzige nichttriviale Abbildung fiir alle v # 0 ein Isomor-
phismus, denn ist 0 # v € V| so ist die Abbildung (z, A) — (z, Av) ein Iso-
morphismus. Wahle nun eine Metrik und betrachte die Einschrankung die-

ses Komplexes auf die Einheitskugel B(V'). Dann definiert dieser Komplex

ein Element in £,(B(V),S(V)), wobei S(V) die Einheitssphére bezeich-
net. Dies liefert uns via x; ein Element in K (B(V), S(V)) = K(B(V)/S(V)) =
K(S?).

Lemma 3.14. Dieses Element ist bis auf ein Vorzeichen der kanonische
Erzeuger von K(S?). Das heifst, es gilt:
x1(VxC,VxV;z)=—([H]-1)

Beweis. Wir erinnern zunéchst an die Definition von y;:

Seien X7, X, zwei Kopien von X und Y = Xy Uy X; der Raum, in
dem gleiche Punkte in A miteinander identifiziert werden. Sei weiter-
hin [(Ey, Ep; )] € L£1(X, A). Dann ist die Klasse des verklebten Biindels
[Ey Uy Eq] € K(Y). Betrachte nun die exakte Folge

0— K(X,A) > K(Y)S K(X) -0

Dabei ist p: X =2 X; — Y die Inklusion. Betrachte nun die Abbildung
m:Y — X; = X. Diese induziert einen Homomorphismus 7* : K(X) —
K(Y) mit p*7* = idg(y). Also zerfillt die exakte Sequenz und es gilt:
K(Y) = K(X,A) ® K(X). Dann definiert man x;(E1, Ep; o) = [Ep Uq
Eq] = 7 ([Eo Ua E1).

In unserem Fall haben wir Sp(V) x CU, S;(V) x V = H*, wobei H*
das kanonische Linienbiindel iiber CP' = S? ist. Dann ist p*(H) ein
Vektorbiindel iber B(V'), was zusammenziehbar ist. Also gilt p*(H*) = 1.
Damit folgt:

X(Si(V) X C,8(V) x V. 2) = [H'] = 2w ([H"])
=[] -7 (1)
— [H*] -1
= (1] - 1)

]

Sei nun V' ein beliebiger n-dimensionaler C-Vektorraum. Dann haben
wir den Komplex:

0> VXAWV)2VXA(V)= - 5V xAY(V)—=0

Auf V'\ {0}, also insbesondere auf S(V') ist dieser Komplex sogar exakt.
Um das zu sehen benotigen wir die folgenden zwei Fakten aus der linearen
Algebra:
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1. Ist 0 #£ v € V, so existiert ein f € V* mit f(v) = 1.

2. Fiir jedes f € V* haben wir eine lineare Abbildung ¢, : A*(V) —
AF1(V) gegeben durch ¢p(vy A ... Avg) = f(op)ve Ao Ay —
f(Ug)Ul Nvg/N\...Nvg+ ...+ (—1)k_1f(vk)1}1 N N\ V1.

Ist nun also v € S(V'), so existiert nach 1. ein f € V* mit f(v) = 1. Dann
gilt 0 = pr(vAw) = f(v)w—vAps(w). Also w = vAps(w). Also definiert
dieser Komplex insbesondere ein Element £, (B(V), S(V)).

Korollar 3.15. Bezeichnet E den oben definierten Komplex, so gilt:
X(E) = (=1)"([H] = 1) € K(B(V), S(V)) = K(5*")

Beweis. Zerlege V beziiglich der gegebenen Metrik in eine direkte Summe
V =U @& W mit dim(U) = 1 und betrachte die Komplexe Fy und Fy
gegeben durch
0=UxAU)—=UxAU)—0
0> W XA W) WA (W)= - > W x A" Y W) =0

Dann ist Fyy ® Fy = E.denn:

k
(Fu @ Fw) =P U x W x A(U) @ U x W x AF(W)

1=0

= éU x W x A(U) @ NF=4(W)

1=0

k

=Ux W x @PNU) @A (W)
=0

= U x W x AYU e W)

2V x AN UeW)

und die Aussage folgt per Induktion mithilfe der Formel x(E) = x(Fy)x(Fw).
O]

Allgemeiner kann man diese Konstruktion auch auf ein Vektorbiindel V
tiber X anwenden. Sei dazu zunéchst || - ||: V' — [0, 00) eine stetige Abbil-
dung, deren Einschrankung auf jeder Faser eine Norm ist. Beachte, dass
jede hermitesche Metrik auf V' so eine Norm induziert. Dann definieren wir
den sogenannten Thom-Raum XV als die Ein-Punkt-Kompaktifizierung
von V' oder dquivalent dazu als B(V)/S(V'). Dann gilt K(B(V),S(V)) =
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K(XV). Wir wollen nun wieder mithilfe der duferen Algebra ein Ele-
ment in K(B(V),S(V)) konstruieren. Sei dazu 7 : V' — X die Pro-
jektion des Vektorbiindels V. Dann ist A*w : A*(V) — X ebenfalls
ein Vektorbiindel iiber X und wir kénnen den Pullback 7*(A*(V)) =
{(v,w) € V x A¥(V)|r(v) = A*m(w)} bilden. Definiere nun einen Mor-
phismus oy : 7 (A*(V)) — 7*(A*1(V)) durch ax(v,w) = (v,v Aw). Dies
liefert einen Komplex:

0— 7 (A°(V)) = 7*(AY(V)) = -+ = 7 (A™(V)) = 0

Insbesondere ist die Einschrénkung iiber S(V') wieder exakt. Also erhalten
wir wieder via x ein Element Ay € K(B(V), S(V)).

Satz 3.16. Das Element \y hat die folgenden Figenschaften:

1. Fir jeden Punkt x € X schrinkt sich Ay auf einen Erzeuger von
K(xV) ein.

2. Es gilt \vgw = Av - Aw. Dabei ist dies ein Produkt [?(XV) X
R(XW) = K(XVeW),

Beweis. Ist x € X, soist V,, ein Vektorraum. Wir befinden uns also wieder
im oben bereits abgehandelten Fall.

Fiir die Gleichung in 2. beobachten wir zunéchst, dass wenn V, W zwei
Vektorbiindel iiber X versehen mit einer hermiteschen Metrik sind, so ist
durch ||(v, w)|| = max{||v]|, ||w]} eine Norm auf jeder Faser gegeben und
es folgt direkt aus der Definition der Norm:

B(V®W) = B(V) x B(W) und
S(VaW)=B(V)x S(W)UBW) x S(V)

Die Formel folgt dann aus Lemma und dem natiirlichen Isomorphis-
mus A*(V e W)= @ A*(V) @ A kW) O
k=1
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