Hauptstudium
I — Funktionentheorie

1. Differenzierbarkeit im R" und im Komplexen

Definition der Differenzierbarkeit in mehreren Verénderlichen (partielle Ableitungen),. Def. von
total differenzierbar. Hinreichend fiir totale Differenzierbarkeit ist die Stetigkeit der partiellen
Ableitungen. Partielle Ableitungen von Beispielen berechnen. Def. der komplexen Zahlen. Def. von
exp, sin, cos durch auf ganz C konvergente Potenzreihen. Eulersche Formeln. Ist cos, sin im Kom-
plexen beschrankt? Was ist | exp(z)| fir z € C? Polarkoordinaten z = rexp(ip). Damit kann man
Multiplikation, Wurzelziehen etc. geometrisch deuten! Weshalb ist exp im Komplexen periodisch?
Weshalb ist exp : C — C* surjektiv? (Schreibe w = rexp(i¢). Dann ist bei z := logr + i@ + 2kni
fiir k € Z stets exp z = w.) Def. der nicht eindeutigen “Funktion” z = logw durch obige Formel.
Wird willkiirlich —7 < Imz < 7 vorgeschrieben, so ist logw eindeutig (“Hauptwert von logw”).

Def. Differenzierbarkeit im Komplexen, Zusammenhang mit reell differenzierbar und Cauchy-Riemann.
(Beweisidee: Komplex differenzierbar <= approximierbar durch C-lineare Funktion, reell differen-
zierbar <= approximierbar durch R-lineare Abbildung. Diese ist genau dann C-linear, wenn C-R
DGL gelten) Aquivalente Formulierung mit df/0%z. (Was ist das? Warum ist das dquivalent?) Def.
holomorph in zp (ist nicht dasselbe wie in 2y komplex differenzierbar!). Def. holomorph in Gebiet
G (dazu exakte Def. von “offen” und “zusammenhiingend”). Kann eine in G’ holomorphe nichtkon-
stante Funktion nur reelle Werte annehmen? (Denk an “Cauchy-Riemann” oder “Gebietstreue”!)
Im Komplexen ist (im Gegensatz zum Reellen!) eine holomorphe Funktion oo oft differenzierbar
(weshalb? Beweisidee: Cauchy-Integralsatz = Integralformel = Potenzreihe entwickelbar = oo oft
differenzierbar. Beweise ausfithren kénnen!)

Def. kompakte Konvergenz (deshalb wichtig, weil die meisten Reihen nicht iiberall gleichméBig
konvergieren, sondern nur auf jedem Kompaktum! Def. kompakt?). Vertauschungssitze (Summe
und Integration) (Summe und Differentiation im Komplexen, nicht jedoch im Reellen!) gelten
auch bei kompakter Konvergenz. Weshalb ist also (expz) = expz? Es folgt, dal eine kompakt
konvergente Reihe holomorpher Funktionen wieder holomorph ist (Satz von Weierstraf).

2. Kurvenintegrale im Komplexen

Definition des Kurvenintegrals im Komplexen. Berechnung [ z"dz iiber Kreis. Cauchy-Integralsatz
(ungefihre Beweisidee?). Damit Cauchy-Integralformel (Beweisidee!). Welche Eigenschaften komplex-
differenzierbarer Funktionen folgen aus der Cauchy-Integralformel? [Analytizitiat, Cauchy-Ungleichungen,
daraus Satz von Liouville] (Beweisideen!). Was geschieht mit dem Kurvenintegral, wenn die Funk-
tion bis auf isolierte Stellen holomorph ist? (Residuensatz! Welche praktische Bedeutung hat dieser
fiir reelle Integrale?) Weitere Folgerungen aus Cauchy-Integralsatz: Gebietstreue, Maximum- und
Minimumprinzip. Wie folgt Minimumprinzip aus Maximumprinzip?) Def. Stammfunktion. f hat
Stammfunktion <= Kurvenintegral ist wegunabhingig (Beweisidee F(z) := [} f(¢)d(¢, wobei K
eine Kurve von 2y bis z ist. Wohldefiniertheit?!) Ist G einfach zusammenhéngend (was ist das?),
so gilt: f hat Stammfunktion <= f holomorph (Beweisidee: “<” liefert Cauchy-Integralsatz
fiir einfach zusammenhéngende G. “=" folgt wie?). Beispiel, dal nicht stets eine Stammfunktion
existiert (G = C*, f(z) = 1/2). Aber 1/z hat auf (C* — R(_)) eine Stammfunktion (weshalb?).
Wenn dies gezeigt ist, kann damit der log definiert werden!

3. Potenzreihendarstellung

Wie konnen die Koeffizienten a, der Potenzreihe f(z) = > a,(x—x0)" berechnet werden? (Antwort:
ay = f)(x0)/v!.) Def. Konvergenzradius R. Weshalb fiir |z — 29| < R Konvergenz, fiir |z — z| > R
Divergenz? (Es ist nicht klar, dal Konvergenzmenge Kreis ist!) Wie ist das Konvergenzverhalten
auf dem Rand des Konvergenzradius? (Antwort: Unbestimmt). Berechnen des Konvergenzradi-

us mit Hadamardscher Formel oder iiber R = lim a“il. FEine Potenzreihe konvergiert i.a. nicht




gleichméBig fiir alle z auf |z — 29| < R, sondern nur fiir alle z mit |z — 29| < r bei festem r < R
(kompakte Konvergenz, s.o.!).

Im Reellen kann man es der Funktion nicht ansehen, wie grof§ Konvergenzradius R ist (z.B.
f(x) = 1/1+22); 29 = 1); dagegen sieht man das leicht im Komplexen: Abstand zur nichsten Sin-
gularitiat! (Weshalb? Das zeigt der Beweis, in dem Cauchy-Kern in geometrische Reihe entwickelt
wird!) Damit folgt, daB8 im obigen Beispiel R = /2 ist. Wie gro ist R bei f(z) = z/(expz — 1),
um zg = 0 entwickelt?

4. IDENTITATSSATZ, NULLSTELLEN, SINGULARITATEN

Aussage Identitétssatz (beim Beweis ging entscheidend die Potenzreihenentwicklung ein). Mach Dir
klar, dafl dquivalent zum Identitdtssatz die Aussage “jedes f hat nur isolierte Nullstellen” ist. Def.
der Nullstellen- bzw. Polstellenordnung als diejenige Zahl k mit “f(z)/(z — a)* ist holomorph und
ohne Nullstelle”. Weshalb ist dazu dquivalent “f(a) = f'(a) = f*V(a) = 0, f*)(a) # 07 Was weifl
man iiber die Nullstellenordnungen von f + g, f - g7 Wie kann man die Anzahl der Nullstellen mit
Vielfachheiten durch ein Integral berechnen (Beweisidee?) Aus nullstellenzéhlendem Integral folgt
Satz von Rouché.

Laurententwicklungen fiir Funktionen auf Kreisringen. Def. Residuum als a_; und als [ f(z)dz.
(Weshalb stimmen beide Def. iiberein? Das liegt daran, daf (z — 2z)" fiir n # —1 stets Stammfunk-
tion hat!) Def. der 3 Arten von Singularitéiten iiber Laurentreihen. Beispiele fiir alle 3 Arten! Wie
sieht das Wachstumsverhalten in U (zg)—{20} aus? (hebbar <= beschrinkt; Pol <= |f(z)| — oc;
wesentlich <= Casorati-Weierstraf}). Mach Dir klar, dal Hebbarkeitssatz im Reellen falsch ist
(Sprungfunktionen!)

5. Funktionentheoretischer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra

Beweis mit Liouville: Hétte das Polynom P keine Nullstelle, so wire 1/P eine in ganz C holomor-
phe Funktion. Nun ist bei Polynom P fiir |z| > K (wobei K eine von P abhingende Konstante
ist) sicher |P(z)| > 1, also |1/P(z)| < 1. Weshalb ist aber |1/P(z)| beschrinkt fir |z| < K7 Mit
Liouville folgt Behauptung. Weitere Beweise mit Minimumprinzip, Rouché.

ANHANG. Besonderheiten komplexer Analysis zur reellen Analysis

Maximumprinzip, Minimumprinzip, Satz von Liouville auch fiir iiberall konvergente Potenzreihen
im Reellen falsch. (Gegenbeispiel f(z) = sinz!) Ferner ist eine einmal differenzierbare Funktion
nicht unbedingt oco-oft differenzierbar; und eine oco-oft differenzierbare Funktion ist nicht unbe-
dingt lokal in eine Potenzreihe entwickelbar. Umgekehrt haben im Reellen stetige Funktionen eine
Stammfunktion, im Komplexen dagegen nur holomorphe Funktionen (und auch diese haben nicht
immer global eine Stammfunktion, sondern unter welcher hinreichenden Bedingung auch global?).
Es gelten folgende Implikationen im Reellen fiir Funktionen auf kompakten Intervallen:

f Potenzreihe entwickelbar = foo-oft differenzierbar = f differenzierbar = f stetig = f integrier-
bar = f beschrinkt.

Zeige, daf} diese Pfeile an keiner Stelle umgedreht werden kénnen (durch Gegenbeispiele).
Dagegen gilt im Komplexen fiir Funktionen auf Gebieten G:

f lokal in eine Potenzreihe entwickelbar <= f komplex differenzierbar <= f besitzt lokal eine
Stammfunktion <= das Kurvenintegral ist lokal wegunabhéingig (d.h. zu jedem 2y € G gibt es
ein U(zp), so dafl das Integral iiber alle in U(zy) verlaufenden Kurven wegunabhingig ist).

II - ALGEBRA

1. Ringe

Def. Ideal, Hauptideal, maximales Ideal, Primideal. Maximal = prim (denn p maximal <= R/p
Korper = R/p Integrititsring <= p prim). Konstruktion des Quotientenkérpers von Inte-
gritétsringen (wichtig: Bei der Def. der Addition etc. ist eine Wohldefiniertheit zu zeigen!). Def.



euklidischer Ring, Hauptidealring. Wichtige Beispiele: Z und K[X] fiir Kérper K (wie sieht die
Abb. d : R — {0} — Z hierbei aus?). Def. Primelement, irreduzibles Element. Es gilt: p prim
<= (p) Primideal; p irreduzibel <= (p) maximal unter allen Hauptidealen. Prim = irreduzibel,
wieso gilt in Hauptidealringen auch “<”7 Def. faktorieller Ring auf 2 Arten mit “irreduzibel” bzw.
“prim” (bei “prim” braucht man nicht “eindeutig bis auf Reihenfolge und Einheiten” zu fordern!
Weshalb?). Satz: R euklidisch = R Hauptidealring = R faktoriell (Beweisideen!). Nirgends gilt
“<” (fiir die letzte “<=” sollte man das Gegenbeispiel Z[X| ausfithren konnen: Weshalb faktoriell?
Ist (X) darin ein Primideal? (Beachte: k[X,Y]/(X) ~ k[Y]!) Eisenstein. Wie wendet man Eisen-
stein iiber Q an? (Beachte: Q hat keine Primelemente.) Dabei wird benutzt: Ist R faktoriell, so ist
f € R[X] irreduzibel <= f primitiv und irreduzibel iiber Q(R). Weshalb ist 222 — 6 irreduzibel
iiber QQ, aber nicht iiber Z?

Weshalb ist Z faktoriell? Was sind die Primideale und die maximalen Ideale von Z? (Beachte: (0)
ist prim!) Fiir welche n ist Z/nZ Koérper? (Begriindung!). Was sind die Einheiten von Z/nZ? (Be-
grilndung: Ist (m,n) = 1, so gibt es z,y mit mxz + ny = 1, also m Einheit in Z/nZ.) Damit zeige:
(Z/nZ)*| = p(n). Def. von ¢(n)? Fiir (n,m) = 1 gilt Z/nZxZ/mZ ~ Z/nmZ (Umformulierung des
Chinesischen Restsatzes!), also (Z/nZ)* x (Z/mZ)* ~ (Z/nmZ)* und damit ¢(n)p(m) = p(mn).
Da ¢(p¥) = p* — pF~1 ist (ergibt sich durch Abzihlen!), folgt ¢(n) = H(pfl - pfi_l), und dies ist
trivialerweise = n [[(1 — 1/p;).

3. Gruppen

Def. Gruppe, Untergruppe, Normalteiler. Fiir Normalteiler N (und nur fiir diese!) kann auf der
Menge G/N (was ist das?) eine Multiplikation erklért werden durch aN-bN = abN (wohldefiniert!
Warum?). Homomorphiesatz mit Beweisidee (wichtig dabei: Kery ist Normalteiler! Definition des
Isomorphismus ¢ : G/Kerp — H: ¢(a + Kery) := ¢(a). Weshalb wohldefiniert?). Satz von La-
grange (Beweisidee!). Weshalb folgt aus ordG = p, da8 G zyklisch ist? Def. zyklisch (beachte: “Von
einem Element erzeugt” ist in Gruppentheorie etwas anderes als in Ringtheorie!). Zyklische Grup-
pen sind ~ Z oder Z/nZ (weshalb? Homomorphiesatz! Dabei ist Kerp zunéchst nur Untergruppe
von Z. Da aber in Z Multiplikation eine wiederholte Addition ist, ist jede Untergruppe von Z auch
Ideal, also von der Form nZ). Def. abelsch. Hauptsatz iiber abelsche Gruppen: G ~ [[(Z/n;Z) (nur
dann eindeutig, wenn die n; Primzahlpotenzen sind!). Def. auflésbar iiber Normalteilerkette bzw.
iiber K*(G) = {e}. (Beachte: K(QG) ist die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe!) Es
gilt zyklisch = abelsch = auflésbar (weshalb?), und nirgends gilt “<” (Gegenbeispiele Zy X Za
bzw. S3,S4). Die Aj ist kleinste nichtauflsbare Gruppe (dazu genaue Def. S,,, A,,, gerade Permu-
tation). Def. p-Gruppe. p-Gruppen sind auflosbar. [Beweisidee: Das Zentrum Z (was ist das?) ist
nichttrivial, also ist ord(G/Z) < ordG. Somit nach Induktion G/Z auflosbar. Trivial ist Z auflésbar
(weshalb?). Dann ist auch G auflosbar.] Def. p-Sylowgruppe. Die 3 Sylowsétze. (Beachte: Falls p
Sylowgruppe als maximale p-Gruppe definiert wird, ist die Aussage “es gibt p Sylowgruppen” tri-
viall Auflerdem ist die Umkehrung des 2. Sylowsatzes “das Konjugierte einer p-Sylowgruppe ist
wieder eine solche”, trivial, da Konjugieren ein “innerer Automorphismus” ist!). Es gibt genau eine
Sylowgruppe <= Diese ist Normalteiler (weshalb?).

3. Allgemeine Korpertheorie

Definition Charakteristik eines Korpers. Korpererweiterungen: Wie konstruiert man zu einem ir-
reduziblen Polynom P € k[X] einen Oberkorper K, so dafl P eine Nullstelle in K hat? [Antwort:
Bilde K := k[X]/(P). K ist Kérper (weshalb?) und enthiilt k£ (weshalb?). Dann ist X eine Nullstelle
von P in K. Def. Zerfallungskorper.

Def. Korpergrad [K : k] (Wieso ist K ein k-Vektorraum?), Folgerung: Ein endlicher Kérper K hat p"
Elemente (denn K enthilt den Primkorper k = Z/pZ; K ist also nach Linearer Algebra als Vektor-
raum = k™). Umgekehrt gibt es zu ¢ = p” stets einen Korper (genannt Fy) mit ¢ Elementen (ndmlich
den Zerféllungskorper von X9 — X iiber Z/pZ). Beachte F), = Z/pZ, aber F,2 % Z/p*Z (weshalb?).
Gradsatz (Beweisidee!). Def. algebraische Korpererweiterung. [K : k] < oo = algebraisch (Be-
weis! Beachte dabei, dafl “algebraisch” fiir ein beliebiges a € K gezeigt werden muf!) Gilt auch



“=”? (Gegenbeispiel K = Q[v/2, /2, v2,...].) Aber bei endlich erzeugten Kérpererweiterungen
K = k(ai,...,a,) gt “ <= 7 und auflerdem <= “jedes a; ist algebraisch”. [Beweis: In-
duktion nach n mit Gradsatz. Induktionsanfang: Zeige zunichst k(a) = kla] (dies gilt wegen
k[a] ~ k[X]/(mipo), und letzteres ist Korper; weshalb?). Weiter zeige, daB a°,...,a™ ! Basis
von k[a] iiber k ist. Damit folgt [k(a) : k] = gradMipo]. Weshalb Summe, Produkt algebraischer
Zahlen wieder algebraisch? Weshalb ist “algebraisch” ein transitiver Begriff? (Wieso also sind die
Nullstellen von 2* — /2 — 1 algebraische Zahlen?).

Def. Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal. Weshalb bilden konstruierbare Zahlen Teilkérper von
C (Polarkoordinatendarstellung!) Satz: = konstruierbar <= Es gibt Korperkette Q C K¢ C K; C
... C K, mit x € K,. [Beweisidee: Fiir “=” mufl man die Kreisgleichung und Geradengleichung
kennen. Fiir “<” zeigt Polarkoordinatendarstellung, dafl man geometrisch /z konstruieren kann.|
Folgerung mit Gradsatz: x konstruierbar = [Q(z) : Q] = 2™. Damit 148t sich ohne Galoistheo-
rie zeigen: Wiirfelverdopplung, Winkeldreiteilung, Kreisquadratur ([Q(7) : Q] = oo!) unméglich!
Ebenso folgt “=" bei der Aussage “n-Eck konstruierbar <= ¢(n) = 2™” (Beweis? Fiir “<” wird
Galoistheorie gebraucht, Beweisidee!). Mittels Formel fiir ¢(n) sind beide Aussagen dquivalent zu
n = 2F ] p;, wobei p; verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.

4. Galoistheorie

Def. von K : k normal: Jedes irreduzible Polynom f € k[X], das in K eine Nullstelle hat, zerfillt
in K[X]. Beispiel einer nichtnormalen Koérpererweiterung. Ist “normal” ein transitiver Begriff? [Ge-
genbeispiel Q C Q(v/2) C Q(v/2)]. Satz: Ist K = Zerfillungskorper von endlich vielen Polynomen
aus k[X], so ist K : k normal. Def. separable Korpererweiterung. Satz: Ein Element x € K ist
separabel iiber k genau dann, wenn fiir das zugehorige Minimalpolynom f € k[X]| schon f' #
Nullpolynom ist. Also: In Charakteristik Null ist alles separabel! Evtl. Beispiel einer nichtsepara-
blen Korpererweiterung wissen. Def. vollkommener Kérper. Q, R, C und alle endlichen Korper sind
vollkommen! Satz vom primitiven Element wissen. Def. der Galoisgruppe Aut K/k (das ist die
Gruppe der Automorphismen, die k festlassen). Def. K : k galoissch (zu jedem z € K — k existiert
¢ € AutK/k mit ¢(x) # ). Aquivalent ist “K : k ist normal und separabel”. Hauptsatz der Ga-
loistheorie: Wie wird die bijektive Abbildung zwischen Untergruppen H und den Zwischenkorpern
L konstruiert? (Dazu genaue Def. von Gal(K/L) und FixH.) Damit z.B. zeigen konnen, dafi dann
nur endlich viele solcher Zwischenkorper existieren. Weitere Anwendungen z.B. wie algebraischer
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, oder aber, wann das regelméfige n-Eck konstruierbar
ist (Beweisideen!) Wissen, dafl eine Gleichung n. Grades durch Radikale auflésbar (was heifit das
iberhaupt?) ist <= Die Galoisgruppe ist auflosbar (somit ist im allgemeinen eine Gleichung 5.
Grades nicht auflésbar, da im allgemeinen Fall die Galoisgruppe = S5 ist und die S5 nicht auflosbar
ist.

IIT - FACHDIDAKTIK

Def. von N durch die Peano-Axiome. Konstruktion von Q aus Z (sieche Abschnitt “Ringe”). Kon-
struktion von R aus @, indem man die Menge aller Cauchyfolgen (a,) nimmt mit a, € Q und
zwei Cauchyfolgen (a,) und (a,,) in dieselbe Klasse einordnet, wenn (a, — a},) eine Nullfolge ist.
Weshalb ist man nicht mit Q zufrieden? (Antwort: Weil in Q nicht jede Cauchyfolge konvergiert,
beschrankte Mengen kein Supremum haben, das Majorantenkriterium fiir unendliche Reihe nicht
gilt usw.) (Dies mache man sich an Gegenbeispielen klar!)

Def. der Potenzen entweder iiber a?/9 := ¥aP und ¢® = lima®, wenn z,, € Q und z,, — x geht.
(Dabei zeige Wohldefiniertheit!) Oder es kann a” {iber exp(xloga) definiert werden. Weshalb stim-
men beide Definitionen {iberein? Weshalb stimmt der geometrisch definierte sin mit der Potenzreihe

iiberein? (Antwort: Geometrischen sin differenzieren, dann Taylorformell!)



IV — ZAHLENTHEORIE

Fundamentalsatz (Beweis nach Zermelo und/oder iiber “Z euklidisch” = “Z faktoriell”. Beachte,
daB} “p Primzahl” zunéichst bedeutet “p irreduzibel”; dafl dann auch “p Primelement” i.S.d. Algebra
ist, muf} gezeigt werden! Satz von Euklid (Beweis). Primzahlsatz 7(z) ~ x/logz kennen. Mersen-
nesche und Fermatsche Primzahlen (weshalb ist bei p = 27 — 1 schon ¢ € P bzw. bei p = 2" + 1
schon n = 2¥?) Def. d = ggT(a,b) durch Teilbarkeitseigenschaft (dabei ist Existenz nicht klar!). Die
Existenz folgt aus den dquivalenten Darstellungen d = [ pznin(ni’mi) [hier wird Z faktoriell benutzt!]
bzw. (d) = (a) + (b) [hier wird Z Hauptidealring benutzt! Def. von (a) + (b)?] bzw. d = kleinste
positive Zahl der Form ax + by (hier wird euklidischer Algorithmus benutzt!). Beweisideen fiir diese
Aquivalenzen? Wie berechnet man ggT am besten?

Def. und Rechenregeln fiir Kongruenzen. Chinesischer Restsatz (auch anwenden kénnen, wenn die
Moduln nicht teilerfremd sind). Def. Primitivwurzel modn. Satz: Ist n ungerade Primpotenz, so
existiert Primitivwurzel (algebraisch heifit dies: (Z/nZ)* ist zyklisch!) Dann gibt es ¢(p(n)) vie-
le Primitivwurzeln modn. Def. ¢-Funktion und Eigenschaften (s. Abschnitt “Ringe”). Satz von
Euler-Fermat. [Beweis! Ein algebraischer Beweis kann so aussehen: Sei G = (Z/nZ)*. Dann ist
ordG = ¢(n). Andererseits gilt stets a®* ¢ = e (folgt aus Lagrange!). Damit a#(™) = 1 mod n.] Satz
von Wilson (Beweis!). Def. quadratischer Rest, Legendresymbol. Warum gibt es (p — 1)/2 Reste?
(Antwort: Die Zahlen 12,22,... (p —2)2, (p — 1)? sind modp genau die quadratischen Reste, und
es gilt 2 = y?> mod p <= x = +y mod p.) Eulersches Kriterium (ist Verallgemeinerung des “klei-
nen Fermat”!) Gaufisches Reziprozititsgesetzt mit Ergénzungssitzen (Beispiele!). Der Ring Z[i]
(Euklidisch. Einheiten? Wann ist fiir Primzahlen p das Ideal pZ[i] prim? Wann ist p = a® + b2?)



