Seminar EINFACHE THEORIEN - Vortrag II Konrad Bals

Saturiertheit, Homogenitat und das Monstermodell

Wir fixieren fiir den gesamten Vortrag eine Sprache L.

Erinnerung: Eine Menge Y(Z) Formeln ist konsistent mit einer Theorie T, genau dann wenn 3(7)
erfiillbar ist in einem Modell von 7', genau dann wenn sie endlich erfiillbar ist in einem Modell von T'.

Definition 1. Sei M F T ein Modell von der Theore T'. Eine Formelmenge p(z) von T iiber A C M
heifit 5-Typ, genau dann wenn es eine mit 7' maximal konsistente Menge von L(A)-Formeln in 3 freien
Variablen ist (d.h. ¢(T) € p oder —¢(7) € p fir alle L(A)-Formeln ¢(Z) in den S freien Variablen).
Ein Typ von M ist ein Typ von Th(M,m)mens-
Weiterhin sei

tpp(a/A) == {p(T) : ¢(T) L(A)-Formel mit M F ¢(a)}

der von @ erzeugte |a|-Typ. Wir schreiben auch tpys (@) fiir tpys(a/0).
Beispiel: 0-Typen sind die konsistenten vollstdndigen Theorien.

Definition 2. Sind M, N Modelle, soist f: A - N, A C M eine partiell elementare Abbildung, falls
fiir jede Formel ¢(z1,...,2z,) und ay,...,a, € A gilt:

ME ¢(ai,...,an) < NE O(f(ar),..., f(an))

Wir schreiben dafiir auch f : @ — b, falls @ und b Tupel (a;)i<g, (bi)icp in M bzw. N sind mit
f(ai) = bi.

Bemerkung: Eine Abbildung f : a — b ist genau dann partiell elementar, falls tpys(a) = tpy (D).
Partiell elementare Abbildungen sind injektiv, da fir ¢(x1,z2) = (x1 = x2) gilt

NE f(a1) = flag) = M E a1 = ay

Definition 3. Sei x Kardinalzahl. Ein Modell M heifit x-saturiert, falls fir jedes A C M mit |A| < K
jeder 1-Typ iiber A in M realisiert wird. M heifit saturiert, falls es |M|-saturiert ist.

Beispiel: (R, <) ist w-saturiert, aber nicht Nj-saturiert. Denn ist A eine endliche Teilmenge, so be-
schreibt jeder 1-Typ die Anordnung dieser endlich vielen Parameter beziiglich  (da DLO QE besitzt,
ist jede Formel Boolsche Verkniipfung endlich vieler Formeln). Da R dicht ist, finden wir also ein
x, das den Typ realisiert. Sei nun A = {% :n € w}U{0} und p ein Typ iiber A, der die Formeln
{x <1:new}u{z >0} enthlt, so ist p endlich erfiillbar, aber in R nicht realisiert.

Satz 4. Sei M ein k-saturiertes Modell, A C M mit |A| < k und p ein S-Typ iiber A fiir 5§ < k. Dann
wird p in M erfiillt.

Beweis. Transfinite Induktion: 5 = a + 1: Sei p, C p der a-Typ, in dem in allen Formeln nur die
ersten a Variablen frei vorkommen. Nach Induktionsvoraussetzung wird p, durch ein a,, realisiert. Wir
betrachten nun den 1-Typen p(aq,x) als einen Typen iiber AU a, (da |as] < o < kist |AUaq| < K).
Nach Voraussetzung wird p(aq,x) durch ein a; € M realisiert. Nun gilt M E p(aq, aq).

8 Limeszahl: Nach Induktionsvoraussetzung und Konstruktion existiert eine aufsteigende Folge von
Realisierungen a,, von p,. Nun setze a = |J a<p Ga- d
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Satz 5. Seien M, N Modelle, N k-saturiert, |M| < x und f eine partiell elementare Abbildung von
M nach N . Dann lésst sich f zu einer elementaren Einbettung von M nach N erweitern.
Wir beweisen aber stattdessen:

Satz 6. Seien M, N saturierte Modelle der gleichen Kardinalitit x, A C M mit |[A| < kund f: A — N
partiell elementare Abbildung von M nach N. Dann ldsst sich f zu einem Isomorphismus zwischen
M und N erweitern.

Beweis. Seien M = {aq | @« < k}, N = {bg | B < } Aufzéhlungen von M und N. Wir konstruieren
induktiv eine aufsteigende stetige Folge von partiell elementaren Abbildungen f = fo C f1 C ... mit
|domf,| < K, aq € domfayq und bg € Imfazyq. Sei fg bereits konstruiert und setze B = domfg. Wir
betrachten den Typen p = tpyr(ag/B). Durch Ersetzen aller Parameter aus B mit Parametern aus
fs(B) erhalten wir einen Typen ¢ von N iiber fg(B). Da |fg(B)| = |B| < x und N saturiert, existiert
ein b € N, das ¢ erfiillt und es gilt tpar(agB) = tpn(bfs(B)). Also ist die Abbildung fg U {(ag,b)}
partiell elementar. Setze gg := fj LU {(b,ap)} und finde auf die gleiche Weise fiir bs ein a € M mit

gg U {bg,a)} partiell elementar. Setze nun fgi; = gbfl U{(a,bg)}. Dann ist

f::Ufoz

a<k

eine partiell elementare Abbildung mit dom f = M und Im f = N, somit ein Isomorphismus mit

fla=f. 0

Korollar 7. Sind M, N saturierte Modelle der gleichen Kardinalitdt und gilt M = N, so ist M = N.

Beweis. Es gilt M = N genau dann wenn f : ) — N partiell elementar. O

Korollar 8. Sind M, N elementar équivalente Modelle, M k-saturiert und |N| < &, so existiert eine
elementare Einbettung f : N — M.

Definition 9. Ein Modell M heiit x-homogen, falls fiir jedes A C M, |A| < k und jede partiell
elementare Abbildung f : A — M und jedem a € M ein b € M existiert mit f U {(a,b)} ist partiell
elementar. Ein Modell M heifit stark k-homogen, falls sich jede solche partiell elementare Abbildung
f+A— M zu einem Automorphisus von M fortsetzen l&sst.

Ein Modell M heifit (stark) homogen, falls es (stark) |M|-homogen ist.

Korollar 10. Ist M k-saturiert, so ist es k-homogen.
Korollar 11. Ist M saturiert, so ist es stark homogen.

Beweis. Sei f: A — M mit |A| < |M| partiell elementare Abbildung. Nach Satz 6 ldsst sich f zu
einem Automorphismus auf M fortsetzen. O

Im Allgemeinen hingt die Existenz von saturierten Modellen von mengentheoretischen Erweiterungen
von ZFC ab, wie ZFC+GCH, BGC oder ZFC+{Existenz klassenvieler stark unerreichbarer Kardinal-
zahlen}

Lemma 12. Sei x unendliche Kardinalzahl und M Modell. Dann existiert eine elementare Erweiterung
N = M, die k-saturiert ist.
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Beweis. OBdA sei x regulir, sonst betrachte ™. Wir bilden eine elementare stetige Kette
M=My=<DM <...,

wobei alle Typen iiber Teilmengen A C M, mit |A| < k in M, realisiert werden. Wir konstruieren
M1 wie folt: Fiir neue Konstantensymbole ¢, ist nach Defintion von Typen die Theorie

T' = Th(My, m)menm, U{p(c,) | p Typ von M, iiber einer Teilmenge A}

konsistent. Sei nun M, ein Modell von T”. So ist es eine elementare Erweiterung von M, und erfiillt
alle Typen iiber kleinen Teilmengen A. Sei nun

N::UMa

a<k

Dann ist N k-saturiert: Sei A C N mit |A| < x und p ein Typ iiber A. Da k regulér, existiert ein
a < kK mit A C M,. Somit wird p in M4 erfiillt, nach Tarski-Vaught auch in V. O

Satz 13. Sei k Kardinalzahl, M Modell. Dann ex. eine elementare Erweiterung N = M, die k-saturiert
und stark x-homogen ist.

Beweis. OBdA ist k wieder reguldr. Mit dem Satz vorher konstruieren wir eine elementare stetige
Kette (M;)i<x mit M = My und My ist [ M| -saturiert. Setze N := ., Ma.

Da alle Typen iiber allen Teilmengen aus M, in M, realisiert werden, folgt wie im Beweis von
Lemma 12, dass N k-saturiert ist.

Fiir die starke k-Homogenitéit, sei A € N mit |A] < x und f : A — N eine partiell elementare
Abbildung und schreibe B := Im(f). Da k regulér ist, existiert ein ap < k mit AU B C M,,.
Wir konstruieren nun wieder eine aufsteigende stetige Folge von partiell elementaren Abbildungen
f=/foC fi C...mit My, C domfg,Imfsz C Myqa fiir ein a > ag + 5 > . Sei also fg bereits
konstruiert, dann ist f3 eine partiell elementare Abbildung zwischen M2 und Myy3. Da M43 nun
| My 10| T-saturiert ist, existiert nach Satz 5 eine Einbettung fé : Myyo — Myys, die f fortsetzt. Sei

nun gg = féfl eine partiell elementare Abbildung von M3 nach M,44. Aus dem gleichen Grund

finden wir wieder eine Fortsetzung gg : Motz — Myya, die gg fortsetzt. Wir setzen dann fgq = gza_l.
Nach Konstruktion ist dann 3
f= U fs:N—=N
B<k

der gesuchte Automorphismus. O

Wir wollen manchmal ein sehr grofies Modell mit schénen Eigenschaften haben. Sei also T" vollstédndige
Theorie, dann ist ein Monstermodell € von T ein x-saturiertes und stark xk-homogenes Modell fiir grofles
k, grofler als jede Kardinalzahl, die wir betrachten werden. Dadurch erhélt man:

(a) Jedes Modell M von T mit |M| < « lidsst sich nach Korollar 8 elementar in € einbetten. Jede
elementare Erweiterung kleiner x von elementaren Unterstrukturen von € ist isomorph zu einer
elementaren Unterstruktur in €.

(b) Alle Typen iiber Mengen A mit |A| < k sind realisiert.

(¢) Zwei B-Tupel a,b fiir § < k haben den gleichen Typ iiber A, d.h tpe(a/A) = tpe(b/A), genau
dann wenn es einen Automorphismus f € Aut(€/A) gibt, der a auf b schickt.



