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Einfiihrung

Konstruktion einer streng minimalen Theorie, welche nicht
lokal modular ist aber keine unendliche Gruppe interpretiert,
ab initio.
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Motivation

Ein Gegenbeispiel zu Zilbers Hypothese, dass eine streng
minimale Theorie entweder lokal modular ist oder einen
unendlichen Korper interpretiert, zu finden.
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Fahrplan

In Vortrag 1 werden wir das Konzept des starken
Fraissélimes fiir eine ausgewahlte Klasse von Strukturen
einer endlich relationalen Sprache einfiihren und ihn sowie
seine Theorie auf Vortrag 2 vorbereitend untersuchen.
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Fiir eine Menge X bezeichne P, (X) die Menge der
endlichen Teilmengen von X und P(X) die Potenzmenge.

Vorbereitungen
Definition

Sei M eine Menge, X, Y C M. Ein Hillenoperator ist eine
Abbildung H: P(M)—P(M) mit

(i) X C H(X) (Extensivitat)
(i) XCY = H(X) C H(Y) (Monotonie)
(i) H(H(X)) = H(X). (Idempotenz)
Gilt auBerdem

(iv) HX) = Uaepgx) H(A), (endlicher Charakter)

so sprechen wir von einem Hiillenoperator endlichen
Charakters.



Wir schaffen eine striktere Auffassung von Unterstruktur und
Fraissélimes.
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Definition

Sei M eine Menge. Eine Funktion § : Pgn(M) — Z heiBt

0-Funktion, wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(i) 6(0) =0

(i) 6({a}) <1

(i) S(AUB)+6(ANB) <6(A) +0(B) (Submodularitat)

Beispiel

Die Dimensionsfunktion einer Prageometrie auf M.

Beweis.

Wir zeigen nur Submodularitat. Seien A, B C M. Sei C eine
Basis von A N B und Ca bzw. Cg deren Vervollstandigungen
zu Basen von A bzw. B. Wegen A U B C cl(Ca\C U Cg):
dim(A) + dim(B) = dim(A N B) + [(Ca\C)| + |Cg|

> dim(A N B) + dim(A U B). O
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Deltafunktionen
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Definition
A € Pgn(Y) ist abgeschlossen in Y C M, falls 6(A) < §(B)

fir alle A C B € Pgn(Y). Y ist eine starke Erweiterung von
A. Wir schreiben A <.

Wir mochten diese Eigenschaften fiir unendliche X € P(M)
mithilfe der §-Funktion definieren. Dies veranlasst folgende
Notation fiir A, B € Pgn(M):

d(A/B) :=6(AUB) —4(B)
Submodularitat wird zu

0(A/B) < 6(A/ANB)
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0(A/B) < 6(A/ANB)
Dies legt fiir beliebiges X € P(M), A € Pfin(M)

(5 A X — I f 5 A B Starke Erweiterun gen
(A/X) AngIBnePﬁn(X) (A/B)

nahe und erlaubt die Fortsetzung der

Definition

X € P(Y) ist abgeschlossen in Y C M, falls 6(A/X) > 0 fiir
alle A € Pgn(Y). Y ist eine starke Erweiterung von X. Wir
schreiben X <'Y.

wie gewunscht.



Lemma
Sei X C Y € P(M). Dann

X< Y 6(AJANX) > 0 fiir alle A € Pyn(Y).

Beweis.

Def Sub
— Fiir bel. A € Pyn(Y) gilt 0 < 5(A/X) < 5(A/A N X).

< Angenommen X £ Y. Dann existieren A € Psin(Y),
B € Pgn(X) mit AN X C B und §(A/B) < 0. Aber

5(A/B) =5(AUB) —4(B)
=0((AUB)U((AUB)N X)) —do((AUB)NX)
=0(AUB/(AUB)NX)

und AU B € Pgn(Y).
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Seien X, Y, Xo, X1, .. € P(M), J eine Indexmenge.
(i) X<Y = Un X< UnN Y fiir alle U
(i) < ist transitiv

(i) X; < Yfirie |CJ = X <Y
ielCJ Starke Erweiterun gen

Beweis.

(i) Folgt aus vorigem Lemma mittels Fallbetrachtung.
(i) Sei X <Y < Z, A € Ptin(Z) beliebig. Dann folgt mit (i)

S(ANX) < S(ANY) < 5(A).

Also 0 < §(A) — 6(ANX) =0(A/ANX). Da A beliebig
gewahlt folgt X < Z aus vorigem Lemma.



Die ab initio
Konstruktion

E. M. Osterkamp
Folgerung
Seien X, Y, Xo, X1, .. € P(M), J eine Indexmenge.
(i) X<Y = Un X< UnN Yfiralle U
(ii) < ist transitiv

(iii)X,-gYﬁjrieng: Xi<Y
ielCJ

Beweis.

(iif) Wir zeigen dies fiir endliche Schnitte. Seien
X1, X2 < Y. Dann per (I) X1 NXy <YNX =Xo.
Mit (ii) folgt X3 N Xz <.



Die ab initio
Konstruktion

initi E. M. Osterk
Definition sterkamp

Sei L eine Sprache, M, N £-Strukturen, f : N — M eine

Einbettung.
Gilt Im(f) < M, so nennen wir f eine starke Einbettung.

Folgerung Surke Evearngen

1. Komposition starker Einbettungen ist eine starke
Einbettung.

2. cl(A) := (N acp<m B definiert einen Hiillenoperator
endlichen Charakters, den Abschluss von A € P(M).

Beweis.

1. Klar.
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2. Wir zeigen nur den endlichen Charakter von cl. Sei
X € P(M), Y = Uaepgx) cl(A). Dann X C Y C cl(X).
Wir zeigen Y = cl(Y). Angenommen dies gilt nicht.
Wihle B € Pgin(M) mit 5(B/B 1Y) < 0. Dann
existiert A € Pn(M) mit BNY C cl(A),daBnNY Sk Eetenuneen
endlich ist. Aber dann folgt mit BN'Y = B N cl(A)

0 < 6(B/B N cl(A)) = 5(B/BNY) < 0.

Lemma
Sei ) < M, A € Piin(M). Dann cl(A) &€ Pin(M).
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Eine echte starke Erweiterung Z von X ist minimal gdw
d(Z/Y) < O fiiralle Y mit X C Y C Z

Beweis.

= Wahle Y mit X C Y C Z und §(Z/Y) maximal. Wenn
d(Z/Y) > 0, dann X < Z nicht minimal.

« Kilar.

O]

Folgerung
Sei X < Z minimal, Y € P(M) mit YN (Z\X) # 0, Z\X.

Dann gilt 6(Z/X U Y) < 0.
U
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Ist X < Z minimal, dann gilt entweder
1. 0(Z/X) =1 und Z = X U {z} oder
2. 6(Z/X) = 0.

Beweis.
Angenommen §(Z/X) > 0. Sei z € Z\X beliebig. Dann
5(Z/XU{z}) =6(ZU(XU{z})) —é(XU{z})
276(2) - 50 - 8({z})
Def Vor
> 0(Z/X)—1 > 0.

Mit dem letzten Lemma folgt Z = X U {z}. O



Sei £ = {R} mit einem terndren Relationssymbol R.

Sei C Klasse aller £-Strukturen M = (M, RM), wobei wir die
leere Struktur () erlauben, mit RM symmetrisch und irreflexiv.
Dann konnen wir RM mit einer Menge R(M) dreielementiger
Teilmengen von M identifizieren.

Definiere 6(A) = |A| - |R(A)| fiir A € Pgn(M).

Lemma

0 ist eine d-Funktion.

Beweis.

Wir zeigen Submodularitat. Aber die folgt aus der
Modularitat von |.|: Pgin(M) — N und Supermodularitdt von
e Pin(M) = N, ¢(B) := |RB|. O

SeiC®={MeC|0<M}undC ={MeC’|Mendl}.
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Fraissé-Konstruktion
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Beweis.

Seien N, My, My € an und 0.E. M1 N My = N < M¢, Ms.
Bezeichne M; ®y M> das Amalgam und setze
M; &y Mz := M1 U Mo, R(Ml XN Mz) = R(Ml) U R(Mg)

Fraissé-Konstruktion

Wir zeigen M1 < M1 ®n Ma. Analog My < M3 ®n Mo.
Es gilt N € M;. Sei M; € A € M; ®N M, beliebig. Dann
A=M; ®yBfirNCBC Ms,.

(5(M1) < 5(M1) + (5(8) = (5(N)
= M| + |B] = IN| = [R(M1)[ — [R(B)| + [R(N)]
— My UB| — [R(My) UR(B)| = 6(A).
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Beachte, dass wir im Beweis nur N C M; verwendet haben,

um M; < M; ®N Ms zu zeigen. Also gilt auch fiir das

Tensorprodukt einer beliebigen Erweiterung M1 von N mit

einer starken Erweiterung My von N, dass M; < M; ®y Ma.
Proposition ( Fraissé) e
Sei ) C IC C C° abgeschlossen fiir direkte Vereinigungen und

Abschliisse von Unterstrukturen und besitze K¢, AS.

Dann existiert (bis auf Isomorphie) eindeutige M € IC mit:

(i) M ist abzahlbar.

(i) Wenn A < M, A < B € Kgn, dann kann B stark in M
iiber A eingebettet werden. (Reichhaltigkeit)

Wir nennen M den starken Fraissélimes von IC.



Beweisskizze.(Eindeutigkeit)

Gegeben M, N starke Fraissélimes von K, A; € Pgn(M),

B1 € Pen(N), A1 < M, By < N und fi: A; — By partieller
Isomorphismus, zeige mittels Reichhaltigkeit von M, N und
der Endlichkeit eines Abschlusses einer endlichen Menge,
dass fiir beliebiges x € M ein partieller Isomorphismus

fo: Ao — Bo mit Ay € Pfin(M), B, € Pfin(N), x € Ap < M,
Bo <N, fo|a, = f1 existiert.

M = N folgt nun mittels back-and-forth beginnend bei

fo: @ — @ aus der Abzahlbarkeit von M, N.

Bemerkung

Den ersten Teil des Eindeutigkeitsbeweises kann man
verwenden, um zu zeigen, dass reichhaltige £-Strukturen
partiell isomorph sind.
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Beweisskizze.(Existenz)

Gegeben eine abzahlbare Menge N zahle die starken
Einbettungen f; der A; € K auf N unendlich oft auf. Dies
sind abzahlbar viele.

Konstruiere nun eine aufsteigende Folge von £-Strukturen
M; mit M; € N, M; € K, Mg = () und M; < M; 1 unter
Verwendung von AS fiir Cgn. Dann M = (J, M;.

M ist die gesuchte Struktur. Dies folgt aus Konstruktion,
Abgeschlossenheit von K (Voraussetzung) und der
Eigenschaft der Komposition starker Einbettungen.

Fraissé-Konstruktion
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Wir untersuchen als Vorbereitung auf den zweiten Vortrag
den starken Fraissélimes M2 von an, denn Hrushovski's

Beispiel wird der starke Fraissélimes einer geeignet gewahlten

Untersuchung MmO
Unterklasse von an sein.
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Erinnerung

cl(A) = Nacp<m B ist der Abschluss von A € P(M).

Definition
Sei ) < M eine Menge. Die Dimension von A C M ist

Prigeometrie

d(A) = min{3(B) | A C B} = §(cl(A)).

Erinnerung

Eine Prageometrie (M, Cl) ist eine Menge M mit einem
Hiillenoperator endlichen Charakters Cl: P(M) — P(M),
welcher a € CI(Xb) \ CI(X) = b € CI(Xa) fiira, b € M,

X € P(M) erfiillt. (Austausch)



Proposition

d ist die Dimension einer Prageometrie (M, Cl). Wir nennen
Cl(A) ={b € M| d(Ab) = d(A)} den geometrischen
Abschluss von A € P(M).

Beweis.

Wir zeigen nur die Submodularitat von d fiir endliche
Mengen. Seien also A, B € Pfn(M) beliebig.

Wihle A C A € Pgn(M), B C B € Ppin(M) mit d(A) = 5(A)
und d(B) = 6(B). Dann d(A N B) < 6(A N B) und d(A U
B) < §(A U B), sodass

d(AUB) < 6(AUB) < 6(A) + 6(B) — 5(AN B)
< d(A) +d(B) — d(A N B)
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Lemma

Ist (M, Cl) modular, so ist die Vereinigung geometrisch
abgeschlossener Mengen in M abgeschlossen.

Beweis.

Seien X, Y geometrisch abgeschlossen. Da cl endlichen
Charakter hat, reicht es zu zeigen, dass beliebiges

C € Psin(XUY) in einer abgeschlossenen Menge A U B mit
ACX BCY liegt.

Wabhle cl(A) = A C X, cl(B) =B C Y mit C C A U B sowie
CI(A) n CI(B) = CI(A n B). Dann

d(AUB) 2" d(A) + d(B) — d(A N B)

Def Sub
> 0(A)+46(B) — (AN B) > §(AUB).

Mit d(A U B) < 6(A U B) folgt nun die Abgeschlossenheit
von A U B. Ol
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Folgerung
(MP, Cli) ist nicht (lokal) modular.

Beweis.
Sei C = {a1, ap, by, by, ¢}, A ={a1, ap}, B = {by, bo} und
R(C) = {{a1, b1, c}{az, by, c}}.

Dann C < M?, A, B geometrisch abgeschlossen in C und

A U B nicht abgeschlossen in C.

Fiir lokale Modularitat analog mit E = C U {e},

R(E) = R(C), d({e}) > 0. O
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modular. Um weitere Aussagen treffen zu konnen, werden

wir diese vollstandig axiomatisieren:

Definition
M ist ein Modell von T9 wenn gilt:
(1) M € CO.
(I1) Sei B € Pin(M). Dann enthalt M eine Kopie C jeder
starken Erweiterung C von B mit 6(C/B) = 0. Theore

(1) Sei Fy die £-Struktur mit n Elementen und R(F,) = 0.
Dann lasst sich F,, in eine elementare Erweiterung von
M stark einbetten.

Aquivalent zu (111) kénnen wir fiir beliebiges m die Existenz
einer Kopie von F,, fordern, welche F, C N = F, < N fir
IN| = m erfiillt.
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Erinnerung

Eine £-Struktur M ist reichhaltig im Bezug auf C°, wenn fiir
A <M, A <B € Csn B stark in M tiber A eingebettet
werden kann.

Proposition

Fiir eine L-Struktur M sind aquivalent:
(i) M ist reichhaltig.
(i) M ist w-saturiertes Modell von T°.

Folgerung

TO axiomatisiert die vollstindige Theorie von MP. O
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Ist X < Z minimal, dann gilt entweder
1. 6(Z/X) =1 und Z = X U {z} oder
2. 0(Z/X) = 0.

Beweis.

< Sei A <M, A <B € C§n und 0.B.d.A. A < B minimal.
Im Fall 6(B/A) = 0 existiert per Definition eine Kopie
B € P(M) von B. Dann folgt die Abgeschlossenheit von
B in M aus §(B/A) =0 und A < M.
Falls 6(B/A) = 1, B = A U {b}, so gilt ({b}/A) = 1.
Da M }— TO w-saturiert, existiert b € M mit b ¢ CI(A),

also 5({b}/A) =1 und A U {b} < M isomorph zu B
uber A.
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Seien N, M1, M, € Cfln Dann ist M; ®y My = M1 U M»
mit R(M; ®n Mz) = R(M1) U R(M2) eine starke
Erweiterung von M1, Mo.

Beweis.

= Klar: Eigenschaft (1) und (lIl) folgt per Reichhaltigkeit
von M und ) < M. Zu (Il):
Sei A € Pfin(M) und A < B beliebig mit §(B/A) = 0.
Wihle A C A < M. Dann A < A ®4 B und per
Reichhaltigkeit A ®a B < M. Insgesamt M = TO.
Sei nun N |= TO beliebig w-saturiert. Dann ist N
reichhaltig per Riickrichtung, also partiell isomorph zu
M, also M w-saturiert.

0J
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Lemma

Sei A < B < M minimal, §(B/A) = 0. Dann ist tp(B/A)
isoliert und streng minimal.

Beweis.

Isolation:

Sei ¢(X) (qf) Formel mit Parametern aus A, welche den
Isomorphietypen von B/A beschreibt. Eine weitere beliebige
Realisierung B’ von ¢(x) impliziert §(B'/A) = 0 und mit o
A < M folgt die Abgeschlossenheit von B' in M. Aus der
Isomorphie der Abschliisse folgt Gleichheit der Typen von B
und B’ (liber A), also isoliert ¢ tp(B/A).

Algebraizitat:

M enthalt Kopien der starken Erweiterungen

B ®a B ®@a ... ®a B. Also hat tp(B/A) unendlich viele
Realisierungen und ist somit nicht algebraisch.
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Strenge Minimalitat:

Wir zeigen, dass tp(B/A) eine einzige nicht-algebraische

Erweiterung fiir jedes A < A’ besitzt. Einen Beweis, dass

dies ausreicht, finden Sie in [3, Corollary 5.7.4].

Sei A" U B’ die (abgeschlossene) Kopie von A" @a B in M.

Beh.: tp(B'/A’") ist die gesuchte Erweiterung.

Bew.: Bei beliebiger Realisierung B" von tp(B/A) folgt (per

Minimalitat) entweder

(a) B" C A, also tp(B" /A") algebraisch, oder

(b) A"n B" = A. Aber dann folgt 6(B" /A") = 0, also
(analog zu oben) die Abgeschlossenheit von A" U B" in
M und Isomorphie zu A" U B'. B" realisiert demnach

tp(B'/A").
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Sei A < B < M minimal, §(B/A) = 0. Dann hat tp(B/A) e
endlichen Morleyrang, welcher mindestens der Lange der
Dekomposition von B/A in minimale Erweiterungen
entspricht. O

Proposition

T° hat Morleyrang w.

Beweisskizze.

< w Verwende Lemma, um einen Typen mit endlichem Rang
zu bestimmen. Der (einzige) Typ dariiber hat hochstens
Rang w.

> w Finde B < M und ¢, € M, sodass §(c,/B) = 0 und die
Erweiterungen von cl(B U {c,})/B Dekompositions-
lange n besitzen. tp(cn/B) hat mindestens Rang n.
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