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Aufgabe 1. Aquivalente Beschreibung von Garben.

Es sei C eine Kategorie mit einer Grothendieck-Pratopologie K. Zeigen Sie,
dass eine Prégarbe F': C°? — Set genau dann eine Garbe ist, wenn fiir jede
iberdeckende Familie {f; : X; — X}ier € K(X) das Diagramm

P(X) 2 [T F(X) — T F(X, xx X))

iel v Tijel

ein Equalizer in Set ist. Dabei ist X; x xy X; ein Pullback von f; und f;, a
ist von den X; — X induziert, g ist von den X; xx X; — X, und v von
den X; xx X; — X, induziert. (4P)

Aufgabe 2. Verkleben entlang von Surjektionen.

Versehen wir Set (bzw. Top) mit folgender Grothendieck-Pritopologie: Eine
Familie von (stetigen) Abbildungen {f; : X; — X};es sei iiberdeckend,
wenn | J,.; fi(X;) = Y. Ist diese Grothendieck-Pritopologie auf Set (bzw.
Top) subkanonisch? (4P)

Aufgabe 3. Beschreibung von Epimorphismen.

1. Essei f: A— B ein Morphismus einer Kategorie C. Zeigen Sie, dass
f genau dann ein Epimorphismus ist, wenn

A%B

1]

B2, B

ein Pushout-Diagramm ist. Folgern Sie:
2. Die Epimorphismen in abGrp sind die surjektiven Homomorphismen.

3. Ein Homorphismus A — B in CRng ist genau dann ein Epimorphis-
mus, wenn B®4 B — B, b® b +— bV ein Isomorphismus ist. (6P)

Bitte wenden.



Aufgabe 4. Der Topos der G-Mengen.

Es sei G eine Gruppe. Es sei C = G — Set die Kategorie der Mengen mit ei-
ner G-Linkswirkung. Diese besitzt folgende Grothendieck-Prétopologie K:
Eine Menge von G-Abbildungen {f; : X; — X }ies sei iiberdeckend, wenn
Uier fi(Xi) = X. Zeigen Sie, dass die Yoneda-Einbettung C < fun(C°P, Set)
sich zu einer Aquivalenz von Kategorien C ~ Sh(C, K) einschréinkt.  (6P)

Zusatzaufgabe 5*. Epimorphismen von Gruppen.

Zeigen Sie, dass jeder Epimorphismus in Grp schon surjektiv ist. Hinweis.
Seii : U — G ein Epimorphismus. Man kann annehmen, dass ¢ die Inklusion
einer Untergruppe U < G ist. Sei X = G/U U {oo}. Finden Sie zwei
Homomorphismen fi, fo : G — Sym(X) in die symmetrische Gruppe mit
U={9€G: fi(g) = f2(g9)}. Daraus folgt U = G. (5P)



