Fin paar kleinere Druckfehler (in 2c) und 5b)), die wéihrend der Klausur
entdeckt wurden, sind hier korrigiert worden. Leider war da noch ein Fehler
in Aufgabe 4, Auslassung des Wortes offen, der hier auch korrigiert worden
ist. Weitere Informationen dazu bei Klausureinsicht.

Aufgabe 1. a) Gegeben seien zwei topologische Rdume X und Y. Man
definiere die Homotopierelation auf der Menge der stetigen Abbildungen von
X nach Y. Es soll gezeigt werden, dass diese Relation eine Aquivalenzrelation
ist. 6]
b) Wie ist die Homotopiekategorie HoTop definiert? Speziell: wie ist die
Zusammensetzung von Morphismen in der Homotopiekategorie definiert? [5]
c) Gegeben seien topologische Raume X und Y, wobei X Vereinigung von
zwei offenen Teilmengen V und W ist. Gegeben seien stetige Abbildungen
f: X—=Yund g: X = Y. Wenn fy ~ gy und fjw ~ gw, muss dann f ~ g
gelten? Beweis oder Gegenbeispiel angeben. [10]
d) Gegeben topologische Réume X und Y, wobei X Vereinigung von zwei
offenen Teilmengen V und W ist. Ausserdem soll X metrisierbar sein. Seien
p: V=Y und q: W — Y stetige Abbildungen derart, dass pyvrw =~ qvaw -
Man zeige &: es existiert ein stetiges f: X — Y derart, dass fjy ~ p und

Aufgabe 2. a) Sei p: E — A eine stetige Abbildung.! Was bedeutet die
Aussage, dass p ein Faserbiindel ist? 5]
b) R sei mit der euklidischen Metrik versehen. Gegeben paarweise ver-
schiedene Elemente a, b, ¢ von R® und ein & > 0 derart, dass der Ab-
stand zwischen je zwei von diesen grosser als 28 ist. Gegeben a’ € Bs(a),
b’ € Bs(b) und ¢’ € Bs(c), wobei Bs(z) den offenen Ball vom Radius 6 um
z € R3 bezeichnet.

Man zeige, dass ein Homéomorphismus h: R* — R? existiert mit den Eigen-

schaften
h(a)=a’, h(b)=b’, h(c)=c’

Vielleicht haben Sie hier den Buchstaben B statt A erwartet ... wegen moglicher
Verwechslung mit Ballen in metrischen Raumen habe ich hier A vorgezogen.
1
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und ausserdem h(z) = z fiir alle z € R® ~ (Bs(a) UBs(b) UBs(c)).

(Fiir das Folgende ist es niitzlich, h = ha s als abhéngig von a’, b’ und

¢’ zu betrachten und zu sichern, dass es stetig von a’, b’ und ¢’ abhéngt.)
3]

c) Sei E ={(a,b,c,d) € R®xR3>xR3xR3 | a, b, c,d paarweise verschieden}

und A ={(a,b,c) € R*xR3xR3 | a, b, c paarweise verschieden}. Wir fassen

E als offene Teilmenge von R' und A als offene Teilmenge von R’ auf. Sei

p:E—A

die stetige Abbildung gegeben durch p(a,b,c,d) = (a,b,c). Man benutze
Teil b) oder andere Methoden, um zu zeigen, dass p ein Faserbiindel ist.?
[20]

Aufgabe 3. a) Sei X ein topologischer Raum. Die Begriffe Pragarbe auf X
und Garbe auf X sollen definiert werden.? 6]

b) Fiir einen topologischen Raum X und U offene Teilmenge von X bezeichne
F(U) die Menge der offenen Teilmengen von U. Dann ist fiir offene U,V C X
mit U C V eine Abbildung F(V) — F(U) definiert durch W — W N U fir
W e F(V). Man zeige, dass F damit zu einer Garbe wird. [13]

c) Sei G irgendeine Garbe auf dem topologischen Raum X. Sei e: § — F
ein Garbenmorphismus, wobei ¥ wie in b) definiert ist. Fir offenes U C X
sei
G5(U) ={s € 5(U) | e(s) = U € F(U)}.

Es ist also G¢(U) C G(U). Man zeige, dass damit G¢ eine Teilgarbe (Unter-
garbe) von § ist. 6]
d) Fortsetzung von c): man zeige, dass jede Teilgarbe von § die Form §¢
fiir ein eindeutig bestimmtes e hat (wobei e einen Garbenmorphismus von

G nach F bezeichnet). 8]

Aufgabe 4. a) Sei K eine offene Teilmenge von R™. Setze R* = R \ {0}
und

L = (KxR)U(R"x RX)
= {(Z1>ZZa--->Zn)Zn+1)ERn+])‘Zn+17é00der (Zl)ZZ>'°°aZn)EK}-

Dieses L soll als Teilmenge von R™" mit der Unterraumtopologie aufgefasst
werden.

2Gedanke: gegeben (a,b,c) € A. In Teil b) ist die Rede, in etwas verschliisselter Form,
von einer offenen Umgebung U von (a,b,c) € A. Versuchen Sie, eine Biindelkarte iiber
diesem U zu konstruieren.

3Prizisierung und Hilfestellung: in diesem Kurs ging es immer um mengenwertige
Pragarben und Garben, also gewisse “Regeln” F , die jedem offenen U C X eine Menge
F(U) zuordnen.
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(i) Man zeige, dass offene Teilmengen V und W von L mit VUW =1L

existieren derart, dass V und W zusammenziehbar sind, wéihrend

V N'W homotopiedquivalent zu K ist. [9]

(ii) Aus (i) soll gefolgert werden &: H,(L) = H, ;(K) fiir alle n > 1. [9]
(iii) Was kann iiber Hp(L) und H;(L) gesagt werden? Fallunterscheidung
wird empfohlen. 7]

b) Sei X ein Hausdorff-Raum und n eine natiirliche Zahl. Man zeige: fiir
jedes z € H,(X) existiert eine kompakte Teilmenge K von X und ein y €
H,.(K), so dass der durch die Inklusion K — X induzierte Homomorphismus
H,(K) — H,(X) das Element y auf z abbildet. (Dazu sollte eine ziemlich
ausfiihrliche Definition von Hy,(X) gegeben werden.) 8]

Aufgabe 5. a) Ein Eckenschema ist ein Paar bestehend aus einer Menge V
und einer Teilmenge 8 der Potenzmenge von V', wobei 8 gewisse Bedingun-
gen erfiillen soll. Was sind diese Bedingungen? 3]
b) Sei (V,;8) ein Eckenschema und (W,T) ein Eckenschema. Unter einer
simplizialen Abbildung von (V,8) nach (W, T) versteht man eine Abbildung

q:V—-W

mit der Eigenschaft, dass q(S) € T fiir jedes S € §. (Hierbei ist q(S) die
tibliche Abkiirzung fiir {q(s) | s € S}, eine Teilmenge von W.) Man zeige,
dass so ein q eine stetige Abbildung von |V|s nach [W|s bestimmt durch die
Formel

f— f9

wobel

yeq'(2)

(Dabei ist z € W, y € V, und f € |V[s ist eine Funktion von V nach [0, 1]
mit gewissen Eigenschaften, die in der Definition von |V|s festgelegt sind.)

[7]
c¢) Geben Sie eine Definition von Kettenkomplez. 2]
d) Sei C ein Kettenkomplex (mit Differential dy: Cx — Cy_ fiir jedes k).
Fir jedes k € Z sei gegeben ein Homomorphismus hy: Cy — Cyyy mit der
Eigenschaft

(diy1 ol + (her o dy) =id .
Man zeige, dass Hy(C) =0 fiir alle k € Z. 8]

e) Fiir festesn > 0sei V={0,1,2,3,...,n} und 8 die Menge aller nichtleeren
Teilmengen von V. Dann ist (V,8) ein Eckenschema. Der kombinatorische
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Kettenkomplex C von (V,8) soll kurz beschrieben werden.* Man erfinde
Homomorphismen hy: Cy — Cyyy fiir k > 0 derart, dass

(g1 o hy) + (g o di) =id
fiir alle k > 0. Es folgt wie in Teil d), dass Hx(C) =0 fiir alle k > 0. [13]

Aufgabe 6. a) Definitionen der Begriffe semi-simpliziale Menge Y und ge-
ometrische Realisierung |Y| einer semi-simplizialen Menge Y sollen gegeben
werden. 7]

b) Gegeben sei eine semi-simpliziale Menge Y und eine Teilmenge T von
IY|. Fiir jedes n > 0 und y € Yy soll der Durchschnitt von T mit dem
Bild der charakteristischen Abbildung c,: A™ — [Y| endlich sein. Man zeige,
dass dann T mit der Unterraumtopologie ein diskreter Raum ist (d.h. jede
Teilmenge von T ist offen in T). 8]

c) Aus b) folgern: jede kompakte Teilmenge K von Y] ist enthalten in |Z|
fiir eine geeignete endliche semi-simpliziale Teilmenge Z von Y. [5]

d) Sei Y eine endliche semi-simpliziale Menge mit der Eigenschaft: [Y] ist
zusammenziehbar. Es soll gezeigt werden:

D (DY =1,

k>0

(In Worten: die alternierende Summe der Kardinalitdten von Yy ist 1.)
Dabei darf benutzt werden: wenn g: ZP — Z9 ein surjektiver Homomor-
phismus ist (wobei p, q natiirliche Zahlen), dann ist p > q und ker(g) ist
isomorph zu ZP~9. Hinweis: der kombinatorische Kettenkomplex von Y
sollte Thnen dabei helfen. & [13]

4Wir haben das eigentlich auf dem Umweg iiber semi-simpliziale Mengen gemacht: ein
Eckenschema bestimmt eine semi-simpliziale Menge, falls die Menge der Ecken totalgeord-
net ist.



