
D e l i g n e  ' s  C  o n j  e c t u r e

M a r i a  H e e p  a n d  U w e  W e s e l m a n n

I n  t h e  f  o l l o w i n g  ü I e  w a n t  t o  r e c a l l  b r i e f  1 y  D e l i g n e ' s  c o n  j  e e -

t u r e  o n  c r i t i c a l  v a l u e s  o f  L - f u n c t i o n s  (  a l r e a d y  m e n t i o n e d .  i n

e h a p t e r  I )  w o r k i n g  i n  t h e  l a n g u a g e  o f  m o t i v e s  a s  t h e  o r i g i n a l

p a p e r  l  0  |  d  o e s  ,  a n d  w e  w a n t  t o  p o i n t  o u t  t h e  c o n n e e t i - o n  t o

B e i l i n s o n ' s  v e r s i o n  o f  t h i s  c o n j  e c t u r e .  B e i l i n s o n ' s  d e f i n i t i o n

o f  p e r i o d s  e o r r e s p o n d . s  t o  t h e  c l a s s i c a l  p o i n t  o f  v i e w :  A  p e r i -

od  shou ld  be  a  d .e te rn inan t  o f  a  ma t r i x ,  whose  en t r i - es  a re  i n te -

g ra l s  o f  a lgeb ra i c  d i f f e ren t i a l  f o rms  aga j -ns t  be t t i - ra t i ona l

c y c l e s .  T h i s  d e f i n i t i o n  i s  n o t  a p p r o p r i a t e  f c r  a  m o t i v i c  f o r m u -

l a t i o n  r  e s p e c i a l l y  i f  o n e  c o n s i d e r s  m o t i v e s  w i t h  c o e f f i c i e n t s  ,
s i n c e  t h e  I t c l - a s s i c a l f r  p e r i o d  o f  a  m o t i v e  i s  r e l a t e d  t o  a  e r i - t -

i c a l  L - v a l u e  o f  t h e  d . u a 1  m o t i v e  ( c o m p .  l l l ,  $ $  6 , 7 . / r ) .  T h e r e -

f o r e  D e l i g n e  d e f i n e s  p e r i o d s  i n  s u e h  a  w a y ,  t h a t  o n l y  t h e  m o -

t i v e  i t s e l f  n o t  i t s  d u a l  a p p e a r s  i n  t h e  f o r n u l a t j - o n  o f  h i s

c o n j  e e t u r e .

1  .  M o t i v e s

1  . 1  .  l ' l e  r e f  e r  t o  I n  I  f  a r  p o s s i b l e  d e f  i n i t l o n s  o f  t h e  e a t e g o r y

o f  mo t  j - i , ' es .  I n  t he  f  o l l ow i -ng  we  w i l l  on l y  dea l  w i th  mo t i ves  o f

t h e  f o r m

M  =  H r ( X ) ( m )  , m e n  a n d  0 S i S 2 d ,

w h e r e  X / q  i s  a  d - d i n e n s  i o n a l  s m o o t h  p r o j  e  c t  i v e  v a r i e t y .

T h e s e  M ' s  e x l s t  a s  m o t i v e s  ,  i f  w e  d e f i n e  m o t i v e s  v i a  a b s o l u t e

H o d g e  c y c l e s .  B u t  w e  s h o u l d  d e a l  w i t h  G r o t h e n d i e c k  m o t i v e s  i n

o r d e r  t o  g e t  a  m o t i v i c  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  f u l 1  B e i l i n s o n - c o n -
j  ee tu re  .  rn  bo th  eas  e  s  r ^ re  ean  a t taeh  to  M the  fan i l y

( u y  M I R  ,  N I { . ,  r D R  ,  T  t )

o f  rea l i  za t i ons  and  e  onpar i s  on  i s  omorph i - s  ms  :



?

The  Be t t i  r ea l i za t  i on  L lg  i s  a  Q-vec to r  space  r , r i t h  a  Hodge

d e c o m p o s i t i o n  M B  E  0  =  0  y P ' Q  a n d  a n  a c t i o n  o f  F - ,

w h e r e  p  d e n o t e s  t h e  , r o n t f  i v � r " t  e l e m e n t  o f  G a l ( 0 / n )  .' @

T h e  d e  R h a m  r e a l  i z a t , i o n  l 4 O R  i s  a  Q - v e e t  o r  s p a e  e  w i t h  a  d e  -

c r e a s i - n g  H o d g e  f i l t r a t i o n r  . . .  )  F p  M n n  )  F p + '  * o o t  . . o

The  ( . -adLe  rea l i za t i ons  14  t  a re  q  
f vec to r  spaees  w i th  an  ac -

t i o n  o f  G O  =  G a l  ( q / q )  ,  t h e y  a r e  s t r i c t l y  c o m p a t i b l e  a s  ( .

v a r i - e s .

T h e  c o m p a r i s o n  i s o m o r p h i s m  I O R ,  M B  E

r e s p e c t s  t h e  H o d g e  f i l t r a t i o n ,  i .  e .

r . o  (  o  M P  " Q ' )  =  r P  u - -  t r
v L v  

p r 2 p  

r r  t  L  " D R  i

0  ;  M n R & 0

(x .

I r { r o * Q ' ( Z r i - ) n  o f  M B  E  0 ,

T h e  c o m p a r i - s o n  i s o m o r p h i s m s  l ( . ,  M B  E  q t  ;  I 4 t  a r e  e q u i -

v a r i a n t  w i t h  r e s p e e t  t o  F -  ( r e  d e f i n e  6  t o  b e  t h e  a l g e b r a i c

s l o s u r e  o f  q  i n s  i d e  G  ,  t h u s  G a l (  0 / n  )  C  G a l ( 0 / q )  )  .

d e n o t e  t h e  t r i v i a l  m o t i v e  b y  q  : =  f f 0 ( S p e e  q ) .  T h e

M  +  M ( n )  ( w h e r e  I ' { ( n )  : =  M  E  H 2 ( 8 1  / Q ) * ( - " )  i f  n (

ac ts  on  the  rea l i za t i ons  o f  a  mo t  j - ve  i n  t he  f  o l l ow ing  r ray  l

4  ^  ? ?

|  . / , .  h , e

t w i s t

T a t e

o )

M r ( n )  i s  t h e  Q - s u b s p a c e

r * l u u ( n )  =  ( - 1 ) t . F * l M , ,  s i n c e  F -  r e v e r s e s  t h e  o r i e n t a t i o n

o f  p 1 ( o )  a n d .  t h e r e f o r e  a c t s  a s  - 1  o n  A B ( - 1 )  - - H 3 ( p 1 ( 0 ) , q )  ,

u o o ( n )  =  M n R ,

F P ( M n n ( n ) )  =  P P * n M D R ,

v t n | r n )  =  1 4 t * o n r ! . ( G * ) t ^  a s  G * - m o d u l e ,  w h e r e  T l ( G m )

i s  t h e  T a t e  m o d u l e  o f  t h e  m u l - t i p l i c a t i v e  g r o u p  r

I  n | rn )  i s  essen t i a l l y  T  ! .  *  ' , .  *  *  
,  where  r  i s  t he  i somorph ism

2 n i  Z  * Z  n  t  
:  T l ( G m )  g i v e n  b y  t h e  i n c l u s i o n  I  c  C , ,

f r * ( n )  =  I O R  ( o b s e r v e  t h a t  U r ( n )  o 0  =  M r m 0  a n d  M O R ( n ) = l { D R ) .

= l i m u -
f

1 . 3 .  F o r  a  p r i m e  p  w e  d e n o t e  b y  I o  t h e  i n e r t i a  g r o u p  o f  G 0
=  Ga l (W. / ru  )  an r i  i r v  F , . , ,  e  Gn  / I ^  [ n "  geomet r i c  F roben ius  

-p
'  " P '  " P '  e r r s  " J  

J ,  r y r ^  y

e l e m e n t .  Y



T h e  l o e a l  L - f u n c t i - o n  o f  M  a t  p  i s  b y  d e f i n i t i o n

T
t o ( 1 4 , s )  =  d e t ( : - d  p - s . F * l M t o P )  

- 1 .
p '  L

T h e  L - f u n e t i - o n  o f  t h e  m o t i v e  M  i s  t h e  E u l e r  p r o d u e t

( 1 )  l ( u , s )  =  I I  t o ( M , s ) ,
p

wh ich  conve rges  i f  Re  s  >>  0  and  i s  assumed  to  have  an  ana ly i -
j - c  c o n t i n u a t i o n  t o  t h e  w h o l e  s - p l a n e .

T h e  r e l a t i o n  F p  l M  4 ( n )  
=  p - n . F  -  l M ,  i m p l i e sp '  ( ,

( 2 )  L ( M ( n )  , s )  =  L ( M , n * s ) .

T h e r e f o r e  t h e ' s t u d y  o f  t h e  v a l u e s  o f  m o t i v i c  L - f u n c t i o n s  a t

i n t e g e r s  m a y  b e  r e d u c e d  i n s i d . e  t h e  c a t e g o r y  o f  a l l  m o t i v e s  t o

t h e  L - v a l u e  L ( M )  : =  L ( M , 0 ) .

2  ,  Dual i tv  .  f  unet  iona l  eq uat  ion ,  c r  j - t  i -e  a l  va lue s

T h e  d u a l  o f  a  m o t i v e  M  i - s  b y  d e f  i n i t i o n  a  m o t i v e  N l ,  w h o s e  r e -

a l i z a L i o n s  a r e  d u a l  ( . s  v e c t o r . s p a c e s )  r e s p .  c o n t y a g l . e d i e n t
( t s  F *  o r  G q - m o d u l e s )  t o  t h e  r e a l i - z a t i o n s  o f  M .  T h e  H o d g e  f i l -

t r a t  j - on  o f  MO*  i s  de  f  i ned  by ,

3 )  F P M n n  =  { ö e H o m * ( u o o , Q ) l o t F 1 - o * o o )  = 0 } .

2 . 1  J q q q a i  I f  X  i s  a s  a b o v e  a n d  M  =  H i ( X ) ( m ) , t h e r r ü l  =  H i ( x X i - n ) .

p r o o f  :  H 2 d ( x )  ( a )  =  H 2 d ( p d )  ( d )  =  H 2 d (  ( e 1 ) u )  ( a )  =  ( H 2 ( p 1 )  ( 1 ) )  * d

i s  t h e  t r i v i a l  m o t i v e  b y  t h e  d . e f i n i t i o n  o f  t h e  T a t e  t w i s t .

T h e r e f o r e  e u p  p r o d u e t  y i e l d s  a  n o n d e g e n e r a t e  ( P o i n e a r ' e - d u a l i -

t y )  pa i - r i ng

Hr  ( x )  (  m )  x  Hzd - t  ( t )  (  a -m)  +  H2d  ( x )  (  d )  .

T h e  c h a r a c t e r i s t i c  c l a s s  n  e  t l z  ( X )  ( 1  )  o f  a  h y p e r p l a n e  s e c t i o n
(de f  i ned  ove r  q  !  )  genera tes  a  t r  j - v i a l  mo t i ve  o f  rank  one  .

The re fo re  the  ha rd  Le fsehe tz  theo rem imp l i es  tha t  we  have  an

i s o m o r p h i s m  o f  m o t i v e s :  ( r "  m a y  a s s u m e  i  :  d )

H i ( x ) ( i - m )  , 4 - t ,  H 2 d - t ( r ) ( a - m ) .
The c la im f  o l lows by e  ombin  ing bc th  f  ae ' i ,  s  .

2 . 2 .  T h e  L - f a c t o r  a t  t h e  a r e h i m e d e a n  p l a c e  L - ( M , s )  o n l ; ' c L e p e n d s
o n  t h e  B e t t i  r e a L i - z a t i o n  (  i n c l u d i " g  H o d g e  d e c o m p o s i - t i o n  a n d .

F - - a c t i - o n )  o f  t h e  n o t i v e  M .  L * ( H t ( X )  ,  s )  r ^ r a s  d e f  i n e d .  i n  c h .  I  ,



a n d  t h e  r e l a t i o n  ( Z )  t e l l s  u s  w h a t  t h e  d e f i n i t i o n  f o r  a  g e n e r -

a l  H t ( x )  ( m )  h a s  t o  b e .  I f  w e  p u t  A ( l v l  , s )  : =  L * ( l r { , s )  .  L ( M , s ) ,

t h e n  l ^ r e  m a y  r e s t a t e  t h e  c o n j e c t u r e d  f u n c t i o n a l  e q u a t i o n  ( c h . I )

i n  t h e  f  o l l o w i n g  f  o r m  u s i n g  L e m r n a  2 . 1  . ' .

(  / r ) A ( N [ , 1 - s )  =  e ( l ' 4 , s ) '  A ( M , s ) .

T h e  s - f a c t o r  e  ( t , i , s )  l s  t h e  p r o d . u c t  o f

and  an  exponen t ia l  f ae to r  f s  t ak ing

g e r  a r g u m e n t s .

2 . 3 .  D e f i n i - t i o n : a )  m  e  n

, ' 1  - s )  n a s

c r i t i - e a l ,

a n  a l g e b r a i c  c o n s t a n t

ra t  iona l  va lue s  a t  i -n te  -

i - s  ca l l ed  c r i t i - ca l  f o r 14 ,  i f  ne i ther

a  p o l e  a t  s = m .

i f  0  i s  c r i t i c a l  f o r  M .

I ' l  i -s  c r i t i ca l -  i f  and on ly  i f  the

a r e  f u l f i l l e d :

q . o r p

a e t s  a s  ( - 1 )  i f  p 2 0  a n d  a s

L - ( l r { r s )  n o r  L " , ( M

b )  M  i s  c a l l e d

2 . / + .  P r o p o s i t i o n r  ( l D l , 1  . 3 . )

f o l l o w i n g  t w o  c o n d i t i o n s

1 .  y P ' Q  =  0  u n l e s s  p  =

2 .  I f y P ' P  I  0 ,  t h e n  F _ (

p .

+ 1 )  i - f  p < 0 .

3 .  D e l i g n e ' s  p e r i o d s

f n  t h i s  s e c t i o n  w e  a s s u m e :

t h e  n o t i - v e  M  i s  h o m o g e n e o u s  o f  a  w e i g h t  \ ^ J ' ,  i . e .  M P ' Q  =  0  i f

p + q I  r r ,
F -  a e t s  a s  a  s c a l a r  o n  Y P ' P  l f  w  =  2 p .

T h e  s e c o n d  e o n d  i t i o n  i s  f  u l f  l l l e d  i f  I q  i s  c r i t i c a l  .  N o t e  t h a t

H ' ( X )  ( m )  h a s  t h e  w e i g h t  w  =  i  -  2 m .

3 . 1  .  A c c o r d i n g  t o  t h e  a c t i o n  o f  t h e  i n v o l u t i o n . t -  w e  d . e e o m p o s e

t h e  B e t t i  r e a l  i - z a t  i o n  j - n t o  e i - g e n s p a e e s  t  M B  =  M i  0  M e :  T h e

m e a n i n g  o f  a s s u m p t l o n  2  i s  t h a t  e i t h e r  y P ' P  =  ( u p ' p ) t  o r

M P ' P  =  ( U P ' P ; - .

3  . 2 .
+

F-MlR

The  as  sumpt i -ons  imp ly  tha t  t he re  ex j - s t  f  i l t r a t i on  s teps

o f  t he  de  Rham rea l i . za t j - on  sa t i s f y ing

( r t u o * )  E  0  =  r D R (  0  y P ' Q  0  ( y t P ' P ) t ) .

+  
P > q

W e  p u t  t n n  : =  M I R / F + M o * .  S i n c e  F *  p e r n u t e s  1 , 1 P ' Q  a n d  M Q ' P ,  t h e

c o m p o s i t e  m a p s
+ +

I -  :  M -  E  0  +
b

a r e  i s  o m o r p h i s m s  .

I
l4g & 0 

-DR*, 
MIR E CI +> to* E 0



+ +
L e t  " D = " f  ( M )  U "  t h e  d e t e r m i n a n t s ' d f  I =  w i t h  r e s p e c t  t o  r a t i o n a l

b a s " t  o f  t h e  Q - v e c t o r  s p a c e s  M ;  a n d  * i O .  T h e y  a r e  w e l l  d e f i n e d

a s  e l e m e n t s  o f  0  
t / q  t  

a n d  w e  c a l l  t h e m  D e l i g n e  '  s  p e r i o d  s  o f

t h e  m o t i v e  M .

3 . 3 .  T h e  c o m p l e x  c o n j u g a t i o n  o n  0  i n d u c e s  m a p s

L e m m a :  ( l D l ,  1 . / n . )  I f  M  j - s  d e f i n e d  o v e r  m ,  t h e n  w e  h a v e

InR o F-  o  kg =  kOR o IDR.

C o n c l u s i - o n :  I +  ( r e s p .  i . I - )  i s  d e f i - n e d  o v e r  m ,  i . e .

r+  t  M;  E  lR  ;  r i *  t r  lR .  r t  f  o t tows  tha t  " i " r  (M)  e  n* /Q* .

3 . 4 .  C o n i e c t u r e  ( D e t i g n e ) I f  M  i s  c r i t i c a l ,  t h e n

k g :

kDR t

f  :  Fn Hntn(x /n)

M B  a  0  +  M B  E  A ,

M O * e 0  +  M O n m 0 .

L ( M , o )  e  q  .

R e m a r k :  I f  w  I  - 1  ,  i .  e .

c o n j  e e t u r e s  L  ( M , 0 )  e  Q "
L  ( M  r  0 )  i s  a  c o n s e q u e n c e

s = 0 .  T h e  c a s e  w 2 1  m a y

t i o n a l  e q u a t i o n  ( / r )  a n d

J-

e ^  .  ( M ) .
u e l . '

i f  0  i s  n o t  t h e
+.  " D " 1 .  I f  w S

o f  t he  abso lu te

b e  r e d u c e d  t o

the  de f i n i t i on

c  en t ra l  po in t  ,  one
- 3  t h e  n o n - v a n i s h i n g  o f

c o n v e r g e n c e  o f  ( 1 )  a t

t h i s  c a s e  b y  t h e  f u n c -

o f  I t c r i t i c a l l r .

/ . .  B e i l i - n s o n '  s  n e r i o d

L e t  M / q  b e  a  m o t i v e  o f  t h e  f o r m  M  =  H r ( x ) ( m ) . l n i e  p u t
n  :  -  1  +  i  m .  l ü e  d e f i n e  i  t o  b e  t h e  e o m p o s i t e  m a p

r - 1
r"  r i * (x/n)  q Hin (x/n)  - '9E* Hfr tx (0)  , rR(n-1 )  )  +>

/  ,  t T I - 1
+ >  t r t ( x ( o )  , n ( n - 1 ) )  

( - 1 ) " -  '  
.

I t  h a s  b e e n  s h o w n  i n  e h a p t e r  I ,  t h a t  i  i s  a n  i s o m o r p h i s m  i f  M
is  c r i t i ca l  and  i f  M  has  a  nonnega t i ve  we igh t .  Bu - t  i t  i s  a
c o r o l l a r y  o f  P r o p o s i t i o n  l u . 3 .  b e 1 o w ,  t h a t  t h i s  w e i g h t  c o n d i t i _
o n  i s  u n n e c e s s a r y .  T h e r e f o r e  r ^ r e  m a y  d e f j _ n e :
/ r . 1  .  b e i i n i t i o n :  l f  M  i s  e r i t i c a l ,  t h e n  t h e  d e t " " * i r r ä r . t  ( w i t h
r e s p e c t  t o  r a t i o n a l  b a s e s  )  o f  t h e  c o m p a r i s o n  i s o m o r p h i s m

;  , r t ( x ( o )  , n ( n - 1 )  )  
( - 1 ) n - 1

i s  c a l l e d  B e i l i n s o n s  ' s  p e r i o d .  " 8 " i 1  ( U )  o f  t h e  m o t i v e  M .  I t  i s
w e l l  d e f i n e d  a s  a n  e l e m e n t  o f  t h e  q u o t i e n t  n t / q * .
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/ r . 2 .  T h e  d e f i n i t i o n  o f  F  M n R  a l l o w s  u s  t o  r e s t a t e  P r o p o s i -
t i o n  2 .  / + .  i n  t h e  f  o l l o w i n g  s i m p l e  f  o r m :

P l o p o s i t i o n :  L e t  M  b e  a  m o t i v e  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n s  o f  $  3 .
Then  M i s  c r i t i ca l  i f  and  on l y  i f  F -MOR =  FO l ' { rO .

4 , . 3 .  P r o p o s i t i o n :  I f  M  j - s  c r i t i c a l ,  t h e n  " i u f  ( M )  - ,  " 8 " i 1 ( U ; .

P r o o f :  S i n c e  t h e  d e t e r m i n a n t  o f  a  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  e q u a l s

the  de te r rn inan t  o f  t he  t ranspos  ec l  map  ,  "  j " f  (M  )  : - s  as  we l l  t he

de te rm j -nan t  o f  t he  t ranspos  ed  map

T t  .  f * *  
- \ . /  3  rnn*V,  \ . . D R )  s  I R  ;  ( M B )  E  f R .

P r o p o s i t i o n  Ä , . 2 .  ,  L e m m a  2 . 1  . ,  f  o r m u l a  ( 3 )  a n d  t h e  d . e s c r i p t i o n

o f  t h e  T a t e - t w i s t  t e 1 1  u s :

(uo*lr-*ooX = ( r'to*/ro*o*X

=  F 1  ( H i ( x )  ( i - m ) o * ) =  F 1 + i - m  H ü R ( x )

= Fn HiR (x)  and

t  V  v {  i  , - , \  /  ,  r  *( M s )  =  M ö  =  H ' ( X ) ( t r - t ) n

r t  r t n - 1
=  H ä ( x ( C I ) , q ( n - 1 1 ; \ - r l  .

S  j - n c e  t h e  c o m p a r i s o n  i s o m o r p h i s m s  r e s p e c t  t h e  P o i n  c a r ä - d u a l i t y

a n d  t h e  h a r d - L e f s c h e t z - i s o m o r p h i s m  o f  L e m m a  2 . 1 . ,  t h e  t r a n s -

posed  nap  o f  rnn  can  be  i den t i f i ed  w i th  the  map  t ; i ,  " t  t he

dua l  mo t  i ve  .  The re f  o re  r t  =  I  and  the  c la im  f  o l l o \ ^ r s  .

R e m a r k :  I f  w e  c o n s i d e r  m o t i v e s  w i t h  c o e f f i c i e n t s  E  I  q ,  L e m m a

2 . 1  .  w i l l  n o  l o n g e r  b e  t r u e ,  s i n c e  c u p - p r o d . u c t  d o e s  n o t  r e s p e c t

t h e  E - a c t i o n  a n d  H 2 d ( x )  ( a )  o n l y  h a s  a  Q - s t r u c t u r e .  E . g .  i f  x

i s  an  e l l - i p t i c  cu rve  w i th  comp lex  mu l t i p l i ca t i on  by  an  o rde r

o f  t h e  i m a g i n a r y  q u a d r a t i e  f i e l d  E ,  t h e n  f f  
1  ( X )  (  1  )  a n d  t h e  d u a l
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o f  H  
'  ( X )  h a v e  c o m p l e x  c o n j u g a t e  E - s t r u c t u r e s .  B e i l i n s o n ' s  c o n -

j  e c t u r e  f  o r  m o t i v e s  w i t h  c o e f f i e i e n t s  t h e r e f o r e  h a s  . t o  r e l a t e

c o ^ *  . . ,  ( M )  t o  a  s p e c i a l  L - v a l u e  o f  t h e  d u a l  m o t i v "  -  ü .öe t_r  '

R e f e r e n c e :

I D I  P .  D e l i g n e :  V a l e u r s  d e  f o n c t i o n s  L  e t  p 6 r i o d e s  d ' i n t ' e g r a -

l e s .  P r o c .  S y m p .  P u r e  M a t h .  3 3 ,  v o ]  .  Z ,  p .  3 1 3  3 / u 3 .

tuf*lv = 1 Y
=  E ' M.  . . D R


