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Zusammenfassung

So wie Eigenwerte das wesentliche Instrument zur Untersuchung
linearer Abbildungen sind, sind es die sogenannten Anstiege für die
Theorie der semilinearen Abbildungen.

Der erste Teil der Vorlesung beginnt mit dem Begriff der semili-
nearen Abbildung und seinen elementaren Eigenschaften. Anschlies-
send gibt es eine Einführung in die Theorie der diskreten Bewertungs-
ringe. Dabei wird auch ausführlich die Konstruktion der Ringe von
Wittvektoren sowie das Konzept der Cohen-Unterringe bei imperfek-
tem Restklassenkörper erklärt. Im letzten Abschnitt wird die klassische
Strukturtheorie von semilinearen Abbildungen über vollständig diskret
bewerteten Körpern mit perfektem Restklassenkörper entwickelt.

Der zweite Teil der Vorlesung beginnt mit einer eingehenden Un-
tersuchung der Ringe konvergenter Laurentreihen über vollständig dis-
kret bewerteten Körpern. Danach wird der Robba-Ring eingeführt, und
seine ringtheoretischen Eigenschaften werden hergeleitet. Der Robba-
Ring hat sich als von grundsätzlicher Bedeutung in der modernen p-
adischen Zahlentheorie herausgestellt. Schließlich wird teilweise ohne
Beweise über die Struktur semilinearer Abbildungen über dem Robba-
Ring nach Kedlaya berichtet.
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Teil I

Vorbereitungen und klassische

Beispiele

1 Semilineare Abbildungen

Erinnerung: Sei K ein Körper, V ein K-Vektorraum, d := dimK V < ∞
und f : V −→ V ein linearer Automorphismus.

Aufgabe der linearen Algebra: Finde eine Basis von V , bzgl. welcher die
Matrix Af von f möglichst einfache Gestalt hat.

Für eine Umformulierung betrachten wir den Isomorphismus von Grup-
pen

AutK(V )
∼=
−−→ GLd(K)

f 7−→ Af ,

welcher aber von der Basiswahl abhängt. Bei Wahl einer anderen Basis mit
Basiswechselmatrix B geht Af über in B−1AfB. Also ist die Konjugations-
klasse von Af in GLd(K) unabhängig von der Basiswahl.

Umformulierte Aufgabe: Bestimme die Konjugationsklassen in GLd(K)
durch Angabe möglichst einfacher Repräsentanten.

Nach dem Satz von der Jordanschen Normalform besitzt diese Aufgabe
(zumindest über algebraisch abgeschlossenem K) eine ganz explizite Lösung.

Gegeben sei ein Körper K zusammen mit einem Körperhomomorphismus

σ : K −→ K .

Beachte: σ ist notwendigerweise injektiv. Aber wir verlangen nicht, daß σ
surjektiv, also ein Automorphismus ist. Sei V ein K-Vektorraum.

Definition 1.1. Eine Abbildung f : V −→ V heißt semilinear (genauer
σ-linear), falls gilt:

(i) f(v1 + v2) = f(v1) + f(v2) für alle v1, v2 ∈ V

(ii) f(av) = σ(a)f(v) für alle a ∈ K und v ∈ V .

Sei d := dimK V < ∞, und sei v1, . . . , vd eine fixierte Basis von V . Wie
bei linearen Abbildungen bilden wir die Matrix Af = (aij) ∈ Md(K) zur
semilinearen Abbildung f : V −→ V durch

f(vj) = a1jv1 + . . . + adjvd .
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Lemma 1.2. Die Abbildung

Menge aller semilinearen

Abbildungen f : V −→ V

∼=
−−→Md(K)

f 7−→ Af

ist bijektiv.

Beweis. Wie in der linearen Algebra, z. B.: Für v = c1v1 + . . . + cdvd ist

f(v) =
d

∑

j=1

σ(cj)f(vj) =
d

∑

j=1

σ(cj)
d

∑

i=1

aijvi =
d

∑

i=1

(

d
∑

j=1

aijσ(cj)
)

vi .

Zusatz 1.3. 1) Obige Rechnung zeigt:

v ←→







c1
...
cd






=⇒ f(v)←→ Af







σ(c1)
...

σ(cd)






.

2) Die Menge der semilinearen Abbildungen bildet in üblicher Weise einen
K-Vektorraum, und obige Abbildung ist ein Isomorphismus von K-
Vektorräumen.

Warnung: 1) f und g sind σ-linear =⇒ g ◦ f ist σ2-linear (nicht σ-linear).
2) Ist σ nicht surjektiv, so ist das Bild einer semilinearen Abbildung i. A.
kein Untervektorraum.

Für A = (aij) ∈Md(K) setze σ(A) := (σ(aij)) ∈Md(K).
Es gilt:

– σ(A + B) = σ(A) + σ(B),
– σ(AB) = σ(A)σ(B),
– σ(Ed) = Ed .

Insbesondere ist

σ : GLd(K) −→ GLd(K)

A 7−→ σ(A)

ein Monomorphismus von Gruppen (ein Automorphismus, falls σ bijektiv
ist).
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Sei v′1, . . . v
′
d eine weitere Basis von V , bzgl. welcher f die Matrix A′

f = (a′ij)
habe. Die Basiswechselmatrix B = (bkl) ist gegeben durch

v′l =

d
∑

k=1

bklvk .

Lemma 1.4. A′
f = B−1Aσ(B) .

Beweis. Einerseits ist

f(v′j) =

d
∑

i=1

a′ijv
′
i =

d
∑

i=1

a′ij

d
∑

k=1

bkivk =

d
∑

k=1

(

d
∑

i=1

bkia
′
ij

)

vk

und andererseits

f(v′j) = f
(

d
∑

l=1

bljvl

)

=
d

∑

l=1

σ(blj)f(vl)

=

d
∑

l=1

σ(blj)
(

d
∑

k=1

aklvk

)

=

d
∑

k=1

(

d
∑

l=1

aklσ(blj)
)

vk .

Der Vergleich ergibt
BA′

f = Afσ(B) .

Offensichtliche analoge Aufgabe: Bringe Af durch geeignete Basiswahl auf
möglichst einfache Gestalt.

Übungsaufgabe 1.5. Auf GLd(K) wird durch

A′ ∼ A, falls A′ = B−1Aσ(B) für ein B ∈ GLd(K)

eine Äquivalenzrelation definiert. Man sagt, A′ ist σ-konjugiert zu A. Die
zugehörigen Äquivalenzklassen heißen σ-Konjugationsklassen.

Lemma 1.6. i. Af ist invertierbar ⇐⇒ im(f) erzeugt V als K-Vektor-
raum =⇒ f ist injektiv;

ii. ist σ bijektiv, so gilt: Af invertierbar ⇐⇒ f surjektiv ⇐⇒ f bijektiv
⇐⇒ f injektiv.
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Beweis. i. Es gilt:

Af hat Rang d⇐⇒ f(v1), . . . , f(vd) ist wieder eine Basis von V

⇐⇒ < im(f) > = V .

Ist f(v1), . . . , f(vd) eine Basis von V , so gilt außerdem für v = c1v1+. . .+cdvd

mit f(v) = 0, daß

σ(c1)f(v1) + . . . + σ(cd)f(vd) = 0 und somit σ(ci) = 0, also ci = 0 .

Folglich ist f injektiv.
ii. In diesem Falle ist im(f) ein Untervektorraum. Wegen i. bleibt des-

wegen nur zu zeigen, daß gilt:

f injektiv =⇒ f(v1), . . . , f(vd) sind K-linear unabhängig.

Sei also c1f(v1) + . . . + cdf(vd) = 0. Wegen der Surjektivität von σ können
wir schreiben ci = σ(bi). Dann gilt f(b1v1 + . . .+bdvd) = 0 und damit wegen
der Injektivität von f , daß alle bi = 0, also auch alle ci = 0.

Definition 1.7. Die semilineare Abbildung f : V −→ V heißt etal, falls
V = < im(f) > gilt.

Für etale f ist also obige Aufgabe gleichbedeutend mit der Bestimmung
der σ-Konjugationsklassen in GLd(K).

2 Der einfachste Fall

Sei p eine fixierte Primzahl, q > 1 eine fixierte Potenz von p und K ein
Körper der Charakteristik p, welcher den endlichen Körper Fq enthält. Dann
ist

σ : K −→ K

a 7−→ aq

ein Körperhomomorphismus - der Frobenius. Es gilt:

- Kσ=id := {a ∈ K : σ(a) = a} = Fq

(da a Nullstelle von Xq −X ist);

- K algebraisch abgeschlossen =⇒ σ ist bijektiv.
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Sei V ein K-Vektorraum der Dimension d < ∞ und f : V −→ V eine etale
semilineare Abbildung. Setze

V1 := {v ∈ V : f(v) = v} .

Offensichtlich ist V1 ein Fq-Vektorraum.

Satz 2.1. Ist K separabel abgeschlossen (d. h. K besitzt keine echten sepa-
rablen algebraischen Erweiterungen), so gilt:

i. dimFq V1 = dimK V ;

ii. die K-lineare Abbildung

K ⊗Fq V1
∼=
−−→ V

a⊗ v 7−→ av

ist bijektiv.

Beweis. Natürlich können wir V 6= {0} annehmen.
1. Schritt: Wir zeigen V1 6= {0}. Sei 0 6= v0 ∈ V beliebig gewählt und set-

ze vi := f i(v0). Weiter sei m ≥ 1 minimal, so daß v0, . . . , vm linear abhängig
sind (über K). Also gibt es bis auf skalare Vielfache genau eine Relation

a0v0 + . . . + amvm = 0 mit ai ∈ K und am 6= 0 .

Beachte, daß auch a0 6= 0; denn mit v0, . . . , vm−1 sind nach Lemma 1.3.i.
auch v1 = f(v0), . . . , vm = f(vm−1) linear unabhängig.
Wir betrachten nun ein beliebiges v := c0v0 + . . . + cm−1vm−1. Dann ist

f(v) = cq
0f(v0) + . . . + cq

m−1f(vm−1) = cq
0v1 + . . . + cq

m−1vm ,

also

v − f(v) =

m
∑

i=0

(ci − cq
i−1)vi mit c−1 := cm := 0 .

Somit gilt
f(v) = v ⇐⇒ ci − cq

i−1 = aiy für ein y ∈ K .
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Das Polynom aqm

0 Y qm
+ aqm−1

1 Y qm−1
+ . . . + amY hat die Ableitung am 6= 0

und ist somit separabel. Da K separabel abgeschlossen ist, finden wir folglich
eine Nullstelle y 6= 0 in K. Bilde nun den Vektor v mit

c0 := a0y,

c1 := cq
0 + a1y = aq

0y
q + a1y,

...

cm−1 := aqm−1

0 yqm−1
+ . . . + am−1y .

Wegen a0 6= 0 ist auch c0 6= 0 und damit v 6= 0. Per Konstruktion ist v ∈ V1.
2. Schritt: Wir zeigen dimFq V1 ≤ dimK V . Es gelte die gegenteilige

Ungleichung dimFq V1 > dimK V . Sei r ≥ 2 minimal, so daß Vektoren
u1, . . . , ur ∈ V1 existieren, welche linear unabhängig über Fq, aber linear
abhängig über K sind. Sei etwa

b1u1 + . . . + brur = 0 und b1 ∈ K× .

Wir können b1 = 1 annehmen. Dann ist

0 = f(0) = u1 + bq
2u2 + . . . + bq

rur

und Subtraktion ergibt

(b2 − bq
2)u2 + . . . + (br − bq

r)ur = 0 .

Wegen der Minimalität von r muß bi = bq
i gelten, was bi ∈ Fq bedeutet und

einen Widerspruch darstellt.
3. Schritt: Wir zeigen schließlich per Induktion nach d = dimK V , daß

V1 eine Fq-Basis v1, . . . , vd besitzt, welche auch K-Basis von V ist. Für den
Induktionsanfang sei d = 1. Wie im 1. Schritt gezeigt, existiert ein 0 6=
v1 ∈ V1. Wegen dem 2. Schritt ist dieses v1 eine Fq-Basis von V1. Für den
Induktionsschluß sei d > 1. Wieder finden wir nach dem 1. Schritt ein 0 6=
v1 ∈ V1. Dann ist

f̃ : V/Kv1 −→ V/Kv1

u + Kv1 7−→ f(u) + Kv1

eine wohldefinierte etale semilineare Abbildung. Die Induktionsannahme für
das Paar (V/Kv1, f̃) liefert Vektoren v′2, . . . , v

′
d ∈ V , so daß gilt:

- v1, v
′
2, . . . , v

′
d ist K-Basis von V ,
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- f(v′i) = v′i + aiv1 für 2 ≤ i ≤ d mit ai ∈ K.

Sei ci ∈ K eine Nullstelle des separablen Polynoms Y q − Y + ai, und setze
vi := v′i + civ1 für 2 ≤ i ≤ d. dann ist v1, . . . , vd natürlich ebenfalls eine
K-Basis von V . Außerdem gilt

f(vi) = f(v′i) + cq
i v1 = v′i + aiv1 + cq

i v1 = vi + (ai + cq
i − ci)v1 = vi ,

also v1, . . . , vd ∈ V1. Auf Grund des 2. Schrittes muß v1, . . . , vd eine Fq-Basis
von V1 sein.

Offensichtlich haben wir das kommutative Diagramm

K ⊗Fq V1
∼= //

σ⊗idV1

��

V

f

��
K ⊗Fq V1

∼= // V

Corollar 2.2. Ist K separabel abgeschlossen und f etal, so besitzt V eine
K-Basis, bzgl. welcher Af = Ed gilt.

Beweis. Nimm eine Fq-Basis von V1.

Corollar 2.3. Ist K separabel abgeschlossen, so besteht GLd(K) aus einer
einzigen σ-Konjugationsklasse.

3 Diskrete Bewertungsringe

Definition 3.1. Ein Hauptidealring A heißt diskreter Bewertungsring, falls
er genau ein maximales Ideal m 6= {0} besitzt. Der Körper A/m heißt der
Restklassenkörper von A.

Sei A ein diskreter Bewertungsring. Aus dem Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung folgt dann:

i. A× = A \m;

ii. m = πA für ein Primelement π in A;

iii. {πnA}n≥0 ist die Menge der Ideale 6= 0 in A;

iv. jedes 0 6= a ∈ A schreibt sich eindeutig als a = πv(a)u mit v(a) ≥ 0
und u ∈ A×.
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Letzteres definiert eine Funktion v : A \ {0} −→ N ∪ {0} mit folgenden
Eigenschaften

(I) v ist surjektiv und unabhängig von der Wahl von π,

(II) v(ab) = v(a) + v(b),

(III) v(a + b) ≥ min(v(a), v(b)).

Definition 3.2. v heißt die diskrete Bewertung von A.

Sei K der Quotientenkörper von A. Wegen (II) erhält man durch

v
(a

b

)

:= v(a) − v(b)

eine surjektive Abbildung v : K× −→ Z, welche (II) und (III) erfüllt (die
diskrete Bewertung von K).
Konvention: v(0) :=∞.
Es gilt: A = {x ∈ K : v(x) ≥ 0}, m = {x ∈ K : v(x) > 0}.

Lemma 3.3. Für x, y ∈ K mit v(x) 6= v(y) gilt v(x + y) = min(v(x), v(y)).

Beweis. Sei etwa v(x) > v(y). Dann

v(x) > v(y) = v(y + x− x) ≥ min(v(x + y), v(−x)) = min(v(x + y), v(x)) ,

also v(x) > v(x + y) und somit

v(y) ≥ v(x + y) ≥ min(v(x), v(y)) = v(y) .

Lemma 3.4. Sei L ein Körper und v : L× −→ Z eine surjektive Abbildung,
welche (II) und (III) erfüllt; dann ist B := {x ∈ L : v(x) ≥ 0} ein diskreter
Bewertungsring mit Quotientenkörper L.

Beweis. Ersichtlich ist B ein Ring mit B× = {x ∈ K : v(x) = 0}. Wähle
ein π ∈ B mit v(π) = 1. Dann ist x = πv(x)u mit u ∈ B×. Folglich sind die
Ideale 6= 0 von B genau die πnB mit n ≥ 0.

Beispiele: 1) Fixiere eine Primzahl p. Die p-adische Bewertung von Q ist
definiert durch

vp : Q× −→ Z

x 7−→ n, falls x = pn a

b
mit p ∤ ab .
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Der zugehörige Bewertungsring ist Z(p) = {a
b ∈ Q : p ∤ b}, der Restklas-

senkörper ist Fp.
2) Sei k ein Körper und K := k((T )) der Körper der formalen Laurentreihen
über k. Dann ist

v : k((T ))× −→ Z
∑

n≥n0

anT n 7−→ min{n : an 6= 0}

eine diskrete Bewertung. Der diskrete Bewertungsring ist der Ring der for-
malen Potenzreihen k[[T ]]; der Restklassenkörper ist k.
3) Sei P ein Punkt in der komplexen Ebene. Dann ist

OP := Ring aller Funktionen, welche holomorph in einer
beliebig kleinen Umgebung von P sind,

ein diskreter Bewertungsring mit

v(f) = Nullstellenordnung von f in P

und Restklassenkörper C.

Sei weiterhin A ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper K
und diskreter Bewertung v. Für x ∈ K setze

|x| :=

{

e−v(x) für x 6= 0,

0 für x = 0.

Es gilt:

(IV) |x| ≥ 0,

(V) |x| = 0⇐⇒ x = 0,

(VI) |xy| = |x| · |y|,

(VII) |x + y| ≤ max(|x|, |y|).

Also ist | | eine Normfunktion auf K mit der “strikten” Dreiecksungleichung
(VII). Insbesondere ist K bzgl. d(x, y) := |x−y| ein metrischer Raum. Somit
hat man für Folgen in K die üblichen Begriffe:

konvergente Folge, Limes einer konvergenten Folge, Cauchyfolge.
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Mit Hilfe der diskreten Bewertung lassen sich diese wie folgt ausdrücken.
Sei (xn)n∈N eine Folge in K. Dann gilt:

- (xn)n ist konvergent mit Limes x ∈ K, falls zu jedem C > 0 ein N ∈ N
existiert, so daß v(x− xn) ≥ C für alle n ∈ N.

- (xn)n ist Cauchyfolge, falls zu jedem C > 0 ein N ∈ N existiert, so
daß v(xn − xm) ≥ C für alle n,m ≥ N .

Wegen der strikten Dreiecksungleichung (III) vereinfacht sich Letzteres sogar
zu:

- (xn)n ist Cauchyfolge, falls zu jedem C > 0 ein N ∈ N existiert, so
daß v(xn+1 − xn) ≥ C für alle n ≥ N .

Definition 3.5. Der diskret bewertete Körper K heißt vollständig, falls jede
Cauchyfolge in K konvergent ist.

Übungsaufgabe 3.6. Sei π ∈ A ein Primelement, a ∈ K und n ∈ Z. Zeige
unter Verwendung der strikten Dreiecksungleichung, daß die Teilmenge a +
πnA offen und abgeschlossen in K ist.

Satz 3.7. Bis auf isometrische Isomorphie gibt es genau einen vollständigen
diskret bewerteten Körper (K̂, v̂), welcher K als dichten Teilkörper enthält
mit v̂|K× = v.

Beweis. Die Eindeutigkeit ergibt sich durch stetige Fortsetzung der identi-
schen Abbildung auf K. Für die Existenz skizzieren wir zwei Strategien.

Analytische Konstruktion: Die Menge C aller Cauchyfolgen in K ist bzgl.
komponentenweiser Addition und Multiplikation ein Ring mit Eins. Mittels
konstanter Folgen bettet sich K in C ein. Die Teilmenge N ⊆ C aller Null-
folgen ist ein maximales Ideal. Wir definieren

K̂ := C/N und v̂((xn)n +N ) := lim
n→∞

v(xn) .

Algebraische Konstruktion: Mit Hilfe des projektiven Limes (siehe unten)
konstruiert man den diskreten Bewertungsring

Â := lim←−
n

A/mn

und definiert K̂ als den Quotientenkörper von Â. Dazu bemerke man: Ist
a = (an + m

n)n ∈ Â, so gilt an+1 − an ∈ m
n; also ist (an)n eine Cauchyfolge

(mit Limes a).
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Definition 3.8. K̂ bzw. Â heißt die Komplettierung von K bzw. A.

Lemma 3.9. i. Jedes Primelement π ∈ A ist auch Primelement in Â;

ii. A und Â haben den gleichen Restklassenkörper.

Beweis. Die Eigenschaft i. gilt per Konstruktion. Für ii. erhalten wir aus
der Inklusion A ⊆ Â jedenfalls die Körpereinbettung A/πA ⊆ Â/πÂ. Sei
â ∈ Â. Da einerseits A dicht in Â ist und andererseits â + πÂ eine offene
Umgebung von â in Â ist, muß es ein a ∈ A geben mit a ∈ â + πÂ. Folglich
gilt die Gleichheit A/πA = Â/πÂ.

Beispiele: 1) Die Komplettierung Qp von Q bzgl. der p-adischen Bewertung

vp heißt der Körper der p-adischen Zahlen und Zp := Ẑ(p) der Ring der
ganzen p-adischen Zahlen.
2) k((T )) ist vollständig.

Anhang: Der projektive Limes

Sei (I,≤) eine partielle geordnete Menge. Vorgegeben seien weiter

- eine Menge Mi für jedes i ∈ I,

- Abbildungen αji : Mi −→Mj für jedes Paar i ≥ j in I;

dabei gelte:

i. αii = idMi für alle i ∈ I,

ii. αkj ◦ αji = αki für alle i ≥ j ≥ k in I.

Man nennt ((Mi)i, (αji)i≥j) ein projektives System (von Mengen). Sein pro-
jektiver Limes ist definiert als die Menge

lim
←−
i∈I

Mi := {(xi)i ∈
∏

i∈I

Mi : αji(xi) = xj für alle i ≥ j} .

Übungsaufgabe 3.10. Sind alle Mi Gruppen bzw. Ringe mit Eins und
sind alle αji Gruppen- bzw. Ringhomomorphismen (man spricht dann von
einem projektiven System von Gruppen bzw. Ringen), so ist lim←−Mi eine
Untergruppe bzw. ein Unterring von

∏

i∈I Mi.

Übungsaufgabe 3.11. Seien alle Mi Hausdorffsche topologische Räume
und alle αji stetige Abbildungen. Dann ist die Teilmenge lim←−Mi in

∏

i∈I Mi

bzgl. der Produkttopologie abgeschlossen. (Man faßt lim←−Mi als topologischen
Raum bzgl. der Teilraumtopologie auf.)
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4 Erweiterungen diskreter Bewertungsringe

Sei A ein vollständiger diskreter Bewertungsring mit Quotientenkörper K.
Sei v die diskrete Bewertung, m ⊆ A das maximale Ideal, π ∈ m ein Prim-
element und k = A/m der Restklassenkörper.

Satz 4.1. (Das Henselsche Lemma)
Sei f ∈ A[T ] ein Polynom; es gebe Polynome g0, h0 ∈ k[T ], so daß gilt:

g0 ist normiert, g0 und h0 sind teilerfremd und f = g0h0 modm.
Dann existieren Polynome g, h ∈ A[T ] mit:

g ist normiert, g ≡ g0 mod m, h ≡ h0 mod m und f = gh.

Beweis. Zunächst zeigen wir durch Induktion nach n ∈ N0, daß Polynome
gn, hn ∈ A[T ] existieren mit:

1n) f ≡ gnhn modm
n+1,

2n) gn ist normiert,

3n) deg(hn) ≤ deg(f)− deg(g0),

4n) gn ≡ g0 mod m, hn ≡ h0 modm.

Der Induktionsanfang n = 0 ergibt sich sofort aus der Voraussetzung. Seien
also g0, . . . , gn und h0, . . . , hn schon konstruiert. Wir definieren

gn+1 := gn + unπn+1 und hn+1 := hn + vnπn+1

mit noch zu bestimmenden Polynomen un, vn ∈ A[T ]. Dann gilt jedenfalls
4n+1). Mit g0 und h0 müssen wegen 4n) auch gn und hn modulo m teilerfremd
sein, also

k[T ] = < gn modm, hn modm > .

Wegen 1n) ist π−(n+1)(f − gnhn) ∈ A[T ]. Also finden wir un, vn ∈ A[T ] mit

(1)
f − gnhn

πn+1
≡ gnvn + hnun modm .

Das bedeutet aber
f − gn+1hn+1

πn+1
≡ 0 modm ,

was gerade die Bedingung 1n+1) ist. Man beachte, daß un, vn jederzeit durch
un +φg0, vn−φh0 mit φ ∈ A[T ] ersetzt werden können, ohne die Bedingung
(1) zu verletzen. Bestimme φ mittels Division mit Rest (g0 ist normiert!) so,
daß un = (−φ)g0 + r0 mit deg(r0) < deg(g0). Auf diese Weise erreichen wir
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deg(un) < deg(g0). Dann folgt 2n+1) unmittelbar aus 2n). Außerdem folgt
aus 3n), daß

deg(hnun) = deg(hn) + deg(un)

≤ (deg(f)− deg(g0)) + deg(g0)

= deg(f) .

(2)

Schließlich ändern wir vn noch ab, ohne das Bisherige zu verletzen, indem
wir alle Koeffizienten ≡ 0 modm weglassen. Da gn normiert ist, folgt dann

deg(g0) + deg(vn)
4n)
= deg(gn) + deg(vn) = deg(gnvn) = deg(gnvn modm)

(1)

≤ max(deg(f − gnhn modm),deg(hnun modm))

= max(deg(f − g0hn modm),deg(hnun modm))

≤ max(deg(f − g0hn),deg(hnun))

(2)

≤ max(deg(f − g0hn),deg(f))

3n)
= deg(f) .

Mit Hilfe von 3n) erhalten wir schließlich

deg(hn+1) ≤ max(deg(hn),deg(vn)) ≤ deg(f)− deg(g0) ,

also die Bedingung 3n+1). Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.
Wir definieren jetzt

g := g0 +
∑

n≥0

unπn+1, h := h0 +
∑

n≥0

vnπn+1 .

Wegen der Vollständigkeit von A konvergieren diese Reihen koeffizienten-
weise (vereinfachtes Cauchy-Kriterium) gegen formale Potenzreihen g, h ∈
A[[T ]]. Da die Partialsummen gn, hn aber nach 2n) − 4n) unabhängig von
n beschränkten Grad haben, gilt schon g, h ∈ A[T ]. Offensichtlich ist g ≡
g0 modm und h ≡ h0 modm. Wegen deg(un) < deg(g0) ist g normiert. Aus
1n) folgt

f − gh ≡ f − gnhn ≡ 0 mod m
n+1 ,

d. h. die Koeffizienten des Polynoms f − gh liegen in
⋂

n∈N
m

n = {0}. Somit
ist f = gh.

Corollar 4.2. Sei f ∈ K[T ] ein normiertes irreduzibles Polynom; dann gilt:
f(0) ∈ A⇐⇒ f ∈ A[T ].

13



Beweis. Sei m ∈ N0 minimal, so daß πmf ∈ A[T ]. Wir führen die Annahme,
daß m ≥ 1, zum Widerspruch. Da f normiert und m ≥ 1 minimal ist, gilt

πmf 6≡ 0 mod m mit deg(πmf modm) < deg(f) .

Wegen f(0) ∈ A und m ≥ 1 ist πmf(0) ∈ m. Also

πmf ≡ T rh0 mod m

für ein h0 ∈ k[T ] mit h0(0) 6= 0 und 1 ≤ r < deg(f). Die Anwendung des
Henselschen Lemmas liefert dann eine echte Faktorisierung des Polynoms
πmf , was im Widerspruch zur Irreduzibilität von f steht.

Sei L/K eine fixierte endliche Körpererweiterung.

Satz 4.3. Auf L existiert genau eine diskrete Bewertung vL mit vL|K
× =

e(L/K) · v für ein eindeutig bestimmtes e(L/K) ∈ N; dabei ist e(L/K) ein
Teiler von [L : K], und der diskret bewertete Körper (L, vL) ist vollständig.

Beweis. Sei d := [L : K] und N : L× −→ K× die Normalabbildung. Wir
definieren

ṽL := v ◦N : L× −→ Z .

Die Eigenschaft (II) besitzt ṽL per Konstruktion. Die Eigenschaft (III) wei-
sen wir in mehreren Schritten nach.

1. Schritt: Wir zeigen zunächst, daß für ein x ∈ L mit ṽL(x) ≥ 0 auch
ṽL(1 + x) ≥ 0 gilt. Sei p(T ) das Minimalpolynom von x über K. Dann gilt

p(0)[L:K(x)] = (−1)dN(x) .

Wegen ṽL(x) ≥ 0 gilt 0 ≤ v(N(x)) = [L : K(x)]·v(p(0)) und damit p(0) ∈ A.
Nach Cor. 4.2 ist also p(T ) ∈ A[T ] und folglich p(−1) ∈ A, d. h. v(p(−1)) ≥
0. Aber p(T − 1) ist das Minimalpolynom von 1 + x über K. Also

p(−1)[L:K(x)] = (−1)dN(1 + x)

und somit ṽL(1 + x) = v(N(1 + x)) = [L : K(x)] · v(p(−1)) ≥ 0.
2. Schritt: Sei x ∈ L mit ṽL(x) ≤ 0. Dann ist ṽL(x−1) ≥ 0 und nach dem

ersten Schritt also ṽL(1 + x−1) ≥ 0. Hieraus folgt

ṽL(1 + x) = ṽL(x(1 + x−1)) = ṽL(x) + ṽL(1 + x−1) ≥ ṽL(x) = min(0, ṽL(x)).
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3. Schritt: Seien nun x, y ∈ L. Wir können natürlich x 6= 0 annehmen.
Dann ist

ṽL(x + y) = ṽL(x) + ṽL(1 +
y

x
) ≥ ṽL(x) + min(0, ṽL(

y

x
))

= min(ṽL(x), ṽL(x) + ṽL(
y

x
)) = min(ṽL(x), ṽL(y)).

Wegen ṽL|K
× = d · v gilt d Z ⊆ im(ṽL) ⊆ Z. Folglich existiert genau ein

Teiler c|d, so daß im(ṽL) = c Z. Dann ist

vL :=
1

c
ṽL : L× −→ Z

surjektiv und somit eine diskrete Bewertung von L nach Lemma 3.4, welche
vL|K

× = d
c · v erfüllt. Setze also e(L/K) := d

c .
Um die Vollständigkeit von (L, vL) einzusehen, benutzen wird die Norm-

funktion | | auf K und fassen L als K-Vektorraum auf. Dann ist

|x|L := e−vL(x)/e(L/K)

wegen | |L|K = | | eine K-Vektorraumnorm auf L. Andererseits fixieren wir
eine Basis e1, . . . ed von L als K-Vektorraum und erhalten durch

∣

∣

∣

∣

∣

d
∑

i=1

aiei

∣

∣

∣

∣

∣

′

L

:= max(|a1|, . . . , |ad|)

eine zweite K-Vektorraumnorm auf L. Bzgl. letzterer ist L ersichtlich voll-
ständig.
Faktum: Alle Vektorraumnormen auf einem endlich-dimensionalen K-Vek-
torraum sind äquivalent.
Folglich ist L auch bzgl. | |L und damit bzgl. vL vollständig. Es bleibt, die
Eindeutigkeit von vL zu beweisen. Sei wL eine weitere diskrete Bewertung
auf L mit wL|K

× = b · v für ein b ∈ N. Dann sind

|x|L := e−vL(x)/e(L/K) und ‖x‖L := e−wL(x)/b

beides Normfunktionen auf dem Körper L, welche die Normfunktion | |
auf K fortsetzen. Aus obigem Faktum folgt, daß | |L und ‖ ‖L als K-
Vektorraumnormen äquivalent sind.
Weiteres Faktum: Zu je zwei äquivalenten Normfunktionen ‖ ‖ und ‖ ‖′

auf L gibt es ein σ > 0 mit ‖ ‖′ = ‖ ‖σ.
Da | |L und ‖ ‖L beide | | fortsetzen, muß in diesem Falle σ = 1, also
| |L = ‖ ‖L gelten. Es folgt bvL = e(L/K)wL. Durch Einsetzen eines Prim-
elementes bzgl. vL erhalten wir e(L/K)|b und aus Symmetriegründen dann
b = e(L/K), also vL = wL.
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Wir halten fest, daß vL(π) = e(L/K) gilt.

Definition 4.4. e(L/K) heißt der Verzweigungsindex von L/K.

Sei AL ⊆ L der Bewertungsring zu vL, πL ∈ AL ein Primelement und

kL = AL/πLAL der Restklassenkörper. Wegen πAL = π
e(L/K)
L AL gilt m =

πA ⊆ πLAL. Die Inklusion A ⊆ AL induziert also eine Inklusion k ⊆ kL der
Restklassenkörper.

Lemma 4.5. [kL : k] <∞.

Beweis. Seien ȳ1, . . . , ȳn ∈ kL linear unabhängig über k. Wähle y1, . . . , yn ∈
AL mit ȳi = yi+πLAL. Es genügt zu zeigen, daß y1, . . . , yn linear unabhängig
über K sind. Sei also a1y1 + . . . + anyn = 0 mit ai ∈ K, welche nicht alle
= 0 sind. Nach Multiplikation mit einer geeigneten Potenz von π können
wir a1, . . . , an ∈ A und etwa a1 ∈ A× annehmen. Dann läßt sich die Gleich-
ung modulo m lesen, und wir erhalten den Widerspruch, daß alle ai und
insbesondere a1 in m liegen müssen.

Definition 4.6. f(L/K) := [kL : k] heißt der Trägheitsgrad von L|K.

Übungsaufgabe 4.7. Für endliche Erweiterungen M/L/K gilt

e(M/K) = e(M/L)e(L/K) und f(M/K) = f(M/L)f(L/K) .

Definition 4.8. Die Erweiterung L/K heißt
– unverzweigt, falls e(L/K) = 1 und kL/k separabel ist,
– total-verzweigt, falls e(L/K) = [L : K].

Für eine unverzweigte Erweiterung L/K ist jedes Primelement für K
auch ein Primelement für L.

Lemma 4.9. Sei R ⊆ A ein Vertretersystem für A/m mit 0 ∈ R; weiter
seien πm ∈ K für alle m ∈ Z fixierte Elemente mit v(πm) = m. Dann gilt:

i. Jede Reihe
∑

m≥m0
amπm mit am ∈ R konvergiert in K;

ii. jedes x ∈ K besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung als Summe
x =

∑

m≥m0
amπm mit am ∈ R; dabei gilt v(x) = min{m : am 6= 0}.

Beweis. i. Wegen v(amπm) ≥ m folgt dies sofort aus dem vereinfachten
Cauchy-Kriterium. Man beachte, daß alle Elemente 6= 0 in R Einheiten in A
sind, also Bewertung 0 besitzen. Deswegen haben alle Partialsummen nach
Lemma 3.3 und damit auch die konvergente Summe die in ii. angegebene
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Bewertung. Insbesondere ist die konvergente Summe = 0 genau dann, wenn
alle am = 0 sind.

ii. Es bleibt, die Existenz und Eindeutigkeit der behaupteten Darstellung
für ein x ∈ K× zu zeigen. Sei m0 := v(x). Für die Existenz genügt es,
induktiv eine Folge (am)m≥m0 in R zu konstruieren, so daß gilt

v(x− sm) ≥ m + 1 für sm :=
∑

m0≤µ≤m

aµπµ .

Aus v(x) = m0 folgt v(xπ−1
m0

) = 0. Also existiert ein am0 ∈ R, so daß
v(xπ−1

m0
−am0) > 0 und somit v(x− sm0) > v(πm0) = m0. Seien am0 , . . . , am

und damit sm schon konstruiert. Dann gilt v((x − sm)π−1
m+1) ≥ 0. Folglich

existiert ein am+1 ∈ R mit v((x− sm)π−1
m+1− am+1) > 0, was v(x− sm+1) >

v(πm+1) = m + 1 impliziert.
Für die Eindeutigkeit sei x =

∑

m≥m0
amπm =

∑

n≥n0
bnπn mit am, bn ∈ R

und am0 6= 0 6= bn0 . Wie schon gezeigt, ist dann m0 = v(x) = n0 und damit

(am0 − bm0)πm0 =
∑

m>m0

(bm − am)πm ,

also v((am0 − bm0)πm0) > m0. Folglich gilt v(am0 − bm0) > 0, was am0 +m =
bm0 + m und dann sogar am0 = bm0 bedeutet. Dieses Argument induktiv
wiederholend erhält man am = bm für alle m ≥ m0.

Beispiel: Sei K = Qp, setze πm = pm und R := {0, 1, . . . , p − 1}. Jedes
x ∈ Qp besitzt eine eindeutige p-adische Entwicklung

x =
∑

m≥m0

ampm mit 0 ≤ am < p .

Übungsaufgabe 4.10. Man überlege sich zumindest an Beispielen, daß
die p-adischen Entwicklungen im obigen Beispiel nach analogen Regeln ad-
diert und multipliziert werden, wie sie für die Dezimalentwicklung rationaler
Zahlen gelten.

Satz 4.11. i. [L : K] = e(L/K)f(L/K);

ii. AL ist ein freier A-Modul vom Range [L : K].

Beweis. Wir kürzen ab e := e(L/K) und f := f(L/K). Weiter seien

πm := πnπi
L, falls m = ne + i mit 0 ≤ i < e ,

17



und R ⊆ A ein fixiertes Vertretersystem für A/m mit 0 ∈ R. Schließlich
fixieren wir Elemente y1, . . . , yf ∈ AL, deren Restklassen eine k-Basis von
kL bilden. Dann ist {r1y1+. . .+rfyf : rj ∈ R} ⊆ AL ein Vertretersystem für
AL/πLAL. Nach Lemma 4.9 besitzt jedes x ∈ L eine eindeutige Darstellung
als konvergente Summe

x =
∑

m≥m0

amπm mit am = r
(m)
1 y1 + . . . + r

(m)
f yf , r

(m)
j ∈ R .

Durch Einsetzen und Umordnen ergibt sich die eindeutige Darstellung

x =

e−1
∑

i=0

(

∑

n

ane+iπ
n
)

πi
L =

e−1
∑

i=0

f
∑

j=1

(

∑

n

r
(ne+i)
j πn

)

yjπ
i
L .

Für die Koeffizienten ci,j :=
∑

n r
(ne+i)
j πn gilt dabei:

- ci,j ∈ K,

- ci,j ∈ A für alle i, j ⇐⇒ x ∈ AL.

Somit ist {yjπ
i
L}i,j sowohl eine K-Basis von L als auch eine A-Basis von AL.

Insbesondere muß ef = [L : K] gelten.

Wir sehen insbesondere, daß L/K unverzweigt ist genau dann, wenn
kL/k separabel ist mit [kL : k] = [L : K].

Bemerkung 4.12. Sei p(T ) das Minimalpolynom über K eines Elementes
x ∈ L, dann gilt: x ∈ AL ⇐⇒ p ∈ A[T ].

Beweis. Auf Grund der Konstruktion von vL im Beweis von Satz 4.3 und
Satz 4.11.i gilt

vL(x) = [L:K(x)]
f(L/K) v(p(0)) .

Deswegen folgt die Behauptung aus Cor. 4.2.

Satz 4.13. Seien K ⊆ L1, L2 ⊆ L zwei Teilererweiterungen; mit L1/K und
L2/K ist auch das Kompositum L1L2/K unverzweigt.

Beweis. Wegen der Multiplikativität der Körpergrade und der Transitivität
der Separabilität genügt es zu zeigen, daß mit L1/K auch L1L2/L2 unver-
zweigt ist. Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein ᾱ ∈ kL1 mit
kL1 = k(ᾱ). Wir fixieren ein α ∈ AL1 mit ᾱ = α+πL1AL1 und bezeichnen mit
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p(T ) das Minimalpolynom von α über K. Auf Grund der vorausgeschickten
Bemerkung liegt p(T ) in A[T ]. Wegen

[kL1 : k] ≤ deg(p modm) = deg(p) = [K(α) : K] ≤ [L1 : K] = [kL1 : k]

muß L1 = K(α) gelten und p modm das Minimalpolynom von ᾱ über k
sein. Insbesondere ist L1L2 = L2(α). Das Minimalpolynom q(T ) von α über
L2 ist ein Teiler von p(T ) in AL2 [T ] auf Grund des Gaußschen Lemmas.
Folglich ist q mod πL2AL2 ein Teiler von p mod m, ist somit separabel und
muß auf Grund des Henselschen Lemmas dann auch irreduzibel sein (sonst
wäre q reduzibel). Also gilt

[kL1L2 : kL2 ] ≤ [L1L2 : L2] = deg(q) = deg(q mod πL2AL2)

= [kL2(ᾱ) : kL2 ] ≤ [kL1L2 : kL2 ],

und es folgt die Separabilität von kL1L2 = kL2(ᾱ) über kL2 mit [kL1L2 :
kL2 ] = [L1L2 : L2].

Definition 4.14. Die maximale über K unverzweigte Teilererweiterung von
L/K heißt der Trägheitskörper von L/K.

Übungsaufgabe 4.15. Sei T der Trägheitskörper von L/K; dann ist T/K
separabel, und kT /k ist die maximale separable Teilererweiterung von kL/k.

Bemerkung 4.16. Sei σ ∈ AutK(L). Aus der Eindeutigkeitsaussage in
Satz 4.3 folgt vL ◦ σ = vL und somit σ(AL) = AL. Folglich induziert σ auf
den Restklassen einen Automorphismus σ̄ ∈ Autk(kL). Durch σ 7−→ σ̄ ist
ein Gruppenhomomorphismus AutK(L) −→ Autk(kL) gegeben.

5 Wittvektoren

Sei p eine ein für alle Mal fixierte Primzahl. Für jede ganze Zahl n ≥ 0 heißt

Φn(X0, . . . Xn) :=

n
∑

i=0

piXpn−i

i = Xpn

0 + pXpn−1

1 + . . . + pnXn

das n-te Wittpolynom. Es gilt Φ0(X0) = X0 und

Φn+1(X0, . . . ,Xn+1) = Φn(Xp
0 , . . . ,Xp

n) + pn+1Xn+1

= Xpn+1

0 + p Φn(X1, . . . ,Xn+1) .
(3)

Sei A ein beliebiger (kommutativer) Ring mit Eins. Wir sagen, daß p1A

kein Nullteiler in A ist, falls die Abbildung A
p·
−−→ A injektiv ist. Im Falle

p1A ∈ A× ist diese Abbildung natürlich sogar bijektiv.
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Lemma 5.1. Für m,n ≥ 1 und a, b ∈ A gilt:

a ≡ b mod pmA =⇒ apn
≡ bpn

mod pm+nA .

Beweis. Per Induktion genügt es, den Fall n = 1 zu betrachten. Wir benut-
zen dazu das Polynom

P (X,Y ) :=

p−1
∑

i=0

XiY p−1−i ∈ Z[X,Y ] .

Aus der Voraussetzung folgt

P (a, b) ≡ P (a, a) ≡ pap−1 mod pmA

und damit P (a, b) ∈ pA. Wegen ap − bp = (a − b)P (a, b) folgt daraus die
Behauptung.

Lemma 5.2. Für m ≥ 1, n ≥ 0 und a0, . . . , an, b0, . . . , bn ∈ A gilt:

i. ai ≡ bi mod pmA für 0 ≤ i ≤ n

=⇒ Φi(a0, . . . , ai) ≡ Φi(b0, . . . , bi) mod pm+iA für alle 0 ≤ i ≤ n;

ii. ist p1A kein Nullteiler in A, so gilt in i. auch die Umkehrung.

Beweis. Beide Aussagen werden per Induktion nach n bewiesen. Beide Male
ist der Induktionsanfang n = 0 trivial. Sei also n ≥ 1.

i. Nach Voraussetzung und Lemma 5.1 gilt

ap
i ≡ bp

i mod pm+1A für 0 ≤ i ≤ n− 1

und damit

Φn−1(a
p
0, . . . , a

p
n−1) ≡ Φn−1(b

p
0, . . . , b

p
n−1) mod pm+nA

nach Induktionsannahme. Wegen der Rekursionsformel (3) für Φn impliziert
Letzteres

Φn(a0, . . . , an)− pnan ≡ Φn(b0, . . . , bn)− pnbn mod pm+nA .

Da aber an ≡ bn mod pmA, ist pnan ≡ pnbn mod pm+nA und folglich

Φn(a0, . . . , an) ≡ Φn(b0, . . . , bn) mod pm+nA .
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ii. Auf Grund der Induktionsannahme haben wir ai ≡ bi mod pmA für
0 ≤ i ≤ n− 1. Wie eben folgt daraus

Φn(a0, . . . , an)− pnan ≡ Φn(b0, . . . , bn)− pnbn mod pm+nA .

Nach Voraussetzung gilt eine solche Kongruenz aber auch schon für die
linken Summanden. Also erhalten wir pn(an − bn) ∈ pm+nA und damit
an − bn ∈ pmA wegen der zusätzlichen Voraussetzung.

Sei
AN0 := {(a0, a1, . . .) : an ∈ A}

das abzahlbar unendliche direkte Produkt des Ringes A mit sich selbst (Ad-
dition und Multiplikation erfolgen also komponentenweise). Wir führen fol-
gende Abbildungen ein:

fA : AN0 −→ AN0

(a0, a1, a2, . . .) 7−→ (a1, a2, . . .)

(ein Ringendomorphismus),

vA : AN0 −→ AN0

(a0, a1, a2, . . .) 7−→ (0, pa0, pa1, . . .)

(respektiert Addition, aber nicht Multiplikation und das Einselement),

Φn : AN0 −→ A
(a0, a1, . . .) 7−→ Φn(a0, . . . , an)

und
ΦA : AN0 7−→ AN0

a 7−→ (Φ0(a),Φ1(a),Φ2(a), . . .) .

Lemma 5.3. i. Ist p1A kein Nullteiler in A, so ist ΦA injektiv;

ii. ist p1A ∈ A×, so ist ΦA bijektiv.

Beweis. Seien a = (an)n, u = (un)n ∈ AN0 . Wegen der Rekursionsformel
(3) für die Φn ist die Relation ΦA(a) = u gleichbedeutend mit dem Gleich-
ungssystem

u0 = a0,

un = Φn−1(a
p
0, . . . , a

p
n−1) + pnan für n ≥ 1 .

(4)

Unter der Voraussetzung in i. bzw. ii. ist somit a in induktiver Weise durch
u eindeutig bestimmt bzw. kann induktiv aus u eindeutig berechnet werden.

21



Zusatz 5.4. Aus dem Gleichungssystem (4) liest man Folgendes ab: Seien
a = (an)n,u = (un)n ∈ AN0 mit ΦA(a) = u. Sei B ⊆ A ein Unterring

mit der Eigenschaft, daß die additive Abbildung A/B
p·
−−→ A/B injektiv ist.

Dann gilt für jedes m ≥ 0:

u0, . . . , um ∈ B ⇐⇒ a0, . . . , am ∈ B .

Satz 5.5. Der Ring A besitze einen Endomorphismus σ mit

σ(a) ≡ ap mod pA für alle a ∈ A .

Dann gilt:

i. Gegeben n ≥ 1 und a0, . . . , an−1 ∈ A setze ui := Φi(a0, . . . , ai) für
0 ≤ i ≤ n− 1; für ein un ∈ A gilt dann:

un = Φn(a0, . . . , an) für ein an ∈ A⇐⇒ σ(un−1) ≡ un mod pnA .

ii. A′ := im(ΦA) ist ein Unterring von AN0 , für welchen gilt:

- fA(A′) ⊆ A′, vA(A′) ⊆ A′,

- A′ = {(un)n ∈ AN0 : σ(un) ≡ un+1 mod pn+1A für alle n ≥ 0}.

Beweis. i. Nach Voraussetzung an σ gilt σ(ai) ≡ ap
i mod pA für alle 0 ≤ i ≤

n− 1. Die Anwendung von Lemma 5.2.i. mit m = 1 liefert

σ(un−1) = Φn−1(σ(a0), . . . , σ(an−1)) ≡ Φn−1(a
p
0, . . . , a

p
n−1) mod pnA .

Ein an ∈ A mit un = Φn(a0, . . . , an) = Φn−1(a
p
0, . . . , a

p
n−1) + pnan existiert

genau dann, wenn un − Φn−1(a
p
0, . . . , a

p
n−1) ∈ pnA, also genau dann, wenn

un − σ(un−1) ∈ pnA.
ii. Nach i. besitzt A′ als Teilmenge von AN0 die behauptete Beschreibung.

Die restlichen Behauptungen lassen sich daraus direkt ablesen.

Wir wenden diesen Satz an auf den Polynomring

A := Z[X0,X1, . . . , Y0, Y1, . . .]

über Z in zweimal abzählbar unendlich vielen Variablen. Offensichtlich ist
p1A kein Nullteiler in A. Wir betrachten auf A den Ringendomorphismus θ
definiert durch

θ|Z := idZ, θ(Xi) := Xp
i und θ(Yi) := Y p

i für alle i ≥ 0 .
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Lemma 5.6. θ(a) ≡ ap mod pA für alle a ∈ A.

Beweis. Die Teilmenge {a ∈ A : θ(a) ≡ ap mod pA} ist ein Unterring von
A, welcher nach dem kleinen Satz von Fermat Z und per Definition von θ
alle Variablen Xi und Yi enthält. Damit muß er aber gleich A sein.

Setze X := (X0,X1, . . .) und Y := (Y0, Y1, . . .) in AN0. Wegen Lemma
5.3.i. und Satz 5.5.ii. existieren dann eindeutig bestimmte Elemente S =
(Sn)n, P = (Pn)n, I = (In)n und F = (Fn)n in AN0 mit

ΦA(S) = ΦA(X) + ΦA(Y),

ΦA(P) = ΦA(X)ΦA(Y),

ΦA(I) = −ΦA(X),

ΦA(F) = fA(ΦA(X))

bzw. ausgeschrieben

Φn(S0, . . . , Sn) = Φn(X0, . . . ,Xn) + Φn(Y0, . . . , Yn),

Φn(P0, . . . , Pn) = Φn(X0, . . . ,Xn)Φn(Y0, . . . , Yn),

Φn(I0, . . . , In) = −Φn(X0, . . . ,Xn),

Φn(F0, . . . , Fn) = Φn+1(X0, . . . ,Xn+1)

(5)

für alle n ≥ 0. Aus dem Zusatz 5.4 folgt

Sn, Pn ∈ Z[X0, . . . ,Xn, Y0, . . . , Yn],

In ∈ Z[X0, . . . ,Xn],

Fn ∈ Z[X0, . . . ,Xn+1].

Lemma 5.7. Fn ≡ Xp
n mod pA für alle n ≥ 0.

Beweis. Wir haben

Φn(F0, . . . , Fn) = Φn+1(X0, . . . ,Xn+1) = Φn(Xp
0 , . . . ,Xp

n) + pn+1Xn+1

≡ Φn(Xp
0 , . . . ,Xp

n) mod pn+1A .

Damit folgt die Behauptung aus Lemma 5.2.ii.

Die Sn, Pn, In, Fn lassen sich mit Hilfe des Gleichungssystems (4) induk-
tiv explizit berechnen.

Beispiele: 1) S0 = X0 + Y0, S1 = X1 + Y1 −
∑p−1

i=1
1
p

(p
i

)

Xi
0Y

p−i
0 .

2) P0 = X0Y0, P1 = pX1Y1 + Xp
0Y1 + X1Y

p
0 .

3) F0 = Xp
0 + pX1, F1 = Xp

1 + pX2 −
∑p−1

i=0

(p
i

)

pp−i−1Xpi
0 Xp−i

1 .
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Übungsaufgabe 5.8. 1) Sn −Xn − Yn ∈ Z[X0, . . . ,Xn−1, Y0, . . . , Yn−1].
2) Im Falle p 6= 2 gilt In = −Xn für alle n ≥ 0.

Sei B ein beliebiger (kommutativer) Ring mit Eins. Einerseits haben wir
den als direktes Produkt definierten Ring (BN0 ,+, ·). Für jeden Ringhomo-
morphismus ρ : B1 −→ B2 (der stets die Eins respektieren soll) ist

ρN0 : BN0
1 −→ BN0

2

(bn)n 7−→ (ρ(bn))n

ebenfalls ein Ringhomomorphismus. Andererseits definieren wir auf der Men-
ge W (B) := BN0 eine neue “Addition”

(an)n ++ (bn)n := (Sn(a0, . . . , an, b0, . . . , bn))n

und eine neue “Multiplikation”

(an)n ×× (bn)n := (Pn(a0, . . . , an, b0, . . . , bn))n .

Außerdem setzen wir

0 := (0, 0, . . .) und 1 := (1, 0, 0, . . .) .

Wegen (5) gelten für die Abbildung

ΦB : W (B) −→ BN0

die Identitäten

ΦB(a ++b) = ΦB(a) + ΦB(b),

ΦB(a ××b) = ΦB(a) · ΦB(b) .
(6)

Zusätzlich sieht man sofort

(7) ΦB(0) = 0 und ΦB(1) = 1 .

Für jeden Ringhomomorphismus ρ : B1 −→ B2 kommutiert W (ρ) := ρN0 :
W (B1) −→ W (B1) offensichtlich mit ++ und ×× und erfüllt W (ρ)(1) = 1

und das kommutative Diagramm

W (B1)
ΦB1 //

W (ρ)

��

BN0
1

ρN0

��
W (B2)

ΦB2 // BN0
2 .
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Satz 5.9. i. (W (B),++ ,×× ) ist ein kommutativer Ring mit Nullelement 0

und Einselement 1; das additive Inverse zu (bn)n ist (In(b0, . . . , bn))n.

ii. Die Abbildung ΦB : W (B) −→ BN0 ist ein Ringhomomorphismus;
insbesondere ist

Φm : W (B) −→ B

(bn)n 7−→ Φm(b0, . . . , bm)

für jedes m ≥ 0 ein Ringhomomorphismus.

iii. Für jeden Ringhomomorphismus ρ : B1 −→ B2 ist auch W (ρ) :
W (B1) −→W (B2) ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Auf Grund der Vorüberlegungen genügt es, die Behauptung i. zu be-
weisen. Dazu betrachten wir den Ring B1 := Z[{Xb}b∈B ] zusammen mit dem
surjektiven Ringhomomorphismus ρ : B1 −→ B gegeben durch ρ(Xb) := b.
Der Ring B1 besitzt den durch σ(Xb) := Xp

b definierten Endomorphismus
σ mit der Eigenschaft σ(b) ≡ bp mod pB1 für alle b ∈ B1 (vgl. den Beweis
von Lemma 5.6). Ferner ist p1B1 kein Nullteiler in B1. In dieser Situation
besagen Lemma 5.3.i. und Satz 5.5.ii., daß

ΦB1 : W (B1)
∼=
−−→ B′

1

eine Bijektion auf den Unterring B′
1 in BN0

1 ist. Wegen (6) und (7) übertragen
sich deswegen Assoziativgesetze, Distributivgesetze usw. in BN0

1 auf die ent-
sprechenden Gesetze für ++ und ×× in W (B1). Somit ist (W (B1),++ ,×× ) ein
kommutativer Ring mit Einselement 1. Die Formel für das additive Inverse
folgt analog aus (5). Da die Abbildung W (ρ) : W (B1) −→ W (B) surjektiv
ist und ++ ,×× und Eins respektiert, folgen die Ringaxiome für W (B) aus
denen für W (B1).

Definition 5.10. (W (B),++ ,×× ) heißt der Ring der Wittvektoren mit Ko-
effizienten in B.

Die Φn(b0, . . . , bn) ∈ B nennt man auch die Phantomkomponenten des
Elementes (bn)n ∈W (B).

Zusätzlich haben wir auf W (B) die Abbildungen

F : W (B) −→ W (B)
(bn)n 7−→ (Fn(b0, . . . , bn))n
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und
V : W (B) −→W (B)

(bn)n 7−→ (0, b0, b1, . . .) .

Aus (5) bzw. (3) folgt die Kommutativität der Diagramme

(8) W (B)
ΦB //

F
��

BN0

fB

��
W (B)

ΦB // BN0

und W (B)
ΦB //

V
��

BN0

vB

��
W (B)

ΦB // BN0

.

Satz 5.11. i. F ist ein Ringendomorphismus von W (B);

ii. V ist ein additiver Endomorphismus von W (B);

iii. F (V (b)) = pb für alle b ∈W (B);

iv. V (a ××F (b)) = V (a) ××b für alle a,b ∈W (B);

v. F (b) ≡ bp mod pW (B) für alle b ∈W (B).

Beweis. (In den Behauptungen beziehen sich Ausdrücke wie pb und bp

natürlich auf die neue Ringstruktur in W (B).) Mit dem gleichen Trick wie
im Beweis von Satz 5.9 führt man das auf entsprechende Identitäten für fB

und vB in BN0 zurück, die leicht nachzuprüfen sind.

Definition 5.12. F bzw. V heißt der Frobenius bzw. die Verschiebung auf
W (B).

Für jedes m ≥ 0 sei

Vm(B) := im(V m) = {(bn)n ∈W (B) : b0 = . . . = bn−1 = 0} .

Offensichtlich gilt

W (B) = V0(B) ⊃ V1(B) ⊃ . . . und
⋂

m

Vm(B) = {0} .

Wegen Satz 5.11.ii. und iv. ist jedes Vm(B) ein Ideal in W (B).

Definition 5.13. Wm(B) := W (B)/Vm(B) heißt der Ring der Wittvektoren
der Länge m mit Koeffizienten in B.

Lemma 5.14. i. Für jedes m ≥ 1 und jedes (bn)n ∈W (B) gilt

(bn)n = (b0, . . . , bm−1, 0, . . .) ++ (0, . . . , 0, bm, bm+1, . . .) ;
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ii. die Abbildung

Bm −→Wm(B)

(b0, . . . , bm−1) 7−→ (b0, . . . , bm−1, 0, . . .) ++Vm(B)

ist für jedes m ≥ 1 eine mengentheoretische Bijektion.

Beweis. i. Wieder mit Hilfe des Tricks im Beweis von Satz 5.9 genügt es zu
zeigen, daß

Φk((bn)n) = Φk(b0, . . . , bm−1, 0, . . .) + Φk(0, . . . , 0, bm, bm+1, . . .)

gilt für alle k ≥ 0. Dies folgt aber sofort aus

Φk(b0, . . . , bm−1, 0, . . .) =

{

Φk(b0, . . . , bk) für 0 ≤ k < m,
∑m−1

i=0 pibpk−i

i für m ≤ k

und

Φk(0, . . . , 0, bm, bm+1, . . .) =

{

0 für 0 ≤ k < m,
∑k

i=m pibpk−i

i für m ≤ k.

ii. Die Surjektivität folgt sofort aus i. Für die Injektivität sei

(c0, . . . , cm−1, 0, . . .) ++Vm(B) = (b0, . . . , bm−1, 0, . . .) ++Vm(B) .

Dann gilt wegen i. also (c0, . . . , cm−1, 0, . . .) = (bn)n mit einem geeigneten
(0, . . . , 0, bm, bm+1, . . .) ∈ Vm(B). Folglich ist cn = bn für alle 0 ≤ n < m.

Übungsaufgabe 5.15. 1) Folgere aus Lemma 5.14, daß

W (B)
∼=
−−→ lim←−

m

Wm(B)

b 7−→ (b ++Vm(B))m

ein Isomorphismus von Ringen ist.

2) Die Abbildung Φ0 : W1(B)
∼=
−−→ B ist ein Isomorphismus von Ringen.

Lemma 5.16. Die Abbildung

τ : B −→ W (B)
b 7−→ (b, 0, . . .)

ist multiplikativ.
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Beweis. Wir haben P0(X0, Y0) = X0Y0. Also ist

Pn(X0, 0, . . . , 0, Y0, 0, . . . , 0) = 0 für alle n ≥ 1

zu zeigen. Mit der Abkürzung P̃n(X0, Y0) := Pn(X0, 0, . . . , Y0, 0, . . .) folgt
aus (5) sofort die Identität

(X0Y0)
pn

+
n

∑

i=1

piP̃i(X0, Y0)
pn−i

= Φn(P̃0, . . . , P̃n)

= Φn(X0, 0, . . .)Φn(Y0, 0, . . .)

= Xpn

0 Y pn

0 ,

welche das Gewünschte induktiv liefert.

Definition 5.17. τ(b) ∈ W (B) heißt der Teichmüller-Repräsentant von
b ∈ B.

Lemma 5.18. Für alle k ≥ 1 gilt V1(B)k = pk−1V1(B).

Beweis. Mit Hilfe der entsprechenden Teilaussagen von Satz 5.11 berechnen
wir

V (a) ××V (b)
iv.
= V (a ×× FV (b))

iii.
= V (a ×× pb)

ii.
= pV (a ××b)

für alle a,b ∈W (B). Daraus folgt V1(B)2 = pV1(B) und dann induktiv die
Behauptung.

Man sagt, der Ring B habe die Charakteristik p, falls p1B = 0 gilt. In diesem
Falle ist der Frobenius

B −→ B

b 7−→ bp

ein Ringendomorphismus. Ist diese Abbildung bijektiv, so heißt B perfekt.

Satz 5.19. Hat B die Charakteristik p, so gilt:

i. Für b = (bn)n ∈W (B) haben wir

F (b) = (bp
n)n und pb = V F (b) = FV (b) = (0, bp

0, b
p
1, . . .) ;

ii. Vm(B) ×× Vn(B) ⊆ Vm+n(B) für alle m,n ≥ 0;

iii. pkW (B) ⊆ V1(B)k ⊆ pk−1W (B) für alle k ≥ 1;
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iv. der Ringhomomorphismus

W (B)
∼=
−−→ lim←−

k

W (B)/pkW (B)

b 7−→ (b + pkW (B))k

ist bijektiv.

Beweis. i. Dies folgt aus Lemma 5.7 und Satz 5.11.iii.
ii. Aus Satz 5.11.iv. ergibt sich induktiv V m(a ××Fm(b)) = V m(a) ××b

und damit insbesondere

V m(a) ×× V n(b) = V m(a ××Fm(V n(b)))

bzw.
V n(Fm(b)) ××a = V n(Fm(b) ××Fn(a)) .

Nach i. haben wir aber FmV n = V nFm. Somit können wir die zweite Glei-
chung in die rechte Seite der ersten einsetzen und erhalten

(9) V m(a) ××V n(b) = V m+n(Fn(a) ××Fm(b))

für alle a,b ∈W (B).
iii. Aus i. folgt pW (B) = V F (W (B)) ⊆ V1(B). Wegen Lemma 5.18

ergibt sich daraus sofort die Behauptung.
iv. Wegen i. gilt

pkW (B) = {(0, . . . , 0, bk, bk+1, . . .) ∈W (B) : bn ∈ Bpk
für alle n ≥ k} .

Also ist
⋂

k≥1 pkW (B) = {0}, was gleichbedeutend mit der Injektivität der

betrachteten Abbildung ist. Sei nun (b(k)++ pkW (B))k ∈ lim
←−

W (B)/pkW (B).
Wegen ii. und iii. gilt

pkW (B) ⊆ Vk(B) .

Somit ist (b(k) ++Vk(B))k ∈ lim←−W (B)/Vk(B). Der Übungsaufgabe 5.15.1)

zu Folge existiert dann ein b ∈ W (B) mit b ++Vk(B) = b(k) ++Vk(B) für
alle k ∈ N. Für alle j ≥ k erhalten wir

b ++Vj(B) ++ pkW (B) = b(j) ++Vj(B) ++ pkW (B)

= b(k) ++Vj(B) ++ pkW (B)

und damit

b ++
⋂

j≥k

[

Vj(B) ++ pkW (B)
]

= b(k) ++
⋂

j≥k

[

Vj(B) ++ pkW (B)
]

.
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Wir zeigen jetzt aber, daß

⋂

j≥k

[

Vj(B) ++ pkW (B)
]

= pkW (B)

gilt. Sei dazu c = (0, . . . , 0, ck, ck+1, . . .) aus dem Durchschnitt auf der linken
Seite, etwa

c ∈ (0, . . . , 0, aj,k, aj,k+1, . . .) ++Vj(B) mit aj,n ∈ Bpk
für alle n ≥ k .

Aus Lemma 5.14 folgt dann

ck = aj,k, ck+1 = aj,k+1, . . . , cj−1 = aj,j−1

und damit cn ∈ Bpk
für alle k ≤ n < j. Da j beliebig war, erhalten wir

c ∈ pkW (B) wie behauptet. Folglich ist

b ++ pkW (B) = b(k) ++ pkW (B) für alle k ≥ 1 ,

was die Surjektivität der betrachteten Abbildung bedeutet.

Satz 5.20. Der Ring B habe die Charakteristik p und sei perfekt; dann gilt:

i. Für alle b = (bn)n ∈W (B) und m ≥ 1 ist

b ++Vm(B) = τ(b0) ++ pτ(bp−1

1 ) ++ . . . ++ pm−1τ(bp−(m−1)

m−1 ) ++Vm(B) ;

ii. Vm(B) = pmW (B) = V1(B)m für alle m ≥ 0.

Beweis. i. Wegen Satz 5.19.i. ist

τ(b0) ++ . . . ++ pm−1τ(bp−(m−1)

m−1 ) ++Vm(B) = (b0, . . . , bm−1, 0, . . .) ++Vm(B) ,

woraus die Behauptung wegen Lemma 5.14 folgt.
ii. Wegen der Perfektheit von B folgt aus Satz 5.19.i., daß F ein Ring-

automorphismus von W (B) ist. Somit gilt

pmW (B) = V mFm(W (B)) = V m(W (B)) = Vm(B)

und damit auch

V1(B)m = (pW (B))m = pmW (B) .
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Lemma 5.21. Sei C ein Ring mit genau einem maximalen Ideal n, welches
ein Hauptideal n = πC ist und

⋂

i≥1 n
i = {0} erfüllt; dann ist jedes Ideal

6= {0} in C von der Form πkC für ein k ≥ 0.

Beweis. Zunächst sei daran erinnert, daß jede Nichteinheit eines Ringes in
einem maximalen Ideal enthalten sein muß. In unserem Falle impliziert dies
C× = C \ n. Wegen

⋂

i≥1 n
i = {0} existiert zu jedem 0 6= c ∈ C genau ein

v(c) ≥ 0 mit c ∈ n
v(c) \ n

v(c)+1. Also gilt c = πv(c)u für ein u ∈ C. Aber
u 6∈ πC = n; somit ist u ∈ C× eine Einheit. Sei nun J 6= {0} ein Ideal in C.
Wähle 0 6= c ∈ J so, daß k := v(c) minimal ist. Dann gilt einerseits J ⊆ πkC
und andererseits πkC = cC ⊆ J .

Satz 5.22. Sei B ein Körper der Charakteristik p; dann gilt:

i. W (B) ist ein Integritätsbereich mit genau einem maximalen Ideal,
nämlich V1(B), und W (B)/V1(B) ∼= B;

ii. der Ringhomomorphismus

W (B)
∼=
−−→ lim←−

k

W (B)/V1(B)k

b 7−→ (b ++V1(B)k)k

ist bijektiv;

iii. ist B perfekt, so ist W (B) ein vollständiger diskreter Bewertungsring
mit maximalem Ideal pW (B) und Restklassenkörper B, und für jedes
b = (bn)n ∈W (B) gilt

b =

∞
∑

n=0

pnτ(bp−n

n ) .

Beweis. ii. Auf Grund von Satz 5.19.iii. und iv. haben wir das kommutative
Diagramm

lim←−W (B)/pk−1W (B)

W (B)

∼=
55jjjjjjjjjjjjjjjjj

//

∼= ))TTTTTTTTTTTTTTTTT
lim
←−

W (B)/V1(B)k

OO

lim
←−

W (B)/pkW (B) ,

OO
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in welchem die schrägen Pfeile und die Komposition der senkrechten Pfeile
bijektiv und die einzelnen senkrechten Pfeile jedenfalls injektiv sind. Dann
müssen aber alle Pfeile bijektiv sein.

i. Der Übungsaufgabe 5.15.2) zu Folge ist W (B)/V1(B) ∼= B mittels Φ0.
Also muß V1(B) ein maximales Ideal sein. Sei b 6∈ V1(B). Zunächst finden
wir ein a ∈W (B) mit a ××b = 1 ++c mit c ∈ V1(B).
Wegen ii. existiert

(1 ++c)−1 =
∞
∑

i=0

(−1)ici ∈W (B) .

Also ist b eine Einheit in W (B). Folglich ist V1(B) das einzige maximale
Ideal in W (B). Schließlich seien a,b ∈ W (B) zwei beliebige Elemente 6= 0,
etwa a = (0, . . . , 0, ai, ai+1, . . .) und b = (0, . . . , 0, bj , bj+1, . . .) mit ai, bj 6= 0.
Wegen Satz 5.19.i. und, da Φ0 ein Ringhomomorphismus ist, gilt

F j((ai, ai+1, . . .)) ×× F i((bj , bj+1, . . .)) = (apj

i , apj

i+1, . . .) ×× (bpi

j , bpi

j+1, . . .)

= (apj

i bpi

j , . . .) .

Zusammen mit (9) erhalten wir

a ××b = V i((ai, ai+1, . . .)) ×× V j((bj , bj+1, . . .))

= V i+j((apj

i bpi

j , . . .)) = (0, . . . , 0, apj

i bpi

j , . . .) .

Mit apj

i bpi

j 6= 0 ist also auch a ××b 6= 0. Folglich ist W (B) ein Integritätsbe-
reich.

iii. Nach Satz 5.20.ii. gilt V1(B) = pW (B). Wegen i., Satz 5.19.iv. und
Satz 5.20.i. bleibt zu zeigen, daß p1 6= 0 und daß jedes Ideal in W (B) ein
Hauptideal ist. Nach Satz 5.19.i. gilt

p1 = (0, 1, 0, . . .) 6= 0 .

Aus Satz 5.19.iv. folgt
⋂

k≥1 pkW (B) = {0}, so daß wir Lemma 5.21 anwen-
den können.

Bemerkung 5.23. Ist B ein Körper der Charakteristik p, so hat der Quo-
tientenkörper von W (B) die Charakteristik 0.

Beweis. Sei ℓ eine Primzahl mit ℓW (B) = {0}. Wegen B ∼= W (B)/V1(B) ist
dann auch ℓB = {0}. Also muß ℓ = p gelten. Aber p1 = (0, 1, 0, . . .) 6= 0.

Ab dem nächsten Abschnitt benutzen wir auch für Addition und Mul-
tiplikation in W (B) die üblichen Standardnotationen (und nicht länger ++

und ×× ).
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6 Eindeutigkeit von W (k)

Zunächst halten wir eine einfache Verallgemeinerung früherer Lemmata fest.

Lemma 6.1. Sei B ein beliebiger Ring und a ⊆ B ein beliebiges Ideal mit
p1B ∈ a; dann haben wir:

i. Für m,n ≥ 1 und a, b ∈ B gilt:

a ≡ b mod a
m =⇒ apn

≡ bpn
mod a

m+n ;

ii. für m ≥ 1, n ≥ 0 und a0, . . . , an, b0, . . . , bn ∈ B gilt:

ai ≡ bi mod a
m für 0 ≤ i ≤ n

=⇒ Φn(a0, . . . , an) ≡ Φn(b0, . . . , bn) mod a
m+n .

Beweis. Wegen p1B ∈ a übertragen sich die Beweise von Lemma 5.1 und
Lemma 5.2.i. wörtlich.

Sei nun k ein perfekter Körper der Charakteristik p > 0. Weiter sei A
ein vollständiger diskreter Bewertungsring und α : A −→ k ein surjektiver
Ringhomomorphismus. Bezeichnet m ⊆ A wie immer das maximale Ideal,

so induziert α also einen Isomorphismus ᾱ : A/m
∼=
−−→ k.

Satz 6.2. Es existiert genau eine multiplikative Abbildung s : k −→ A mit
α ◦ s = idk; sie erfüllt s(0) = 0 und s(1) = 1.

Beweis. Existenz: Sei x ∈ k. Wegen der Perfektheit von k finden wir induktiv
eine Folge (ai)i∈N in A mit α(a1)

p = x und α(ai+1)
p = α(ai) für alle i ∈ N.

Letzteres bedeutet

ap
i+1 ≡ ai mod m und damit api+1

i+1 ≡ api

i modm
i+1 für alle i ≥ 1

nach Lemma 6.1. Folglich ist (api

i )i eine Cauchyfolge und konvergiert gegen

ein s(x) ∈ A. Wegen α(api

i ) = x gilt α(s(x)) = x. Außerdem hängt s(x) nicht
von der Wahl der Folge (ai)i ab. Sei nämlich (ãi)i eine weitere Folge in A
mit α(ãi)

p = x und α(ãi+1)
p = α(ãi). Wegen α(ai)

pi
= x = α(ãi)

pi
ist dann

α(ai) = α(ãi), also ai ≡ ãi modm. Mit Lemma 6.1 folgt api

i ≡ ãpi

i mod m
i+1.

Also besitzen die Folgen (api

i )i und (ãpi

i )i denselben Limes. Mittels geeigneter
Wahl der Folgen ergibt sich nun leicht die Multiplikativität von s sowie
s(0) = 0 und s(1) = 1.
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Eindeutigkeit: Sei s̃ : k −→ A eine weitere multiplikative Abbildung
mit α ◦ s̃ = idk. Dann gilt s(xp−i

) ≡ s̃(xp−i
) mod m und folglich s(x) =

s(xp−i
)p

i
≡ s̃(xp−i

)p
i
= s̃(x) mod m

i+1 für alle i ≥ 1 wegen Lemma 6.1. Das
impliziert s = s̃.

Beispiel: Im Falle A = W (k) und α = Φ0 ist s = τ (siehe Lemma 5.16).

Satz 6.3. Es existiert genau ein Ringhomomorphismus γ : W (k) −→ A mit
α ◦ γ = Φ0. Dieser ist stetig und erfüllt

γ((xn)n) =
∞
∑

n=0

pns(xp−n

n ) für alle (xn)n ∈W (k) .

Im Falle p1A 6= 0 ist γ injektiv.

Beweis. Existenz: Der Ringhomomorphismus W (α) : W (A) −→ W (k) ist
surjektiv. Sei (bn)n aus dem Kern von W (α). Dann gilt bn ∈ m für alle n ≥ 0.
Folglich ist

Φm(b0, . . . , bm) = bpm

0 + pbpm−1

1 + . . . + pmbm

∈ m
pm

+ pm
pm−1

+ . . . + pm
m

⊆ m
m+1 + pm

m + . . . + pm
m

⊆ m
m+1

für alle m ≥ 0. Das impliziert die Existenz von eindeutig bestimmten Ring-
homomorphismen γm : W (k) −→ A/mm+1, so daß die Diagramme

W (A)
Φm //

W (α)

��

A

pr

��
W (k)

γm // A/mm+1

kommutativ sind. Wegen (8) haben wir Φm ◦ F = Φm+1, somit γm ◦ F ◦
W (α) = γm ◦W (α) ◦ F = γm+1 ◦W (α) mod m

m+1 und wegen der Surjekti-
vität von W (α) also

γm ◦ F ≡ γm+1 mod m
m+1 .
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Nach Satz 5.19.i. ist aber F auf W (k) invertierbar. Deswegen impliziert die
letzte Kongruenz die Kommutativität der Diagramme

A/mm+2

pr

��

W (k)

γm+1◦F−(m+1)
66mmmmmmmmmmmmmm

γm◦F−m ((QQQQQQQQQQQQQQ

A/mm+1 .

Im projektiven Limes erhalten wir also den Ringhomomorphismus

γ := lim
←−

γm ◦ F−m : W (k) −→ lim
←−

A/mm+1 = A .

Wegen
α ◦ γ ◦W (α) = ᾱ ◦ γ0 ◦W (α) = α ◦ Φ0 = Φ0 ◦W (α)

gilt α ◦ γ = Φ0.
Eindeutigkeit und weitere Eigenschaften: Sei γ̃ : W (k) −→ A ein beliebi-

ger Ringhomomorphismus mit α ◦ γ̃ = Φ0. Letzteres impliziert γ̃(pW (k)) ⊆
m und dann γ̃(piW (k)) ⊆ m

i für alle i ≥ 1. Folglich ist γ̃ stetig. Aus Satz
5.22.iii. ergibt sich nun

γ̃((xn)n) =

∞
∑

n=0

pnγ̃(τ(xp−n

n )) .

Die Eindeutigkeitsaussage im Satz 6.2 impliziert aber γ̃◦τ = s. Also erhalten
wir γ̃ = γ und

γ((xn)n) =
∞
∑

n=0

pns(xp−n

n ) für alle (xn)n ∈W (k) .

Sei p1A 6= 0. Aus γ((xn)n) = 0 folgt dann wegen Lemma 4.9, daß s(xp−n

n ) = 0
und damit daß xn = 0 für alle n ≥ 0.

Corollar 6.4. Ist pA das maximale Ideal in A, so existiert genau ein Ring-

isomorphismus γ : W (k)
∼=
−−→ A mit α ◦ γ = Φ0.

Beweis. Der Homomorphismus γ aus Satz 6.3 ist injektiv. Auf Grund der
Annahme m = pA liefern die Reihendarstellungen im Satz 6.3 wegen Lemma
4.9 sämtliche Elemente in A. Also ist γ auch surjektiv.

Beispiel: W (Fp) ∼= Zp.
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7 Cohen-Unterringe

Sei k ein beliebiger Körper der Charakteristik p > 0. Dann ist kpn
= {xpn

:
x ∈ k} für jedes n ≥ 1 ein Teilkörper von k. Eine Familie (xi)i∈I von
Elementen in k heißt eine p-Basis von k, falls die Abbildung

kp[{Xi}i∈I ] / < {Xp
i − xp

i }i∈I > −→ k

Xi 7−→ xi

bijektiv ist. Wir stellen ohne Beweis fest, daß k stets eine p-Basis besitzt.

Übungsaufgabe 7.1. Für jede p-Basis (xi)i∈I von k gilt:
1) k = kpn

({xi}i∈I) für alle n ≥ 1.
2) die Elemente

∏

i∈I xµi
i mit 0 ≤ µi < pn und µi 6= 0 für höchstens endlich

viele i ∈ I bilden eine Basis von k als kpn
-Vektorraum.

Definition 7.2. Ein Unterring C ⊆ W (k) heißt Cohen-Unterring, wenn
gilt:
– C ist ein vollständiger diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal p C;
– W (k) = V1(k) + C.

Wegen C/V1(k)∩C
∼=
−−→ W (k)/V1(k)

∼=
−−→ k gilt also V1(k) ∩C = pC, und k

ist auch der Restklassenkörper von C.

Satz 7.3. Sei (ai)i∈I eine Familie von Elementen in W (k), so daß die Fami-
lie der xi := Φ0(ai) eine p-Basis von k ist; dann existiert genau ein Cohen-
Unterring C ⊆W (k), welcher alle ai enthält.

Beweis. Der größeren Klarheit halber benutzen wir in diesem Beweis die
Notationen A := W (k), m := V1(k) und pr := Φ0 : A −→ k. Außerdem sei
S := {ai : i ∈ I} ⊆ A. Zunächst fixieren wir ein m ≥ 1. Für jedes n ≥ m− 1
sei

Cn,m := der von S ∪ Φn(W (A)) ∪m
m erzeugte Unterring von A .

Behauptung 1: Cn,m ist der kleinste Unterring von A mit Cn,m +m = A,
welcher S ∪m

m enthält.
Es gilt Φn(W (A)) = {apn

0 + papn−1

1 + . . . + pnan : a0, . . . , an ∈ A}, we-
gen pA ⊆ m also pr(Φn(W (A))) = kpn

und pr(Cn,m) = kpn
(pr(S)). Die

Übungsaufgabe 7.1 impliziert dann pr(Cn,m) = k, was Cn,m + m = A be-
deutet. Nun sei A′ ⊆ A ein Unterring mit A′ + m = A und S ∪ m

n ⊆ A′.
Wir haben zu zeigen, daß Φn(W (A)) ⊆ A′ gilt. Seien also a0, . . . , an ∈ A
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beliebige Elemente. Wegen A′ + m = A existieren a′0, . . . , a
′
n ∈ A′ mit

ai ≡ a′i mod m für alle 0 ≤ i ≤ n. Da n ≥ m− 1, impliziert Lemma 6.1, daß
Φn(a0, . . . , an) ≡ Φn(a′0, . . . , a

′
n) modm

m. Mit Φn(a′0, . . . , a
′
n) und m

m liegt
also auch Φn(a0, . . . , an) in A′.

Damit ist die Behauptung 1 bewiesen, und wir sehen insbesondere, daß
der Unterring Cm := Cn,m unabhängig von der Wahl von n ist.

Behauptung 2: Cm ∩m = p Cm + m
m.

Aus pA ⊆ m folgt sofort p Cm + m
m ⊆ Cm ∩ m. Für die umgekehrte

Inklusion bezeichne Λ(m) die Menge aller Tupel µ = (µi)i∈I von ganzen
Zahlen 0 ≤ µi < pm mit µi 6= 0 für höchstens endlich viele i ∈ I. Für
µ ∈ Λ(m) setze

Zµ :=
∏

i∈I

a
µi
i .

Aus Spm
= {Φm(ai, 0, . . .) : i ∈ I} ⊆ Φm(W (A)) folgt, daß Cm = Cm,m

als Modul über dem Unterring Φm(W (A)) + m
m von den Zµ erzeugt wird.

Wegen Φm(a0, . . . , am) = apm

0 + pΦm−1(a1, . . . , am) gilt

Φm(W (A)) ⊆ Apm
+ pCm−1,m = Apm

+ pCm .

Jedes c ∈ Cm läßt sich also schreiben als

c =
∑

µ∈Λ(m)

cpm

µ Zµ + pc′ + c′′ mit cµ ∈ A, c′ ∈ Cm, c′′ ∈ m
m .

Gelte nun c ∈ Cm ∩m. Dann ist

0 = pr(c) =
∑

µ∈Λ(m)

pr(cµ)p
m

pr(Zµ) .

Nach Übungsaufgabe 7.1 bilden die pr(Zµ) aber eine kpm
-Basis von k. Also

muß pr(cµ) = 0, d. h. cµ ∈ m und damit cpm

µ ∈ m
m gelten. Folglich ist

c ∈ pCm + m
m.

Damit ist Behauptung 2 bewiesen. Aus der Minimalitätseigenschaft der
Cm folgt sofort

(10) Cm = Cm+1 + m
m für alle m ≥ 1 .

Wir definieren nun
C :=

⋂

m≥1

Cm .

Offensichtlich ist S in diesem Unterring C von A enthalten. In dem pro-
jektiven System von Ringen (A/mm)m enthalten ist das projektive System
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von Unterringen (Cm/mm)m. Auf Grund des Satzes 5.22.ii. sind also in dem
kommutativen Diagramm

A
∼= // lim
←−

A/mm

C

⊆

OO

∼= // lim
←−

Cm/mm

⊆

OO

beide horizontale Abbildungen Isomorphismen. Wegen (10) sind alle Über-
gangsabbildungen Cm+1/m

m+1 −→ Cm/mm und damit auch alle Projekti-
onsabbildungen C −→ Cm/mm surjektiv. Insbesondere ist

C/C ∩m

∼=
−−→ C1/m = A/m

∼=
−−→ k

ein Isomorphismus und somit C ∩m ein maximales Ideal in C. Genauso wie
im Beweis von Satz 5.22.i. ergibt sich (mit Hilfe der geometrischen Reihe),
daß alle Elemente in C \ C ∩ m Einheiten in C sind, also daß C ∩ m das
einzige maximale Ideal in C ist. Aus Behauptung 2 folgt

C ∩m =
⋂

m≥1

Cm ∩m =
⋂

m≥1

[p Cm + m
m]

=
⋂

m≥1

⋂

j≥m

[p Cm + m
j] .

Aus dem Beweis von Satz 5.19 wissen wir
⋂

j≥m

[p Cm + m
j] ⊆

⋂

j≥m

[p W (k) + Vj(k)] = pW (k) .

Sei also p c ∈
⋂

j≥m[p Cm +m
j], etwa p c ∈ p c(j) +m

j mit c(j) ∈ Cm. Wegen

Satz 5.19.iii. haben wir dann p(c− c(m+2)) ∈ m
m+2 ⊆ pm+1W (k). Da W (k)

nach Satz 5.22.i. ein Integritätsbereich ist, folgt c−c(m+2) ∈ pmW (k) ⊆ m
m.

Also ist c ∈ Cm + m
m = Cm. Wir erhalten

⋂

j≥m

[p Cm + m
j ] = p Cm

und
C ∩m =

⋂

m≥1

p Cm = p
(

⋂

m≥1

Cm

)

= p C ,

für die mittlere Identität wieder benutzend, daß A ein Integritätsbereich ist.
Mit A ist natürlich auch C ein Integritätsbereich mit p 1C = p 1 6= 0. Ferner
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gilt
⋂

m≥1 pmC ⊆
⋂

m≥1 m
m = {0} wegen Satz 5.22.ii. Also folgt aus Lemma

5.21, daß C ein diskreter Bewertungsring (mit maximalem Ideal p C und
Restklassenkörper k) ist.

Wir haben

C
∼=
−−→ lim
←−

C/C ∩m
m ∼=
−−→ lim
←−

Cm/mm .

Da die Ideale 6= {0} in C gerade die pjC sind, existiert zu jedem m ≥ 1 ein
j(m) ≥ 1 mit C ∩ m

m = pj(m)C. Wegen
⋂

m C ∩ m
m = {0} geht j(m) mit

m gegen unemdlich. Also ist

C
∼=
−−→ lim←−

m

C/pj(m)C
∼=
−−→ lim←−

j

C/pjC

und C folglich vollständig.
Für die Eindeutigkeit sei C ′ ⊆ A ein weiterer Cohen-Unterring mit S ⊆

C ′. Wegen C ′ + m = A ist C ′ ∩ m = p C ′ das maximale Ideal in C ′. Also
existiert wiederum zu jedem m ≥ 1 ein j(m) ≥ m, so daß C ′∩m

m = pj(m)C ′.
Andererseits impliziert die Behauptung 1, daß C ′ + m

m ⊇ Cm gilt für alle
m ≥ 1. Aus dem kommutativen Diagramm

C ′
∼= // lim←−C ′/pj(m)C ′ = // lim

←−
C ′/C ′ ∩m

m

∼=
��

lim←−C ′ + m
m/mm

C

⊆

OO

∼= // lim←−Cm/mm

⊆

OO

wird dann die Inklusion C ⊆ C ′ ersichtlich. Aber p1 ist ein Primelement
sowohl in C wie in C ′. Außerdem ist insbesondere der senkrechte Pfeil in
dem kommutativen Diagramm

C ′/p C ′

∼=

$$II
II

II
II

I

A/m

C/p C

∼=

OO

∼=

::uuuuuuuuu

bijektiv. Deswegen folgt die Gleichheit C = C ′ aus Lemma 4.9.
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8 Das Theorem von Dieudonné-Manin

Sei A ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m = πA und Quo-
tientenkörper K. Wir fixieren einen Ringautomorphismus σ von A und be-
zeichnen seine (multiplikative) Fortsetzung zu einem Körperautomorphis-
mus von K ebenfalls mit σ.

Beispiel: A := W (k) für ein perfekten Körper k der Charakteristik p > 0
und σ := F (siehe Satz 5.19.i.).

Definition 8.1. Sei a ∈ Z. Ein σa-Isokristall ist ein Paar (V, f) beste-
hend aus einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum V 6= {0} und einer
bijektiven σa-linearen Abbildung f : V −→ V . Die Zahl

h(V, f) := dimK V

heißt die Höhe von (V, f).

Sei (V, f) ein Isokristall. Ein Gitter M in V ist ein A-Untermodul M ⊆ V
mit der Eigenschaft, daß eine K-Basis v1, . . . , vh von V existiert mit M =
Av1 + . . . + Avh. Insbesondere ist also M ein freier A-Modul vom Rang h.

Lemma 8.2. Für zwei Gitter M und M ′ in V gilt:

i. Zu jedem Vektor v ∈ V existiert ein n ≥ 0 mit πnv ∈ V ;

ii. es existiert ein n ≥ 0 mit πnM ′ ⊆M ;

iii. M ∩M ′ ist ein Gitter in V ;

iv. f(M) ist ein Gitter in V .

Beweis. i. Dies gilt offensichtlich.
ii. Sei v′1, . . . , v

′
h eine K-Basis von V mit M ′ =

∑h
i=1 Av′i. Nach i. finden

wir ein n ≥ 0 mit πnv′i ∈M für alle 1 ≤ i ≤ h. Dann ist πnM ′ ⊆M .
iii. Auf Grund des Elementarteilersatzes existiert eine K-Basis v′1, . . . , v

′
h

von V und Elemente a1, . . . , ah ∈ A, so daß M ′ =
∑h

i=1 Av′i und M ∩M ′ =
∑h

i=1 Aaiv
′
i. Mit n ≥ 0 wie in ii. gilt aber

πnM ′ =

h
∑

i=1

Aπnv′i ⊆M ∩M ′ =

h
∑

i=1

Aaiv
′
i .

Folglich ist ai 6= 0 für alle 1 ≤ i ≤ h. Somit ist a1v
′
1, . . . , ahv′h eine K-Basis

von V , welche M ∩M ′ als Gitter ausweist.
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iv. Sei M = Av1 + . . . + Avh. Dann ist f(M) = σa(A)f(v1) + . . . +
σa(A)f(vh) = Af(v1) + . . . + Af(vh). Nach Lemma 1.6 ist f(v1), . . . , f(vh)
ebenfalls eine K-Basis von V .

Da πA das einzige maximale Ideal von A ist, ist A/πA bis auf Isomorphie
der einzige einfache A-Modul. Offensichtlich ist A/πnA für jedes n ≥ 0 ein A-
Modul der Länge n. Für jedes Gitter M in V ist also M/πnM ∼= ⊕h

i=1A/πnA
ein A-Modul der Länge hn. Wegen Lemma 8.2 ist für je zwei Gitter M und
M ′ in V der Quotient M/M ∩M ′ jedenfalls ein A-Modul endlicher Länge.
Wir setzen

[M : M ′] := LängeAM/M ∩M ′ − LängeAM ′/M ∩M ′ .

Übungsaufgabe 8.3. Für drei Gitter M,M ′ und M ′′ in V gilt

[M : M ′′] = [M : M ′] + [M ′ : M ′′] .

Lemma 8.4. Die Zahl [M : f(M)] ist unabhängig von der Wahl des Gitters
M in V .

Beweis. Sei M ′ ein weiteres Gitter in V . Dann gilt

[M ′ : f(M ′)] = [M ′ : M ] + [M : f(M)] + [f(M) : f(M ′)] .

Aber [f(M) : f(M ′)] = [M : M ′] = −[M ′ : M ].

Definition 8.5. Die Zahl d(V, f) := [M : f(M)] (für ein beliebiges Gitter
M in V ) heißt die Dimension von (V, f).

Im Folgenden kürzen wir ab h := h(V, f) und d := d(V, f). Für ein Gitter
M in V setzen wir

ordM f := max {n ∈ Z : f(M) ⊆ πnM}

(beachte Lemma 8.2).

Lemma 8.6. Sei M ein beliebiges Gitter in V ; dann gilt:

i. Für jedes m ∈ N ist ordM f ≤ 1
m ordM fm ≤ d

h ;

ii. existiert ein m ∈ N mit ordM f 6= 1
m ordM fm, so ist

ordM f +
1

h
≤

1

h
ordM fh .
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Beweis. i. Aus f(M) ⊆ πnM folgt induktiv

fm(M) ⊆ fm−1(πnM) = fm−1(σ−(m−1)(π)nM) = πnfm−1(M)

⊆ . . . ⊆ πmnM

und damit m · ordM f ≤ ordM fm. Andererseits sei fm(M) ⊆ πnM . Dann
gilt

md = m[M : f(M)] = [M : fm(M)]

= [M : πnM ] + [πnM : fm(M)]

≥ [M : πnM ] = nh

und somit ordM fm ≤ m · d
h .

ii. Sei n := ordM f und fm(M) ⊆ πmn+1M für ein m ∈ N. Für i ≥ 0
setze Mi := {v ∈M : f i(v) ∈ πin+1M}. Aus f(M) ⊆ πnM folgt

πM = M0 ⊆M1 ⊆ . . . ⊆Mm = M .

Auf Grund des Elementarteilersatzes sind alle Mi Gitter in V . Wegen h =
[M : πM ] = [M1 : M0] + [M2 : M1] + . . . + [M : Mm−1] kann es in dieser
Gitterfolge höchstens h echt aufsteigende Schritte geben.

Zwischenbehauptung: Aus Mi = Mi+1 folgt Mi = Mj für alle j > i.
Sei v ∈Mj , also v ∈M mit f j(v) ∈ πjn+1M . Schreibe

f j−(i+1)(v) = π(j−(i+1))nv′ mit v′ ∈M .

Dann gilt π(j−(i+1))nf i+1(v′) ∈ A×f j(v) ⊆ πjn+1M und somit f i+1(v′) ∈
π(i+1)n+1M . Nach Voraussetzung erhalten wir f i(v′) ∈ πin+1M und folglich
f j−1(v) = f i(f j−(i+1)(v)) = π(j−(i+1))nf i(v′) ∈ π(j−1)n+1M , d. h. v ∈Mj−1.

Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt, und wir sehen, daß Mh = M ,
also fh(M) ⊆ πhn+1M bzw. ordM fh ≥ h · ordM f + 1 gelten muß.

Definition 8.7. Die Zahl

Newton(V, f) := sup
{

1
m ordM fm : m ∈ N,M Gitter in V

}

heißt der erste Anstieg von (V, f).

Nach Lemma 8.6.i. gilt

Newton(V, f) ≤
d

h
.
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Lemma 8.8. Für ein beliebiges Gitter M in V gilt

Newton(V, f) = lim
m→∞

1
m ordM (fm) .

Beweis. Sei M ′ ein weiteres Gitter in V . Nach Lemma 8.2.ii. existieren
n, n′ ≥ 0 mit πnM ⊆M ′ und πn′

M ′ ⊆M . Dann gilt

f(M) ⊆ π−nf(M ′) ⊆ πordM′ f−nM ′ ⊆ πordM′ f−n−n′

M

und damit ordM f ≥ ordM ′ f − n− n′. Für jedes i ∈ N erhalten wir dann

sup
m

1
m ordM fm ≥ sup

j

1
ij ordM f ij

≥ sup
j

1
ij (ordM ′ f ij − n− n′)

≥ sup
j

[

1
i ordM ′ f i − n+n′

ij

]

= 1
i ordM ′ f i ,

wobei in der vorletzten Zeile Lemma 8.6.i. benutzt wurde. Somit ist

λ := Newton(V, f) = sup
m

1
m ordM fm

gezeigt. Nun sei ε > 0. Wir finden ein m0 ∈ N mit

ordM fm0 > m0

(

λ−
ε

2

)

.

Für beliebige ganze Zahlen r ≥ 1 und 0 ≤ s < m0 gilt dann

ordM fm0r+s > m0r
(

λ−
ε

2

)

+ s · ordM f .

Wir wählen nun r0 ∈ N derart, daß

ordM f −
(

λ−
ε

2

)

> −
ε

2
(r0 + 1) .

Für alle ganzen r ≥ r0 und 0 ≤ s < m0 gilt dann

s
(

ordM f −
(

λ−
ε

2

))

/

m0r + s > −
ε

2
.

Jedes m > m0r0 schreibt sich als m = m0r + s mit ganzen r ≥ r0 und
0 ≤ s < m0. Also

λ ≥
1

m
ordM fm >

m0r

m0r + s

(

λ−
ε

2

)

+
s

m0r + s
ordM f

>
m0r

m0r + s

(

λ−
ε

2

)

+
s

m0r + s

(

λ−
ε

2

)

−
ε

2

=
(

λ−
ε

2

)

−
ε

2
= λ− ε .

Daraus folgt λ = limm→∞
1
m ordM fm.
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Übungsaufgabe 8.9. Sei σ = id, also f K-linear. Der Einfachheit halber
sei angenommen, daß sämtliche Nullstellen a1, . . . , ar des charakteristischen
Polynoms von f in K liegen. Dann gilt

Newton(V, f) = min(v(a1), . . . , v(ar)) ,

wobei v die diskrete Bewertung von A bezeichnet.

Lemma 8.10. Für beliebige s ∈ Z und r ∈ N gilt

Newton(V, πsf r) = r Newton(V, f) + s .

Beweis. Die Identität

Newton(V, πsf) = Newton(V, f) + s

ist offensichtlich. Außerdem haben wir

Newton(V, f r) = lim
m→∞

1
m ordM f rm = lim

m→∞

r
m ordM fm = r Newton(V, f) .

Lemma 8.11. Existiert ein Gitter M in V mit fh+1(M) ⊆ π−1M , so
existiert auch ein Gitter M ′′ in V mit f(M ′′) ⊆M ′′.

Beweis. Auf Grund des Elementarteilersatzes ist M ′ := M + f(M) + . . . +
fh(M) ein Gitter in V . Es gilt

h+1
∑

j=0

f j(M ′) =

2h+1
∑

j=0

f j(M) = M ′ +

h
∑

j=0

f j(fh+1(M)) ⊆ π−1M ′ .

Betrachte die aufsteigende Gitterfolge

M ′ ⊆M ′ + f(M ′) ⊆ . . . ⊆
h+1
∑

j=0

f j(M ′) ⊆ π−1M ′ .

Wegen dimA/πA π−1M ′/M ′ = h muß ein 0 ≤ i ≤ h existieren mit

M ′′ :=
i

∑

j=0

f j(M ′) =
i+1
∑

j=0

f j(M ′) .

Offensichtlich gilt f(M ′′) ⊆M ′′.
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Satz 8.12. Es existieren ein Gitter M in V und ganze Zahlen 1 ≤ r ≤ h
und s ≤ d, so daß

ordM f r = s und Newton(V, f) =
s

r
.

Beweis. Setze λ := Newton(V, f).
1. Schritt: Wir zeigen die Existenz von ganzen Zahlen 1 ≤ r ≤ h und s

mit
∣

∣

∣
λ−

s

r

∣

∣

∣
≤

1

r(h + 1)
.

Zu jedem r ∈ Z findet man ein tr ∈ R mit

sr := rλ− tr ∈ Z und −
1

h + 1
≤ tr < 1−

1

h + 1
.

Wir zeigen, daß ein 1 ≤ r ≤ h existiert mit tr ≤
1

h+1 . Ein solches r zusammen

mit s := sr leistet das Gewünschte. Wir nehmen an, daß tr > 1
h+1 für alle

1 ≤ r ≤ h. Dann finden wir 1 ≤ r1 < r2 ≤ h mit |tr1 − tr2| ≤
1

h+1 . Aber
1 ≤ r2 − r1 ≤ h und

(r2 − r1)λ− (tr2 − tr1) = sr2 − sr1 ∈ Z ,

was ein Widerspruch ist.
2. Schritt: Wir zeigen die Existenz eines Gitter M in V mit f r(M) ⊆

πsM . Setze

f ′ := π−sf r und f ′′ := π1+(h+1)f ′(h+1)2 .

Wegen Lemma 8.10 gilt

|Newton(V, f ′)| = |rλ− s| ≤
1

h + 1
, also λ′ := Newton(V, f ′) ≥ −

1

h + 1
,

und
Newton(V, f ′′) = (h + 1)2λ′ + 1 + (h + 1) ≥ 1 .

Also finden wir ein Gitter M1 in V und ein m ∈ N mit f ′′m(M1) ⊆M1. Für
M2 := M1 + f ′′(M1)+ . . .+ f ′′m−1(M1) gilt dann f ′′(M2) ⊆M2 und folglich
(πf ′h+1)h+1(M2) ⊆ π−1M2. Eine zweimalige Anwendung von Lemma 8.11
liefert zuerst ein Gitter M ′ in V mit (πf ′h+1)(M ′) ⊆M ′ bzw. f ′h+1(M ′) ⊆
π−1M ′ und dann ein Gitter M in V mit f ′(M) ⊆M bzw. f r(M) ⊆ πsM .

3. Schritt: Wegen |λ′| ≤ 1
h+1 haben wir nun

ordM f ′ ≥ 0 > λ′ −
1

h
≥

1

h
ordM f ′h −

1

h
.
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Aus Lemma 8.6.ii. folgt deswegen ordM f ′ = 1
m ordM f ′m für alle m ≥ 1. Also

gilt λ′ = ordM f ′ ∈ Z, damit λ′ = 0, λ = s
r und ordM f r = s + ordM f ′ = s.

Wegen s
r = λ ≤ d

h ergibt sich schließlich s ≤ dr
h ≤ d.

Der gleiche Trick wie im 2. Schritt des vorstehenden Beweises liefert das
folgende allgemeine Kriterium.

Lemma 8.13. Seien r ∈ N und s ∈ Z mit Newton(V, f) ≥ s
r ; dann existiert

ein Gitter M in V mit f r(M) ⊆ πsM .

Beweis. Setze f ′ := π1−s(h+1)f r(h+1). Wegen Lemma 8.10 gilt dann

Newton(V, f ′) = r(h + 1)Newton(V, f) + 1− s(h + 1) ≥ 1 .

Also existiert ein Gitter M1 in V und ein m ∈ N mit f ′m(M1) ⊆ M1. Für
M2 := M1 + f ′(M1) + . . . + f ′m−1(M1) gilt dann f ′(M2) ⊆M2 und folglich
(π−sf r)h+1(M2) ⊆ π−1M2. Nach Lemma 8.11 existiert schließlich ein Gitter
M in V mit π−sf r(M) ⊆M bzw. f r(M) ⊆ πsM .

Definition 8.14. Das Isokristall (V, f) heißt isoklin, wenn gilt

Newton(V, f) =
d(V, f)

h(V, f)
.

Lemma 8.15. Äquivalent sind:

i. (V, f) ist isoklin;

ii. es existiert ein Gitter M in V mit fh(M) = πdM ;

iii. es existiert ein Gitter M in V und Zahlen r ∈ N und s ∈ Z mit

f r(M) = πsM .

Für jedes Paar (r, s) wie in iii. gilt Newton(V, f) = s
r .

Beweis. i. =⇒ ii. Nach Lemma 8.13 finden wir ein Gitter M in V mit
fh(M) ⊆ πdM . Dann gilt

[πdM : fh(M)] = [M : fh(M)]− [M : πdM ] = h[M : f(M)]− dh = 0 ,

d. h. fh(M) = πdM .
ii. =⇒ iii. Diese Implikation ist trivial.
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iii. =⇒ i. Aus

0 = [πsM : f r(M)] = [M : f r(M)]− [M : πsM ]

= r[M : f(M)]− hs = rd− hs

folgt
d

h
=

s

r
=

1

r
ordM f r ≤ Newton(V, f) ≤

d

h

und damit Newton(V, f) = d
h = s

r .

Zu r ∈ N und s ∈ Z ist das Standardisokristall Vs,r = (Kr, fs,r) definiert
durch

fs,r(ei) :=

{

ei+1 für 1 ≤ i < r ,

πse1 für i = r .

Für das Gitter Ar =
∑r

i=1 Aei gilt fs,r(A
r) = Aπse1 +

∑r
i=2 Aei. Also

h(Vs,r) = r, d(Vs,r) = s und f r
s,r(A

r) = πsAr .

Somit ist Vs,r isoklin mit Newton(Vs,r) = s
r .

Ein Homomorphismus α : (V, f) −→ (V ′, f ′) von σa-Isokristallen ist eine
K-lineare Abbildung α : V −→ V ′ mit f ′ ◦ α = α ◦ f .

Lemma 8.16. i. Sei 0→ (V1, f1)
α
−→ (V, f)

β
−→ (V2, f2)→ 0 eine kurze

exakte Sequenz von Isokristallen; dann gilt

Newton(V, f) ≤ min(Newton(V1, f1),Newton(V2, f2)) ;

ist (V, f) isoklin, so auch (V1, f1) und (V2, f2) mit

Newton(V1, f1) = Newton(V2, f2) = Newton(V, f) .

ii. Sei (V, f) isoklin, und sei (V ′, f ′) ein weiteres Isokristall mit

Newton(V, f) < Newton(V ′, f ′) ;

dann gibt es keine Homomorphismen 6= 0 zwischen (V, f) und (V ′, f ′)
(in beiden Richtungen).
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Beweis. i. Nach Satz 8.12 existiert ein Gitter M in V und Zahlen r ∈ N und
s ∈ Z mit f r(M) ⊆ πsM und Newton(V, f) = s

r . Dann sind M1 := α−1(M)
und M2 := β(M) Gitter in V1 bzw. V2 (Übungsaufgabe) mit f r

i (Mi) ⊆
πsMi. Somit gilt Newton(V, f) = s

r ≤
1
r ordMi f r

i ≤ Newton(Vi, fi).
Ist (V, f) isoklin, so können wir wegen Lemma 8.15 annehmen, daß

f r(M) = πsM und damit auch f r
i (Mi) = πsMi gilt. Wieder aus Lemma 8.15

folgt, daß die (Vi, fi) isoklin sind mit Newton(Vi, fi) = s
r = Newton(V, f).

ii. Sei α 6= 0 ein solcher Homomorphismus. Wir betrachten das Isokristall
(V1 := im(α), f1 := f ′|V1) bzw. (V1 := im(α), f1 := f |V1). Aus i. folgt dann
Newton(V, f) = Newton(V1, f1) ≥ Newton(V ′, f ′), was im Widerspruch zur
Voraussetzung steht.

Lemma 8.17. Für teilerfremde r ∈ N und s ∈ Z (insbesondere r = 1 im
Falle s = 0) besitzt das Standardisokristall Vs,r keine echten Unterisokristal-
le.

Beweis. Sei (V, f) ein Unterisokristall von Vs,r der Höhe 1 ≤ h ≤ r und der
Dimension d. Nach Lemma 8.16.i. ist (V, f) isoklin mit

d

h
= Newton(V, f) = Newton(Vs,r) =

s

r
.

Wegen der Teilerfremdheit von r und s muß r ein Teiler von h sein, also
r = h und damit V = Vs,r gelten.

Von jetzt ab werden wir A als vollständig voraussetzen. Für jedes Gitter

M in V ist dann die natürliche Abbildung M
∼=
−−→ lim
←−k

M/πkM ein Isomor-
phismus.

Satz 8.18. Sei A vollständig; es existieren eindeutig bestimmte isokline Un-
terisokristalle (V1, f1), . . . , (Vr, fr) ⊆ (V, f) mit

V =
t

⊕

i=1

Vi, f =
t

⊕

i=1

fi

und

Newton(V, f) = Newton(V1, f1) < Newton(V2, f2) < . . . < Newton(Vt, ft) .

Beweis. Per Induktion genügt es, die Existenz einer eindeutig bestimmten
Zerlegung

V = V1 ⊕ V ′
1
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in f -invariante Unterräume zu zeigen, so daß (V1, f |V1) isoklin ist und

Newton(V, f) = Newton(V1, f |V1) < Newton(V ′
1 , f |V ′

1)

gilt.
Existenz: Sei Newton(V, f) = s

r mit r ∈ N und s ∈ Z, und sei M ein
Gitter in V mit f r(M) ⊆ πsM (siehe Satz 8.12). Die Abbildung g := π−sf r

erfüllt dann g(M) ⊆M und induziert somit für jedes k ∈ N eine semilineare
Abbildung

gk : M/πkM −→M/πkM .

Zunächst fixieren wir ein k. Da M/πkM endliche Länge hat, müssen die
Ketten von A-Untermoduln

im(gk) ⊇ im(g2
k) ⊇ . . . ⊇ im(gi

k) ⊇ . . .

und
ker(gk) ⊆ ker(g2

k) ⊆ . . . ⊆ ker(gi
k) ⊆ . . .

in M/πkM stationär werden. Also existiert ein j = j(k) ≥ 1 mit

Mk,1 := im(gj
k) = im(gi

k) und M ′
k,1 := ker(gj

k) = ker(gi
k)

für alle i ≥ j. Es ergeben sich sofort folgende Eigenschaften:

a. gk(Mk,1) = gk(im(gj
k)) = im(gj+1

k ) = Mk,1.

b. gj
k(M

′
k,1) = gj

k(ker(g
j
k)) = {0};

c. gk(M
′
k,1) = gk(ker(g

j+1
k )) ⊆ ker(gj

k) = M ′
k,1;

Da Mk,1 endliche Länge hat, folgt aus a., daß

gk : Mk,1

∼=
−−→Mk,1

bijektiv ist. Wegen b. erhalten wir insbesondere

Mk,1 ∩M ′
k,1 = {0} .

Sei v̄ ∈ M/πkM ein beliebiges Element. Dann ist gj
k(v̄) = g2j

k (¯̄v) für ein
¯̄v ∈M/πkM und damit

v̄ = gj
k(¯̄v) + (v̄ − gj

k(¯̄v)) ∈Mk,1 + M ′
k,1 .
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Folglich gilt
M/πkM = Mk,1 ⊕M ′

k,1 .

Wenn k nun variert, prüft man leicht nach, daß diese Zerlegungen unter den
Projektionsabbildungen M/πk+1M −→ M/πkM kompatibel sind. Setzen
wir

M1 := lim
←−
k

Mk,1 und M ′
1 := lim

←−
k

M ′
k,1 ,

so erhalten wir also eine Zerlegung

M = M1 ⊕M ′
1

in g-invariante A-Untermoduln. Dabei gilt

d. g(M1) = M1;

e. gj(1)(M ′
1) ⊆ πM ′

1.

Wir definieren schließlich V1 := KM1 und V ′
1 := KM ′

1, was zu der Zerlegung

V = V1 ⊕ V ′
1

in g-invariante Unterräume führt. Offensichtlich ist M1 bzw. M ′
1 ein Gitter

in V1 bzw. V ′
1 . Wegen d. und Lemma 8.15 ist (V1, g|V1) isoklin mit erstem

Anstieg = 0; wegen e. gilt

Newton(V ′
1 , g|V ′

1) ≥
1

j(1)
> 0 = Newton(V1, g|V1) .

Nun ist aber
V = f(V1)⊕ f(V ′

1)

eine weitere Zerlegung in g-invariante Unterräume, wobei (f(V1), g|f(V1))
ebenfalls isoklin ist mit

Newton(f(V ′
1), g|f(V ′

1)) > 0 = Newton(f(V1), g|f(V1)) .

Aus Lemma 8.16 folgt dann, daß die zusammengesetzten Abbildungen

(V1, g|V1)
⊆
−−→ (V, g)

pr
−−→ (f(V ′

1), g|f(V ′
1))

und
(V ′

1 , g|V ′
1)

⊆
−−→ (V, g)

pr
−−→ (f(V1), g|f(V1))
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die Nullabbildungen sein müssen. Das bedeutet, daß V1 und V ′
1 sogar f -

invariant sind. Aus d. und e. ergibt sich jetzt

f r(M1) = πsM1 und f rj(1)(M ′
1) ⊆ πsj(1)+1M ′

1 .

Wieder wegen Lemma 8.15 ist also (V1, f |V1) isoklin mit

Newton(V, f) =
s

r
= Newton(V1, f |V1) <

sj(1) + 1

rj(1)
≤ Newton(V ′

1 , f |V ′
1) .

Eindeutigkeit: Das folgt aus Lemma 8.16 in der gleichen Weise wie eben
die f -Invarianz von V1 und V ′

1 .

Definition 8.19. Die Zahlen Newton(V1, f1), . . . ,Newton(Vt, ft) aus Satz
8.18 heißen die Anstiege des Isokristalls (V, f).

Mit den Bezeichnungen aus Satz 8.18 setze

λi := Newton(Vi, fi), hi := h(Vi, fi), di := d(Vi, fi) .

Es gilt

λi =
di

hi

und
h1 + . . . + ht = h, d1 + . . . + dt = d .

Man benutzt jetzt die Zahlenfolge

(µ1, . . . , µh) := (λ1, . . . , λ1, λ2, . . . , λ2, . . . , λt, . . . , λt) ,

wobei jedes λi genau hi-mal wiederholt wird, zur Definition der Funktion

Newton(V,f)(i) :=

{

0 für i = 0 ,
∑i

j=1 µj für 1 ≤ i ≤ h .

Durch lineares Verbinden der Punkte (i,Newton(V,f)(i)) in der Ebene R2

ergibt sich das Newton-Polygon von (V, f). Es beginnt im Punkt (0, 0) und
endet im Punkt (h, d). Offensichtlich lassen sich alle Zahlen hi, di, λi aus
diesem Polynom ablesen. Zum Beispiel sind die λi genau die Steigungen der
sukzessiven Geradenstücke:
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(0, 0)

(h1, d1)

(h, d)

Um auch die Struktur der isoklinen Isokristalle bestimmen zu können,
müssen wir weitere Voraussetzungen machen:

−A ist vollständig mit algebraisch abgeschlossenem Restklassen-

körper A/m der Charakteristik p > 0;

− σ(a) ≡ aq modm für alle a ∈ A und eine feste p-Potenz q > 1;

− es existiert ein Primelement π ∈ A mit σ(π) = π .

(DM)

Satz 8.20. Es gelte (DM); ist (V, f) ein isoklines σ-Isokristall mit Anstieg
= 0, so existiert eine K-Basis v1, . . . , vh von V mit f(vj) = vj für alle
1 ≤ j ≤ h.

Beweis. Sei M ein Gitter in V mit f(M) = M . Wir konstruieren die

gewünschte Basis als A-Basis von M . Wegen M
∼=
−−→ lim

←−k
M/πkM genügt

es, die gesuchten Basisvektoren als Elemente in lim
←−

M/πkM anzugeben.

Dementsprechend werden wir induktiv eine Folge {(v
(k)
1 , . . . , v

(k)
h )}k in Mh

konstruieren mit den Eigenschaften:

1. {v
(k)
1 mod πM, . . . , v

(k)
h modπM} ist eine A/m-Basis von M/πM ;

2. f(v
(k)
j ) ≡ v

(k)
j modπkM für alle 1 ≤ j ≤ h;

3. v
(k+1)
j ≡ v

(k)
j modπkM für alle 1 ≤ j ≤ h.

Der Induktionsanfang, also die Existenz von v
(1)
1 , . . . , v

(1)
h mit 1. - 3. folgt

sofort aus Satz 2.1. Seien nun v
(k)
1 , . . . , v

(k)
h mit 1. - 3. schon konstruiert.

52



Man überlege sich (Übungsaufgabe) zunächst, daß v
(k)
1 , . . . , v

(k)
h wegen 1.

eine A-Basis von M ist. Also haben wir

f(v
(k)
j )− v

(k)
j = πk

h
∑

i=1

aijv
(k)
i mit aij ∈ A .

Da der Restklassenkörper algebraisch abgeschlossen ist, finden wir Elemente
bij ∈ A mit

aij + σ(bij)− bij ≡ aij + bq
ij − bij ≡ 0 modm .

Setze

v
(k+1)
j := v

(k)
j + πk

h
∑

i=1

bijv
(k)
i .

Ersichtlich sind dann 1. und 3. per Konstruktion erfüllt. Für 2. berechnen
wir

f(v
(k+1)
j )− v

(k+1)
j

= f(v
(k)
j )− v

(k)
j + σ(π)k

h
∑

i=1

σ(bij)f(v
(k)
i )− πk

h
∑

i=1

bijv
(k)
i

= πk
h

∑

i=1

(aij + σ(bij)− bij)v
(k)
i + π2k

h
∑

i=1

h
∑

ℓ=1

σ(bij)aℓiv
(k)
ℓ

≡ 0 mod πk+1M .

Wegen 3. sind die Vektoren vj := (v
(k)
j + πkM)k in M ∼= lim

←−
M/πkM wohl-

definiert, wegen 1. bilden sie eine A-Basis von M und damit eine K-Basis
von V und wegen 2. erfüllen sie f(vj) = vj .

Satz 8.21. Es gelte (DM); sei (V, f) ein isoklines σ-Isokristall, und schreibe
Newton(V, f) = s

r mit teilerfremden r ∈ N und s ∈ Z; dann ist (V, f)
isomorph zu einer (endlichen) direkten Summe von Standardisokristallen
Vs,r.

Beweis. Nach Lemma 8.13 finden wir ein Gitter M in V mit f r(M) ⊆ πsM .
Aus s

r = d
h folgt

[πsM : f r(M)] = [M : f r(M)] − [M : πsM ] = rd− sh = 0

und damit f r(M) = πsM . Durch Anwendung von Satz 8.20 auf das Iso-
kristall (V, π−sf r), welches wegen Lemma 8.15 und Lemma 8.10 isoklin mit
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Anstieg = 0 ist, finden wir eine Basis v1, . . . , vh von V mit f r(vj) = πsvj .
Wir setzen Vj :=

∑r−1
i=0 Kf i(vj). Dann definiert

Vs,r −→ (Vj , f |Vj)

ei 7−→ f i−1(vj)

einen surjektiven Homomorphismus von Isokristallen, der wegen Lemma 8.17
sogar ein Isomorphismus sein muß. Also haben wir

V =

h
∑

j=1

Vj mit (Vj , f |Vj) ∼= Vs,r .

Wieder wegen Lemma 8.17 gilt entweder Vj ⊆
∑

i6=j Vi oder Vj ∩
∑

i6=j Vi =
{0}. Durch eventuelles Weglassen einiger Summanden läßt sich deswegen
obige Summendarstellung von V zu einer direkten Summe verkürzen.
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Teil II

Semilineare Algebra über dem

Robba-Ring

Wie bisher fixieren wir einen vollständigen diskreten Bewertungsring A mit
maximalem Ideal m = πA, Restklassenkörper k = A/m und Quotientenkör-
per K. Bezeichne |x| := e−v(x) die zur diskreten Bewertung v von A gehörige
Normfunktion auf K. Wir fixieren auch einen algebraischen Abschluß K̄ von
K. Nach Satz 4.3 setzt sich | | in eindeutiger Weise zu einer Normfunktion
auf K̄ fort, die wir ebenfalls mit | | bezeichnen.

9 Laurentreihen

Eine Laurentreihe (mit Koeffizienten in K) ist eine formale Reihe

F (T ) =
∑

n∈Z

anT n mit an ∈ K .

Für gegebene reelle Zahl 0 < δ ≤ ε heißt sie [δ, ε]-konvergent, falls gilt

lim
n→∞

|a−n|δ
−n = lim

n→∞
|an|ε

n = 0 .

Offensichtlich bilden die [δ, ε]-konvergenten Laurentreihen über K einen K-
Vektorraum A[δ,ε](K). Es gilt

A[δ,ε](K) ⊆ A[δ′ε′](K) für δ ≤ δ′ ≤ ε′ ≤ ε

und
A[δ,ε](K) =

⋂

δ≤ρ≤ε

A[ρ,ρ](K) .

Auf A[ρ,ρ](K) haben wir die Vektorraumnorm

‖F‖ρ := max
n∈Z

|an|ρ
n .

Übungsaufgabe 9.1. Für jedes x ∈ K̄ mit δ ≤ |x| ≤ ε ist die Reihe
F (x) :=

∑

n∈Z
anxn konvergent in K̄.

Lemma 9.2. A[δ,ε](K) ist ein Integritätsbereich bzgl. der Multiplikation
(

∑

n∈Z

bnT n
)(

∑

n∈Z

cnT n
)

:=
∑

n∈Z

(

∑

k+ℓ=n

bkcℓ

)

T n ;

dabei gilt ‖FG‖ρ = ‖F‖ρ · ‖G‖ρ für alle F,G ∈ A[δ,ε](K) und alle δ ≤ ρ ≤ ε.

55



Beweis. Es genügt, den Fall δ = ρ = ε zu betrachten. Wir setzen F (T ) :=
∑

n∈Z
bnT n, G(T ) :=

∑

n∈Z
cnT n und an :=

∑

k+ℓ=n bkcℓ. Offensichtlich
können wir ‖F‖ρ 6= 0 und ‖G‖ρ 6= 0 annehmen. Zu jedem C > 0 existiert
dann ein N ∈ N mit

|bi|ρ
i <

C

‖G‖ρ
und |ci|ρ

i <
C

‖F‖ρ

für alle i ∈ Z mit |i| ≥ N . Für n ∈ Z mit |n| ≥ 2N ergibt sich

|an|ρ
n ≤ max

k+ℓ=n
|bk|ρ

k · |cℓ|ρ
ℓ < C .

Also ist (FG)(T ) wieder [ρ, ρ]-konvergent. Assoziativgesetz und Distribu-
tivgesetz folgen unmittelbar aus der Definition der Multiplikation. Ebenso
ist die Ungleichung ‖FG‖ρ ≤ ‖F‖ρ · ‖G‖ρ eine direkte Folge der strikten
Dreiecksungleichung für | |. Für die umgekehrte Ungleichung seien k0 und
ℓ0 die kleinsten Indizes mit

|bk0 |ρ
k0 = ‖F‖ρ und |cℓ0 |ρ

ℓ0 = ‖G‖ρ .

Wir setzen n0 := k0 + ℓ0. Für n0 = k + ℓ gilt k ≤ k0 oder ℓ ≤ ℓ0. Ist k 6= k0

und ℓ 6= ℓ0, so folgt

|bk|ρ
k < ‖F‖ρ oder |cℓ|ρ

ℓ < ‖G‖ρ und damit |bkcℓ|ρ
n0 < ‖F‖ρ · ‖G‖ρ .

Also ist

‖FG‖ρ ≥ |an0 |ρ
n0 = |bk0 |ρ

k0 · |cℓ0 |ρ
ℓ0 = ‖F‖ρ · ‖G‖ρ .

Schließlich muß ‖FG‖ρ 6= 0 und somit FG 6= 0 gelten. Das bedeutet, daß
A[ρ,ρ](K) nullteilerfrei ist.

Wir fixieren nun ein 0 6= F (T ) =
∑

n∈Z
anT n in A[δ,ε](K) und betrachten

die Funktion

[δ, ε] −→ R>0

ρ 7−→ ‖F‖ρ .

Auf Grund des nachfolgenden Lemmas beschreibt sie sozusagen das Wachs-
tum der Funktion x 7−→ F (x) auf K̄.

Lemma 9.3. (Das Maximumprinzip)
Für ρ ∈ |K̄×| ∩ [δ, ε] gilt

‖F‖ρ = max{|F (x)| : x ∈ K̄, |x| = ρ} .
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Beweis. Ersichtlich können wir K durch eine endliche Erweiterung ersetzen,
ohne die Behauptung zu ändern. Deswegen können wir annehmen, daß ein
c ∈ K× existiert mit |c| = ρ. Dann ist auch 0 6= ‖F‖ρ = |a| für ein a ∈ K×.
Die Laurentreihe

G(T ) :=
∑

n∈Z

cnT n mit cn := a−1ancn

ist [1, 1]-konvergent mit ‖G‖1 = 1. Insbesondere liegen alle Koeffizienten cn

in A mit cn0 ∈ A× für mindestens ein n0 ∈ Z. Wegen v(cn) −→ ∞ für
n −→ ±∞ ist somit G(T ) mod m ein Laurentpolynom 6= 0 über k, d. h. es
existiert ein m ∈ N mit

0 6≡ TmG(T ) modm ∈ k[T ] .

Der Restklassenkörper von K̄ ist ein algebraischer Abschluß k̄ des Restklas-
senkörpers k (Übungsaufgabe). Weil k̄ stets unendlich ist, finden wir ein
b ∈ K̄ mit |b| = 1 = |G(b)|. Das bedeutet

1 = |G(b)| ≤ max{|G(x)| : x ∈ K̄, |x| = 1} ≤ ‖G‖1 = 1

und damit

‖F‖ρ = |a| · ‖G‖1 = max{|aG(x)| : x ∈ K̄, |x| = 1}

= max{|
∑

n∈Z

an(cx)n| : x ∈ K̄, |x| = 1}

= max{|F (x)| : x ∈ K̄, |x| = ρ} .

Definition 9.4. Ein ρ ∈ [δ, ε] heißt kritischer Radius für F , falls mindestens
zwei verschiedene Indizes n1, n2 ∈ Z existieren mit

‖F‖ρ = |an1 |ρ
n1 = |an2 |ρ

n2 .

Lemma 9.5. F besitzt höchstens endlich viele kritische Radien.

Beweis. Seien M,N ≥ 0 mit

|a−M |δ
−M = max

n≤0
|an|δ

n und |aN |ε
N = max

n≥0
|an|ε

n .

Sei δ < ρ < ε. Für n > N haben wir |an|ε
n ≤ |aN |ε

N und damit im Falle
aN 6= 0, daß

an = 0 oder
|an|

|aN |
ρn−N <

|an|

|aN |
εn−N ≤ 1, also stets |an|ρ

n < |aN |ρ
N .
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Analog ergibt sich im Falle a−M 6= 0, daß

|a−n|ρ
−n < |a−M |ρ

−M für n > M .

Für kritisches δ < ρ < ε muß also gelten

0 6= ‖F‖ρ = |an1 |ρ
n1 = |an2 |ρ

n2 mit geeigneten −M ≤ n1 < n2 ≤ N .

Folglich liegen die kritischen Radien 6= δ, ε in der endlichen Menge {ρ :
ρn2−n1 = |an1 |/|an2 |,−M ≤ n1 < n2 ≤ N, an1 , an2 6= 0}.

Seien nun δ < ρ1 < . . . < ρk < ε sämtliche kritischen Radien von F in
dem offenen Intervall (δ, ε). Wir setzen außerdem ρ0 := δ und ρk+1 := ε.
Das Argument im Beweis von Lemma 9.5 liefert die Existenz von ganzen
Zahlen M ≤ N , so daß für alle ρ ∈ [δ, ε] gilt

(11) ‖F‖ρ = max
M≤n≤N

|an|ρ
n > |an′ |ρn′

für alle n′ < M oder > N .

Lemma 9.6. Zu jedem 0 ≤ i ≤ k existiert (genau) ein ni ∈ Z mit

‖F‖ρ = |ani |ρ
ni für alle ρi < ρ < ρi+1 .

Beweis. Zu jedem n ∈ Z sei Un := {ρi < ρ < ρi+1 : ‖F‖ρ = |an|ρ
n}.

Wegen (11) bilden die UM , . . . , UN eine disjunkte Überdeckung des zusam-
menhängenden Intervalls (ρi, ρi+1). Ebenso folgt aus (11) leicht, daß jedes
Un eine offene Menge ist. Folglich muß (ρi, ρi+1) = Uni für ein geeignetes ni

gelten.

Die Formel (11) zeigt, daß es zweckmäßig ist, die logarithmische Version

wF : [log δ, log ε] −→ R

t 7−→ log ‖F‖et = max
n∈Z

(nt− v(an))

der Funktion ρ 7−→ ‖F‖ρ zu betrachten. Dann ist

wF (t) = max
M≤n≤N

(nt− v(an))

das Maximum von endlich vielen affin-linearen Funktionen. Folglich ist wF

stetig, konvex und stückweise linear. Wegen Lemma 9.6 ändert sich die Stei-
gung von wF genau an den Stellen log ρ1, . . . , log ρk. Wir setzen

n(F, ρ) := min{n ∈ Z : ‖F‖ρ = |an|ρ
n}
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und
N(F, ρ) := max{n ∈ Z : ‖F‖ρ = |an|ρ

n} .

Aus der Formel (11) folgt, daß die links- bzw. rechtsseitige Steigung der
Funktion wF im Punkte log ρ gleich n(F, ρ) bzw. N(F, ρ) ist. Ferner impli-
ziert die Konvexität von wF dann die Ungleichung

N(F, ρ) ≤ n(F, ρ′) für alle δ ≤ ρ < ρ′ ≤ ε.

Übungsaufgabe 9.7. Für F,G 6= 0 in A[ρ,ρ](K) gilt

n(FG, ρ) = n(F, ρ) + n(G, ρ) und N(FG, ρ) = N(F, ρ) + N(G, ρ)

(vgl. das Argument im Beweis von Lemma 9.2).

Definition 9.8. Ein Polynom 0 6= P ∈ K[T ] heißt ρ-dominant bzw. ρ-
extremal, falls N(P, ρ) = deg(P ) bzw. n(P, ρ) = 0 und N(P, ρ) = deg(P )
gilt.

Lemma 9.9. Für 0 6= P ∈ K[T ] sind äquivalent:

i. P ist ρ-dominant bzw. ρ-extremal;

ii. alle Nullstellen x ∈ K̄ von P erfüllen |x| ≤ ρ bzw. |x| = ρ.

Beweis. Sei d := deg(P ) und

P (T ) = b0 + . . . + bdT
d = bd(T − x1) . . . (T − xd) .

Insbesondere ist b0 = (−1)dbdx1 . . . xd.
ii. =⇒ i. Aus |xi| ≤ ρ folgt |bj | ≤ |bd|ρ

d−j , also |bj |ρ
j ≤ |bd|ρ

d, was
N(P, ρ) = d bedeutet. Gilt sogar |xi| = ρ, so ergibt sich zusätzlich |b0| =
|bd|ρ

d und damit n(P, ρ) = 0.
i. =⇒ ii. Der Übungsaufgabe 9.7 zu Folge sind ein einer Zerlegung P =

P1P2 mit P auch beide Faktoren Pi ρ-dominant bzw. ρ-extremal. Da au-
ßerdem eine endliche Erweiterung des Körpers K keinen Einfluß auf die
Behauptung hat, können wir also annehmen, daß deg(P ) = 1 gilt. In diesem
Falle ist die Implikation wegen b0 = −b1x1 offensichtlich.

Satz 9.10. (1. Divisionssatz)
Seien F (T ) =

∑

n≥0 anT n eine Potenzreihe in A[ρ,ρ](K) und P (T ) = b0 +

. . . + bdT
d ein ρ-dominantes Polynom vom Grade d > 0 in K[T ]; dann
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existieren eine eindeutig bestimmte Potenzreihe G ∈ A[ρ,ρ](K) und ein ein-
deutig bestimmtes Polynom Q vom Grade < d mit

F = PG + Q ;

darüberhinaus gilt

‖F‖ρ = max(‖Q‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G‖ρ) .

Beweis. Eindeutigkeit: Es gelte F = PG1 + Q1 = PG2 + Q2 und damit
P (G1 −G2) = Q2 −Q1. Im Falle G1 6= G2 folgt aus der Übungsaufgabe 9.7

d > deg(Q2 −Q1) ≥ N(Q2 −Q1, ρ) = N(P (G1 −G2), ρ)

= N(P, ρ) + N(G1 −G2, ρ) = d + N(G1 −G2, ρ)

≥ d ,

da die Potenzreihe G1−G2 natürlich N(G1−G2, ρ) ≥ 0 erfüllt. Dies ist ein
Widerspruch. Also muß G1 = G2 und dann auch Q1 = Q2 gelten.

Existenz: 1. Fall: Zunächst sei F ein Polynom vom Grade h. Wir be-
weisen die Existenz per Induktion nach h. Für h < d ist nichts zu zeigen
(setze G := 0 und Q := F ). Für h ≥ d setze G0(T ) := ahb−1

d T h−d. Dann
ist F0 := F − PG0 ein Polynom vom Grade < h. Nach Induktionsannahme
finden wir Polynome G1 und Q, letzteres vom Grade < d, mit

F0 = PG1 + Q und ‖F0‖ρ = max(‖Q‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G1‖ρ) .

Für G := G0 + G1 gilt dann F = PG + Q und

max(‖Q‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G‖ρ) ≤ max(‖Q‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G0‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G1‖ρ)

= max(‖F0‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G0‖ρ)

≤ max(‖F‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G0‖ρ)

= max(‖F‖ρ, |bd|ρ
d · |ahb−1

d |ρ
h−d)

= max(‖F‖ρ, |ah|ρ
h)

= ‖F‖ρ ,

wobei in der zweiten Ungleichung die Multiplikativität von ‖ ‖ρ aus Lemma
9.2 verwendet wird. Die strikte Dreiecksungleichung für ‖ ‖ρ zusammen mit
der Multiplikativität liefert direkt die umgekehrte Ungleichung.

2. Fall : Nun sei F eine beliebige Potenzreihe. Den 1. Fall anwendend
schreiben wir

anT n = PGn + Qn mit deg(Qn) < d und |an|ρ
n = max(‖Qn‖ρ, ‖P‖ρ‖Gn‖ρ)

60



für jedes n ≥ 0. Die letztere Normgleichung impliziert, daß

G :=
∑

n≥0

Gn und Q :=
∑

n≥0

Qn

bzgl. ‖ ‖ρ konvergente Reihen sind und unsere Behauptung erfüllen.

Satz 9.11. (2. Divisionssatz)
Seien F ∈ A[δ,ε](K), ρ ∈ [δ, ε] und P ein ρ-extremales Polynom vom Grade
d > 0; dann existieren eindeutig bestimmte G ∈ A[δ,ε](K) und Q ∈ K[T ]
vom Grade < d mit

F = PG + Q ;

darüberhinaus gilt

‖F‖ρ = max(‖Q‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G‖ρ) .

Beweis. Eindeutigkeit: Es gelte F = PG1 + Q1 = PG2 + Q2 mit Q1 6= Q2.
Aus P (G1−G2) = Q2−Q1 folgt dann unter Benutzung der Übungsaufgabe
9.7 der Widerspruch

d > deg(Q2 −Q1) ≥ N(Q2 −Q1, ρ)− n(Q2 −Q1, ρ)

= N(P (G1 −G2), ρ) − n(P (G1 −G2), ρ)

= N(P, ρ)− n(P, ρ) + N(G1 −G2, ρ)− n(G1 −G2, ρ)

≥ N(P, ρ)− n(P, ρ)

= d .

Existenz: Sei F = F− + F+ mit

F−(T ) =
∑

n<0

anT n und F+(T ) =
∑

n≥0

anT n .

Für jedes µ ∈ [δ, ε] gilt F± ∈ A[µ,µ](K) mit ‖F‖µ = max(‖F+‖µ, ‖F−‖µ).
Per Konstruktion ist F+ eine Potenzreihe. Zunächst sei µ ∈ [ρ, ε] beliebig.
Wegen Lemma 9.9 ist P µ-dominant. Wir können also den 1. Divisionssatz
9.10 anwenden und erhalten

F+ = PG+ + Q+

mit einer Potenzreihe G+ in A[µ,µ](K) und einem Polynom Q+ vom Grade
< d; dabei gilt

‖F+‖µ = max(‖Q+‖µ, ‖P‖µ · ‖G+‖µ) .
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Als Potenzreihe muß G+ sogar in A[δ,µ](K) liegen. Aus der Eindeutigkeits-
aussage im 1. Divisionssatz folgt dann, daß G+ und Q+ nicht von µ abhäng-
en. Insbesondere liegt G+ in A[δ,ε](K) mit

‖F+‖ρ = max(‖Q+‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G+‖ρ) .

Nun betrachten wir die Potenzreihe F ∗
−(T ) := T d−1F−(T−1) inA[ε−1,δ−1](K)

und das Polynom P ∗(T ) := T dP (T−1). Da die Nullstellen von P ∗ genau die
Inversen der Nullstellen von P sind (aus der ρ-Extremalität von P folgt
P (0) 6= 0 und P ∗(0) 6= 0), ist P ∗ µ-dominant für jedes µ ∈ [ρ−1, δ−1] nach
Lemma 9.9. Ganz analog wie eben erhalten wir also aus dem 1. Divisionssatz

F ∗
− = P ∗G∗

− + Q∗
−

mit einer Potenzreihe G∗
− in A[ε−1,δ−1](K) und einem Polynom Q∗

− vom
Grade < d; zudem gilt

ρ1−d · ‖F−‖ρ = ‖F ∗
−‖ρ−1 = max(‖Q∗

−‖ρ−1 , ‖P ∗‖ρ−1 · ‖G∗
−‖ρ−1)

= max(‖Q∗
−‖ρ−1 , ρ−d · ‖P‖ρ · ‖G

∗
−‖ρ−1) .

Sicherlich ist Q−(T ) := T d−1Q∗
−(T−1) ein Polynom vom Grade < d mit

‖Q−‖ρ = ρd−1 · ‖Q∗
−‖ρ−1 und G−(T ) := T−1G∗

−(T−1) ∈ A[δ,ε](K) mit
‖G−‖ρ = ρ−1 · ‖G∗

−‖ρ−1 . Also haben wir

‖F−‖ρ = max(‖Q−‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G−‖ρ)

und per Konstruktion
F− = PG− + Q− .

Setzen wir schließlich G := G− + G+ und Q := Q− + Q+, so erhalten wir
F = PG + Q mit

‖F‖ρ = max(‖F+‖ρ, ‖F−‖ρ)

= max(‖Q+‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G+‖ρ, ‖Q−‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G−‖ρ)

≥ max(‖Q‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G‖ρ)

und
‖F‖ρ ≤ max(‖Q‖ρ, ‖PG‖ρ) = max(‖Q‖ρ, ‖P‖ρ · ‖G‖ρ) .

Satz 9.12. Für 0 6= F ∈ A[δ,ε](K) gilt:
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i. F ∈ A[δ,ε](K)× ⇐⇒ n(F, δ) = N(F, ε);

ii. es existiert ein Polynom P vom Grade N(F, ε) − n(F, δ) und eine
Einheit u ∈ A[δ,ε](K)×, so daß F = Pu; dabei gilt:

a. P und u sind bis auf Skalarfaktoren eindeutig bestimmt;

b. sämtliche Nullstellen x ∈ K̄ von P erfüllen δ ≤ |x| ≤ ε.

Beweis. i. Zuerst sei F eine Einheit. Aus der Konvexität der Funktion wF

folgt n(F, δ) ≤ N(F, ε). Die Gleichheit ergibt sich dann unmittelbar mit
Hilfe der Übungsaufgabe 9.7.

Umgekehrt sei nun m := N(F, ε) = n(F, δ). Wir schreiben F = aTm(1−
G) mit a ∈ K× und G(T ) =

∑

n 6=0 bnT n ∈ A[δ,ε](K). Sicherlich ist aTm ∈

A[δ,ε](K)×. Andererseits folgt aus der Voraussetzung und der Konvexität
von wF , daß F keine kritischen Radien in [δ, ε] besitzt und deswegen gilt
max(‖G‖δ , ‖G‖ε) < 1. Das übliche Argument mit der geometrischen Reihe
liefert dann das Inverse

∑

n≥0 Gn von 1−G in A[δ,ε](K).
ii. Wir führen den Beweis der Existenz mit Induktion nach d := N(F, ε)−

n(F, δ). Der Induktionsanfang d = 0 wurde in i. gezeigt. Sei also d > 0.
Weiter sei ρ ∈ [δ, ε] ein kritischer Radius für F und

0 < h := N(F, ρ)− n(F, ρ) ≤ d .

Zwischenbehauptung: F = P̄G in A[δ,ε](K) mit einem ρ-extremalen Po-
lynom P̄ vom Grade h.

Durch Multiplikation mit T−n(F,ρ) können wir n(F, ρ) = 0 und N(F, ρ) =
h annehmen. Wir konstruieren nun induktiv eine bestimmte Folge von Po-
lynomen (Pm)m∈N mit

deg(Pm) = h und ‖F − Pm‖ρ < ‖F‖ρ .

Wegen unseren Annahmen über n(F, ρ) und N(F, ρ) folgt aus diesen Bedin-
gungen sofort:

Pm ist ρ-extremal mit ‖F‖ρ = ‖Pm‖ρ .

Sei F (T ) =
∑

n∈Z
anT n. Wir setzen P1(T ) :=

∑h
n=0 anT n. Aus unseren

Annahmen über n(F, ρ) und N(F, ρ) folgt deg(P1) = h und ‖F − P1‖ρ <
‖F‖ρ. Jetzt nehmen wir an, daß P1, . . . , Pm schon wie gewünscht konstruiert
seien. Durch Anwendung des 2. Divisionssatzes 9.11 erhalten wir

F = PmGm + Qm
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mit Gm ∈ A[δ,ε](K) und einem Polynom Qm vom Grade < h. Also hat

Pm+1 := Pm + Qm

ebenfalls den Grad h. Durch Anwendung der Eindeutigkeitsaussage im 2.
Divisionssatz auf die Identität

F − Pm = Pm(Gm − 1) + Qm

erhalten wir ferner

‖F − Pm‖ρ = max(‖Qm‖ρ, ‖Pm‖ρ · ‖Gm − 1‖ρ) .

Also ist

‖F − Pm+1‖ρ ≤ max(‖F − Pm‖ρ, ‖Qm‖ρ) = ‖F − Pm‖ρ < ‖F‖ρ .

Ferner ergibt sich
‖F − Pm‖ρ ≤ ‖F − P1‖ρ

und

‖Gm − 1‖ρ · ‖F‖ρ = ‖Gm − 1‖ρ · ‖Pm‖ρ ≤ ‖F − Pm‖ρ ≤ ‖F − P1‖ρ < ‖F‖ρ,

also

‖Gm − 1‖ρ ≤
‖F − P1‖ρ
‖F‖ρ

< 1

für alle m ∈ N. Ebenso können wir die Eindeutigkeitsaussage im 2. Divi-
sionssatz auf die Identität

Qm(Gm+1 − 1) = Pm(Gm −Gm+1)−Qm+1

anwenden und erhalten

‖Qm‖ρ ·
‖F − P1‖ρ
‖F‖ρ

≥ ‖Qm‖ρ · ‖Gm+1 − 1‖ρ

= max(‖Qm+1‖ρ, ‖Pm‖ρ · ‖Gm −Gm+1‖ρ)

= max(‖Qm+1‖ρ, ‖F‖ρ · ‖Gm −Gm+1‖ρ) .

Induktiv folgt daraus

‖Qm‖ρ ≤ ‖F − P1‖ρ ·

(

‖F − P1‖ρ
‖F‖ρ

)m−1
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und

‖Gm −Gm+1‖ρ ≤

(

‖F − P1‖ρ
‖F‖ρ

)m+1

für alle m ∈ N. Ersteres besagt, daß (Qm)m∈N bzgl. ‖ ‖ρ eine Nullfolge
ist. Also konvergiert die Folge (Pm)m∈N bzgl. ‖ ‖ρ gegen ein ρ-extremales
Polynom P̄ vom Grade h. Letzteres bedeutet, daß die Folge (Gm)m∈N in
A[ρ,ρ](K) gegen eine Laurentreihe G konvergiert. Aus den Relationen F =
PmGm + Qm folgt im Limes die Relation

F = P̄G

in A[ρ,ρ](K). Da P̄ ρ-extremal ist, können wir die Eindeutigkeitsaussage im
2. Divisionssatz ein drittes Mal anwenden um zu sehen, daß G in A[δ,ε](K)
liegen muß. Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen.

Unter Benutzung der Übungsaufgabe 9.7 haben wir

N(G, ε) − n(G, δ) = N(F, ε) − n(F, δ) − (N(P̄ , ε) − n(P̄ , δ))

= d− h < d .

Also können wir die Induktionsannahme auf G anwenden und erhalten so
die Existenz von P und u. Die Eigenschaft b. besitzt das Polynom P per
Konstruktion. Für die in a. behauptete Eindeutigkeit sei nun

F = Qv

eine weitere Zerlegung mit einem Polynom Q vom Grade deg(Q) = deg(P )
und einer Einheit v ∈ A[δ,ε](K)×. Sei L/K ein Zerfällungskörper für PQ.
Da A[δ,ε](L) ein Integritätsbereich ist, folgt aus der Identität Puv−1 = Q
in A[δ,ε](K) ⊆ A[δ,ε](L), daß ein x ∈ K̄ mit δ ≤ |x| ≤ ε mit der gleichen
Multiplizität als Nullstelle von P wie von Q auftritt. Wegen b. ist P also ein
Teiler von Q in K[T ]. Die Gradgleichheit impliziert schließlich Q = aP für
ein a ∈ K× und folglich (A[δ,ε](K) ist ein Integritätsbereich) v = a−1u.

Corollar 9.13. A[δ,ε](K) ist ein Hauptidealring.

Beweis. Wegen Satz 9.12.ii. gilt für jedes Ideal J ⊆ A[δ,ε](K), daß

J = A[δ,ε](K)(J ∩K[T ]) .

Aber J ∩K[T ] = K[T ]P ist ein Hauptidealring in K[T ].

Bemerkung 9.14. Aus dem Satz 9.12.ii. folgt auch, daß jedes 0 6= F ∈
A[δ,ε](K) höchstens endlich viele Nullstellen in K̄ besitzt.
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Übungsaufgabe 9.15. Durch

‖F‖δ,ε := max{‖F‖ρ : δ ≤ ρ ≤ ε}

= max(‖F‖δ , ‖F‖ε)

= max(max
n<0
|an|δ

n,max
n≥0
|an|ε

n)

wird auf A[δ,ε](K) eine Vektorraumnorm definiert; dabei gilt:

a. A[δ,ε](K) ist vollständig (also ein Banachraum) bzgl. ‖ ‖δ,ε;

b. ‖FG‖δ,ε ≤ ‖F‖δ,ε · ‖G‖δ,ε für alle F,G ∈ A[δ,ε](K);

c. die Laurentpolynome bilden einen bzgl. ‖ ‖δ,ε dichten Unterraum in
A[δ,ε](K).

Als nächstes setzen wir 0 < δ < ε voraus und studieren den Ring

A[δ,ε)(K) :=
⋂

δ≤ρ<ε

A[ρ,ρ](K) =
⋂

δ≤ε′<ε

A[δ,ε′](K) .

Einerseits ist dies natürlich ebenfalls ein Integritätsbereich. Andererseits
trägt er auch eine natürliche Vektorraumtopologie, nämlich die gröbste Vek-
torraumtopologie, bzgl. welcher aller Normen F 7−→ ‖F‖ρ für ρ ∈ [δ, ε) ste-
tig sind. Eine Folge (Fi)i∈N in A[δ,ε)(K) konvergiert gegen ein F ∈ A[δ,ε)(K)
genau dann, wenn limi→∞ ‖F − Fi‖ρ = 0 gilt für alle ρ ∈ [δ, ε). Aus der
Übungsaufgabe 9.15.a. folgt, daß A[δ,ε)(K) ebenfalls vollständig (also ein
Fréchetraum) ist. Allerdings läßt sich diese Topologie nicht durch eine ein-
zelne Vektorraumnorm beschreiben.

Bemerkung 9.16. i. In A[δ,ε)(K) ist jedes Hauptideal FA[δ,ε)(K) ab-
geschlossen;

ii. in A[δ,ε](K) ist jedes Ideal abgeschlossen.

Beweis. i. Wir können sicherlich F 6= 0 annehmen. Sei G̃ = limi→∞ FGi

in A[δ,ε)(K). Dann gilt limi→∞ ‖FGi − FGi+1‖ρ = 0 für alle ρ ∈ [δ, ε). Die
Multiplikativität von ‖ ‖ρ impliziert limi→∞ ‖Gi−Gi+1‖ρ = 0. Also ist (Gi)i
eine Cauchyfolge und konvergiert wegen der Vollständigkeit von A[δ,ε)(K)

gegen ein G ∈ A[δ,ε)(K). Es folgt G̃ = limi→∞ FGi = F · limi→∞ Gi = FG ∈
FA[δ,ε)(K).

ii. Wegen Corollar 9.13 läßt sich obiges Argument jetzt für jedes Ideal
durchführen.
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Aus beweistechnischen Gründen ist es zweckmäßig, eine Folge (εj)j∈N

mit δ < ε1 < . . . < εj < . . . < ε und limj→∞ εj = ε zu wählen. Dann gilt

. . . ⊆ A[δ,εj](K) ⊆ . . . ⊆ A[δ,ε1](K) und A[δ,ε)(K) =
⋂

j∈N

A[δ,εj](K) .

Die Topologie auf A[δ,ε)(K) wird durch die abzählbar vielen Normen ‖ ‖δ
und ‖ ‖εj für j ≥ 1 definiert.

Lemma 9.17. Ein 0 6= F (T ) =
∑

n∈Z
anT n ∈ A[δ,ε)(K) ist eine Einheit

genau dann, wenn ein n0 ∈ Z existiert mit

|an|δ
n < |an0 |δ

n0 und |an|ε
n ≤ |an0 |ε

n0 für alle n 6= n0 .

Beweis. Offensichtlich ist F eine Einheit in A[δ,ε)(K) genau dann, wenn es
eine Einheit in allen A[δ,εj](K) ist. Wegen Satz 9.12.i. ist Letzteres gleichbe-
deutend mit der Existenz eines n0 ∈ Z, so daß gilt

|an|ρ
n < |an0 |ρ

n0 für alle n 6= n0 und alle ρ ∈ [δ, ε) .

Es ist schließlich leicht zu sehen, daß diese Ungleichungen äquivalent zu den
behaupteten sind.

Satz 9.18. Jedes abgeschlossene Ideal J ⊆ A[δ,ε)(K) ist ein Hauptideal
J = FA[δ,ε)(K) erzeugt von einer Potenzreihe F .

Beweis. Es bezeichne Jj das von J in A[δ,εj](K) erzeugte Ideal. Also

J ⊆ . . . ⊆ Jj+1 ⊆ Jj ⊆ . . . ⊆ J1 .

1. Schritt: Es gilt J =
⋂

j∈N
Jj . Wegen der Abgeschlossenheit von J

genügt es zu zeigen, daß J dicht in
⋂

j Jj ist. Zunächst folgt aus der Übungs-
aufgabe 9.15.c., daß J dicht ist in jedem Jj : Ein beliebiges Element in Jj

schreibt sich nämlich als F1G1+ . . .+FmGm mit Fi ∈ J und Gi ∈ A[δ,εj](K).
Sei Gi = limn→∞ Gi,n mit Gi,n ∈ A[δ,ε)(K). Dann gilt Hn := F1G1,n + . . . +
FmGm,n ∈ J und F1G1 + . . . + FmGm = limn→∞ Hn. Ist nun H ∈

⋂

j Jj

ein beliebiges Element, so finden wir, wie eben gezeigt, zu jedem j ≥ 1 ein
Hj ∈ J mit ‖H −Hj‖δ,εj

< 1
j . Dann gilt

‖H −Hj′‖δ,εj
≤ ‖H −Hj′‖δ,εj′

<
1

j′
≤

1

j
für alle j′ ≥ j .

Das bedeutet H = limj→∞ Hj in A[δ,ε)(K).
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2. Schritt: Wir können natürlich J 6= {0} annehmen. Wegen Corollar
9.13 und Satz 9.12.ii. gilt dann für alle j ≥ 1, daß

Jj = PjA[δ,εj](K)

mit einem Polynom Pj ∈ K[T ], dessen sämtliche Nullstellen x ∈ K̄ die
Bedingung δ ≤ |x| ≤ εj erfüllen. Wir können ferner Pj(0) = 1 voraus-
setzen. Wegen Pj+1A[δ,εj](K) = PjA[δ,εj](K) zeigt das Argument für die
Eindeutigkeit im Beweis von Satz 9.12.ii., daß Pj in K[T ] ein Teiler von

Pj+1 ist. Sämtliche Nullstellen x ∈ K̄ des Polynoms Qj :=
Pj+1

Pj
erfüllen

εj < |x| ≤ εj+1. Außerdem ist Qj(0) = 1. Eine besonders einfache Situation
liegt vor, falls ein j0 ∈ N existiert mit Qj = 1 für alle j ≥ j0. Dann ist
Pj0 = Pj0+1 = Pj0+2 = . . . und damit

J =
⋂

j∈N

Jj =
⋂

j≥j0

Jj =
⋂

j≥j0

Pj0A[δ,εj](K)

= Pj0 ·
⋂

j≥j0

A[δ,εj](K) = Pj0A[δ,ε](K) .

Dabei wird in der vierten Identität benutzt, daß alle A[δ,εj](K) Integritätsbe-
reiche sind. Im Folgenden werden wir deswegen annehmen, daß deg(Qj) > 0
für unendlich viele j ∈ N gilt. In der Tat können wir dann durch Übergang
zu einer Teilfolge von (εj)j sogar voraussetzen, daß deg(Qj) > 0 für alle
j ∈ N gilt. Ziel dieses Schrittes ist es, die Pj zu Polynomen P ∗

j mit noch
“besseren” Eigenschaften abzuändern.

Zwischenbehauptung 1: Seien Q ∈ K[T ] mit Q(0) = 1 und ν > 0, so daß
sämtliche Nullstellen x ∈ K̄ von Q die Bedingung |x| > ν erfüllen; dann gilt
‖Q‖ν = 1 und Q ∈ A[µ,ν](K)× für alle 0 < µ ≤ ν.

Daß Q eine Einheit in A[µ,ν](K) sein muß, ergibt sich durch Anwendung
von Satz 9.12.ii. Ist Q(T ) = c0 + c1T + . . ., so folgt dann auch Satz 9.12.i.
die Existenz eines n0 ≥ 0 mit

|cn|ρ
n < |cn0 |ρ

n0 für alle 0 < ρ ≤ ν .

Wäre n0 > 0, so würden wir aber den Widerspruch 1 < |cn0 |ρ
n0 , also |cn0 | >

ρ−n0 für alle 0 < ρ ≤ ν erhalten. Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt.
Wir erhalten also

Qj ∈ A[µ,εj ](K)× für alle 0 < µ ≤ εj .

Wegen Qj(0) = 1 muß außerdem Q−1
j (T ) =

∑

n≥0 an,jT
n eine Potenzreihe

sein mit a0,j = 1. Da Qj eine Nullstelle x ∈ K̄ mit 0 < |x| < ε besitzt, kann
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Q−1
j aber nicht |x|-konvergent sein. Somit existiert

n(j) := min{n ∈ N : |an,j |ε
n > 1}

(denn sonst wäre |an,j||x|
n = |an,j|ε

n ·
( |x|

ε

)n
≤

( |x|
ε

)n
eine Nullfolge). Also

|an,j|ε
n ≤ 1 für alle 0 ≤ n < n(j) .

Wir setzen

Q̄j(T ) :=

n(j)−1
∑

n=0

an,jT
n ∈ K[T ] .

Aus Lemma 9.17 folgt Q̄j ∈ A[µ,ε)(K)×. Wir definieren

Q∗
j := QjQ̄j ∈ K[T ] ∩ A[µ,εj](K)× .

Zwischenbehauptung 2: ‖Q∗
j − 1‖ρ ≤

( ρ
εj

)n(j)
für alle 0 < ρ ≤ εj .

Zunächst stellen wir fest, daß wegen

Q∗
j − 1 = QjQ̄j − 1 = Qj(Q̄j −Q−1

j )

das Polynom Q∗
j von der Form

Q∗
j (T ) = 1 + bn(j),jT

n(j) + bn(j)+1,jT
n(j)+1 + . . .

ist. Andererseits ist Q∗
j (0) = 1 und Q∗

j ∈ A[µ,εj](K)× für alle 0 < µ ≤ εj .
Die Zwischenbehauptung 1 impliziert deswegen |bn,j|ε

n
j ≤ 1 für alle n ≥ 0.

Somit folgt

‖Q∗
j − 1‖ρ = max

n≥n(j)
|bn,j|ρ

n = max
n≥n(j)

|bn,j |ε
n
j ·

( ρ

εj

)n

≤ max
n≥n(j)

( ρ

εj

)n
=

( ρ

εj

)n(j)

für alle 0 < ρ ≤ εj .
Zwischenbehauptung 3: Die Folge (n(j))j∈N geht gegen ∞.
Mit Hilfe der Zwischenbehauptung 1 folgt

|an,j|ε
n
j ≤ ‖Q

−1
j ‖εj = ‖Qj‖

−1
εj

= 1

für alle n ≥ 0 und j ≥ 1. Das ist gleichbedeutend mit

v(an,j)− n log εj ≥ 0 bzw. v(an,j) ≥ n log εj .
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Sei nun ein beliebiges N ∈ N vorgegeben. Sei

dn := größte ganze Zahl < n log ε .

Dann existiert ein j0 ≥ 1 mit

dn < n log εj < n log ε für alle j ≥ j0 und 0 < n < N .

Wegen v(an,j) ∈ Z folgt aus v(an,j) ≥ n log εj dann aber

v(an,j) ≥ n log ε für alle j ≥ j0 und 0 ≤ n < N .

Letztere Ungleichung ist äquivalent zu |an,j|ε
n ≤ 1. Also erhalten wir

n(j) ≥ N für alle j ≥ j0 .

Damit sind die Zwischenbehauptungen 2 und 3 gezeigt.
Wir definieren nun die Polynome

P ∗
j := P1Q

∗
1 · . . . ·Q

∗
j−1 .

Wegen Q̄j ∈ A[δ,ε)(K)× gilt

P ∗
j A[δ,ε)(K) = P1Q1 · . . . ·Qj−1A[δ,ε)(K) = PjA[δ,ε)(K) .

Wir haben also neue Polynome P ∗
j mit

Jj = P ∗
j A[δ,εj](K)

für alle j ≥ 1 konstruiert.
3. Schritt: Die Folge (P ∗

j )j∈N konvergiert in A[δ,ε)(K) gegen eine Potenz-
reihe F . Seien also ρ ∈ [δ, ε) und C > 0 vorgegeben. Wähle j0 = j0(ρ) mit
ρ < εj0 . Die Zwischenbehauptung 2 impliziert dann ‖Q∗

j − 1‖ρ < 1 und
damit ‖Q∗

j‖ρ = 1 für alle j ≥ j0. Auf Grund der Zwischenbehauptungen 2
und 3 zusammen finden wir außerdem ein j1 ≥ j0, so daß

‖Q∗
j − 1‖ρ <

C

‖P ∗
j0
‖ρ

für alle j ≥ j1 .

Es folgt

‖P ∗
j+1 − P ∗

j ‖ρ = ‖Q∗
j − 1‖ρ · ‖Q

∗
j−1‖ρ · . . . · ‖Q

∗
j0‖ρ · ‖P

∗
j0‖ρ < C

für alle j ≥ j1. Somit ist (P ∗
j )j∈N eine Cauchyfolge inA[δ,ε)(K), welche wegen

der Vollständigkeit konvergent ist gegen ein F mit ‖F‖ρ = ‖P ∗
j0(ρ)‖ρ 6= 0.
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Ebenso konvergiert für jedes j ≥ 1 die Folge (Q∗
jQ

∗
j+1 . . . Q∗

j+i)i≥0 gegen ein
0 6= Fj ∈ A[δ,ε)(K), und es gilt

F = P ∗
j Fj .

Alle Q∗
j+i für i ≥ 0 sind Einheiten in A[δ,εj](K). Aus der Multiplikativität

der ‖ ‖ρ folgt, daß der Limes einer Folge von Einheiten entweder = 0 oder
ebenfalls eine Einheit ist. Also gilt Fj ∈ A[δ,εj](K)× und damit

FA[δ,εj](K) = P ∗
j A[δ,εj](K) = Jj .

Wir erhalten schließlich

J =
⋂

j

Jj =
⋂

j

FA[δ,εj](K) = F ·
⋂

j

A[δ,εj](K) = FA[δ,ε)(K) .

Lemma 9.19. Sei F ∈ A[δ,ε)(K), und seien Gj ∈ A[δ,εj](K) mit

Gj+1 −Gj ∈ FA[δ,εj](K) für alle j ≥ 1;

dann existiert ein G ∈ A[δ,ε)(K) mit

G−Gj ∈ FA[δ,εj](K) für alle j ≥ 1 .

Beweis. Die Annahme besagt

Gj+1 + FA[δ,εj+1](K) ⊆ Gj + FA[δ,εj](K)

für alle j ≥ 1. Auf Grund der Übungsaufgabe 9.15 und der Bemerkung
9.16.ii. ist jedes Gj + FA[δ,εj](K) ein vollständiger metrischer Raum (bzgl.
der von ‖ ‖δ,εj

induzierten Metrik), und obige Inklusionen sind stetig mit
dichtem Bild. In dieser Situation sagt der Satz von Mittag-Leffler aus der
allgemeinen Topologie, daß der Durchschnitt

⋂

j∈N
Gj + FA[δ,εj](K) nicht

leer ist. Jedes G aus diesem Durchschnitt erfüllt die Behauptung.

Satz 9.20. Jedes endlich-erzeugte Ideal J ⊆ A[δ,ε)(K) ist ein Hauptideal.

Beweis. Per Induktion können wir annehmen, daß J = < F,G > von zwei
Elementen F,G 6= 0 erzeugt wird. Nach Satz 9.18 ist der Abschluß von J
ein Hauptideal < H >. Es genügt zu zeigen, daß H ∈ J . Zunächst gilt
jedenfalls F = HF0 und G = HG0 mit F0, G0 ∈ A[δ,ε)(K). Das von F und
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G in A[δ,εj](K) erzeugte Ideal ist nach Bemerkung 9.16.ii. abgeschlossen in
A[δ,εj](K). Für jedes j ≥ 1 können wir also schreiben

H = AjF + BjG mit Aj, Bj ∈ A[δ,εj](K) .

In dem Integritätsbereich A[δ,εj](K) gilt dann

Aj+1F0 + Bj+1G0 = 1 = AjF0 + BjG0 ,

also
(Bj+1 −Bj)G0 = (Aj −Aj+1)F0

und damit

Bj+1 −Bj = (Bj+1 −Bj)AjF0 + (Bj+1 −Bj)BjG0

= (Bj+1 −Bj)AjF0 + (Aj −Aj+1)BjF0

∈ F0A[δ,εj](K) .

Gemäß Lemma 9.19 finden wir ein B ∈ A[δ,ε)(K) mit

B −Bj = CjF0 und Cj ∈ A[δ,εj](K)

für alle j ≥ 1. Es folgt

BG−H = H(BG0 − 1) = H((B −Bj)G0 −AjF0)

= H(CjG0 −Aj)F0 = (CjG0 −Aj)F

für alle j ≥ 1. Da die A[δ,εj](K) Integritätsbereiche sind, hängt D := CjG0−
Aj nicht von j ab und liegt in A[δ,ε)(K). Wir erhalten schließlich

H = −DF + BG ∈< F,G > = J .

Integritätsbereiche, in denen jedes endlich-erzeugte Ideal ein Hauptideal
ist, nennt man Bezoutringe.

Für jedes 0 6= F (T ) =
∑

n∈Z
anT n ∈ A[δ,ε)(K) haben wir die stückweise

lineare, stetige, konvexe Funktion

wF : [log δ, log ε) −→ R

t 7−→ max
n∈Z

(nt− v(an))

(deren Einschränkung auf jedes [log δ, log ε′] ⊆ [log δ, log ε) mit der zuvor
betrachteten Funktion wF zu F ∈ A[δ,ε′](K) übereinstimmt).

Im Folgenden interessieren wir uns besonders für den Fall ε = 1.
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Lemma 9.21. Für 0 6= F (T ) =
∑

n∈Z
anT n ∈ A[δ,1)(K) sind äquivalent:

i. Die Funktion ρ 7−→ ‖F‖ρ auf [δ, 1) ist (nach oben) beschränkt;

ii. die Funktion wF auf [log δ, 0) ist (nach oben) beschränkt;

iii. limρ→1 ‖F‖ρ <∞ bzw. limt→0 wF (t) <∞ existiert;

iv. wF besitzt nur endlich viele Steigungen;

v. es existiert ein C > 0 mit |an| ≤ C für alle n ∈ Z.

In diesem Falle gilt ‖F‖1 := supn∈Z |an| = maxn∈Z |an|.

Beweis. Die Implikation iv. =⇒ iii. ist offensichtlich. Die Bedingung iii. be-
deutet, daß sich ρ 7−→ ‖F‖ρ und wF zu stetigen Funktionen auf den abge-
schlossenen Intervallen [δ, 1] bzw. [log δ, 0] fortsetzen. Also gilt dann i. und
ii. Die Äquivalenz i. ⇐⇒ ii. ist wiederum offensichtlich. (Man beachte übri-
gens, daß wF als stückweise lineare und konvexe Funktion stets nach unten
beschränkt ist.)

i. =⇒ v. Nach Annahme existiert ein C > 0 mit ‖F‖εj ≤ C für alle
j ≥ 1, d. h. |an|ε

n
j ≤ C für alle n ∈ Z und j ≥ 1. Durch Limesübergang

erhalten wir |an| ≤ C für alle n ∈ Z.
v. =⇒ iv. Die Menge der Steigungen von wF ist die nach unten durch

N(F, δ) beschränkte Menge der ganzen Zahlen n(F, ρ) ≤ N(F, ρ) für ρ ∈
(δ, 1). Es genügt also zu zeigen, daß die Menge der N(F, ρ) nach oben be-
schränkt ist. Nach Annahme existiert ein C > 0 mit v(an) ≥ − log C für alle
n ∈ Z. Da die v(an) ganze Zahlen sind, folgt infn∈Z v(an) = minn∈Z v(an).
Das beweist den Zusatz. Man beachte zusätzlich, daß wegen der δ-Konver-
genz von F natürlich limn→−∞ |an| = 0 gilt. Sei nun n0 ∈ Z minimal mit
|an0 | ≥ |an| für alle n ∈ Z. Für jedes ρ ∈ [δ, 1) und jedes n > n0 haben wir
dann

an = 0 oder
|an|

|an0 |
ρn−n0 <

|an|

|an0 |
≤ 1, also stets |an|ρ

n < |an0|ρ
n0 .

Daraus folgt N(F, ρ) ≤ n0.

Aus Lemma 9.21.v. folgt leicht, daß

Ab
[δ,1)(K) := {F ∈ A[δ,1)(K) : wF hat nur endlich viele Steigungen}

ein Unterring von A[δ,1)(K) ist, welcher A[δ,1](K) enthält.
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Bemerkung 9.22. ‖ ‖1 ist eine Vektorraumnorm auf Ab
[δ,1)(K) mit

‖FG‖1 = ‖F‖1 · ‖G‖1

für alle F,G ∈ Ab
[δ,1)(K).

Beweis. Aus Lemma 9.21 folgt, daß ‖ ‖1 eine Vektorraumnorm ist, für welche

‖F‖1 = lim
ρ−→1

‖F‖ρ

gilt. Also ist die Multiplikativität von ‖ ‖1 eine Konsequenz der Multiplika-
tivität der ‖ ‖ρ.

Lemma 9.23. Ab
[δ,1)(K)× = A[δ,1)(K)×.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma 9.17.

Satz 9.24. Ab
[δ,1)(K) ist ein Hauptidealring, in dem jedes Ideal von einem

Polynom erzeugt wird.

Beweis. Als Unterring des Integritätsbereiches A[δ,1)(K) ist Ab
[δ,1)(K) natür-

lich ebenfalls ein Integritätsbereich. Wir betrachten zunächst ein Hauptideal
J = < F > in Ab

[δ,1)(K). Da wF nur endlich viele Steigungen hat, folgt aus

Satz 9.12.ii., daß ein j0 ≥ 1 existiert, so daß F keine Nullstellen x ∈ K̄ mit
εj0 < |x| < 1 besitzt. Mit dieser Information gehen wir in den 2. Schritt des
Beweises von Satz 9.18 und sehen, daß wir in dem einfachen Fall sind, wo
(mit den dortigen Bezeichnungen) Qj = 1 für alle j ≥ j0 gilt. Es folgt

FA[δ,1)(K) = Pj0A[δ,1)(K)

und wegen Lemma 9.23 also

J = FAb
[δ,1)(K) = Pj0A

b
[δ,1)(K) .

Ein beliebiges Ideal J ⊆ Ab
[δ,1)(K) erfüllt deswegen

J = (J ∩K[T ])Ab
[δ,1)(K)

und muß also ein von einem Polynom erzeugtes Hauptideal sein.
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10 Der Robba-Ring

Für 0 < δ′ < δ < 1 ist
A[δ′,1)(K) ⊆ A[δ,1)(K)

eine Inklusion von Integritätsbereichen. Deswegen ist

RK :=
⋃

0<δ<1

A[δ,1)(K)

ebenfalls ein Integritätsbreich. Man nennt RK den Robba-Ring (über K).

Satz 10.1. RK ist ein Bezoutring.

Beweis. Sei J ⊆ RK ein Ideal, daß von endlich vielen Elementen F1, . . . , Fm

erzeugt wird. Dann existiert ein 0 < δ < 1 mit F1, . . . , Fm ∈ A[δ,1)(K). Nach
Satz 9.20 gilt

m
∑

i=1

FiA[δ,1)(K) = FA[δ,1)(K)

und damit auch J = < F >.

Analog bilden wir die Unterringe

Rb
K :=

⋃

0<δ<1

Ab
[δ,1)(K)

=
{

∑

n∈Z

anT n ∈ RK : {|an|}n∈Z ist beschränkt
}

und
Rint

K :=
{

∑

n∈Z

anT n ∈ RK : |an| ≤ 1 für alle n ∈ Z
}

.

Also
Rint

K ⊆ R
b
K ⊆ RK .

Satz 10.2. Rb
K ist ein Körper.

Beweis. Sei 0 6= F (T ) =
∑

n∈Z
anT n ∈ Rb

K . Auf Grund von Lemma 9.21.iv.
existiert ein 0 < δ < 1, so daß F ∈ Ab

[δ,1)(K) mit n0 := n(F, δ) = N(F, ρ) für

alle δ ≤ ρ < 1. Also gilt |an|ρ
n < |an0 |ρ

n0 für alle n 6= n0 und alle δ ≤ ρ < 1.
Durch Limesübergang folgt |an| ≤ |an0 | für alle n ∈ Z. Nach Lemma 9.17
ist F somit eine Einheit in A[δ,1)(K), wegen Lemma 9.23 also schon eine

Einheit in Ab
[δ,1)(K) und damit in Rb

K .
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Bemerkung 10.3. R×
K = (Rb

K)×.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 9.23.

Offensichtlich existiert für jedes F ∈ Rb
K eine geeignete Potenz πm, so

daß πmF in Rint
K liegt. Insbesondere ist Rb

K der Quotientenkörper von Rint
K .

Aus Bemerkung 9.22 folgt, daß

ω : Rb
K \ {0} −→ Z

∑

n∈Z

anT n 7−→ min
n∈Z

v(an)

eine diskrete Bewertung ist, d. h. die Eigenschaften (I) - (III) aus Ab-
schnitt 3 besitzt. Offensichtlich ist Rint

K der zugehörige diskrete Bewertungs-
ring (vgl. Lemma 3.4). Jedes Primelement von A ist auch ein Primelement
für Rint

K . Einerseits erfüllen alle Laurentreihen
∑

n∈Z
anT n in RK die Be-

dingung limn→−∞ v(an) = ∞. Andererseits ist jede Laurentreihe der Form
∑

n≥n0
anT n mit beschränkter Menge {|an|}n≥n0 inRb

K enthalten. Deswegen

ist der Restklassenkörper von Rint
K gleich k((T )). Der diskrete Bewertungs-

ring Rint
K ist nicht vollständig. Die Komplettierung von Rint

K bzw. Rb
K wird

mit E int
K bzw. EK bezeichnet.

Lemma 10.4. EK ist der Körper aller Laurentreihen
∑

n∈Z
anT n, deren

Koeffizienten an ∈ K eine beschränkte Menge bilden und limn→−∞ v(an) =
∞ erfüllen; die diskrete Bewertung ω von EK ist gegeben durch

ω
(

∑

n∈Z

anT n
)

:= min
n∈Z

v(an) .

Beweis. Dis Existenz des Minimums in der Formel für ω folgt aus der Tat-
sache, daß die v(an) ganze Zahlen sind. Offensichtlich bilden die in der Be-
hauptung genannten Laurentreihen einen K-Vektorraum ẼK der durch

‖F‖1 := e−ω(F )

normiert ist. Es ist auch klar, daß ẼK den Körper Rb
K enthält. Sei F (T ) =

∑

n∈Z
anT n ∈ ẼK ein beliebiges Element. Die Fi(T ) :=

∑

n≥−i anT n liegen

für jedes i ∈ N in Rb
K . Wegen

lim
i→∞
‖F − F‖1 = lim

i→∞
max
n<−i

|an| = 0

liegt Rb
K also dicht in ẼK . Um EK = ẼK zu beweisen, bleibt also nur

noch zu zeigen, daß ẼK bzgl. ‖ ‖1 vollständig ist. Sei (Gi)i∈N mit Gi(T ) =
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∑

n∈Z
an,i T n eine Cauchyfolge in ẼK . Dann ist (an,i)i∈N für jedes n ∈ Z ei-

ne Cauchyfolge in K, welche also gegen ein an ∈ K konvergiert. Wir setzen
G(T ) :=

∑

n∈Z
anT n. Sei C > 0 vorgegeben. Es existiert ein i0 ∈ N mit

‖Gi+1 −Gi‖1 ≤ C und damit ‖Gj −Gi‖1 ≤ C für alle j > i ≥ i0 .

Aus maxn∈Z |an,j − an,i| ≤ C für alle j > i ≥ i0 folgt durch Übergang zum
Limes bzgl. j −→∞, daß auch

(12) sup
n∈Z

|an − an,i| ≤ C für alle i ≥ i0

gilt. Wegen limn→−∞ |an,i0| = 0 existiert außerdem ein n0 ≤ 0 mit

(13) |an,i0 | ≤ C für alle n ≤ n0 .

Insbesondere impliziert (12), daß

|an| ≤ max(|an − an,i0|, |an,i0 |) ≤ max(C, ‖Gi0‖1) für alle n ∈ Z,

und (12) und (13) zusammen, daß

|an| ≤ max(|an − an,i0|, |an,i0 |) ≤ C für alle n ≤ n0 .

Ersteres bedeutet, daß die Koeffizienten an eine beschränkte Menge in K
bilden, und Letzteres, daß limn→−∞ |an| = 0. Also liegt G in ẼK . Wiederum
aus (12) folgt nun, daß die Folge (Gi)i∈N bzgl. ‖ ‖1 gegen G konvergiert.

Ein diskreter Bewertungsring, der die Behauptung des Henselschen Lem-
mas 4.1 erfüllt, wird henselsch genannt. In der kommutativen Algebra be-
weist man das folgende Resultat.

Lemma 10.5. (Nagata)
Für einen diskreten Bewertungsring B mit maximalem Ideal n sind äquiva-
lent:

i. B ist henselsch;

ii. jedes normierte Polynom T d + bd−1T
d−1 + . . . + b1T + b0 in B[T ] mit

b0 ∈ n und b1 6∈ n besitzt eine Nullstelle in n;

iii. jedes normierte Polynom T d+bd−1T
d−1+ . . .+b0 in B[T ] mit bd−1 6∈ n

und bd−2, . . . , b0 ∈ n besitzt eine Nullstelle in −bd−1 + n.

Satz 10.6. Rint
K ist henselsch.
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Beweis. Wir wollen das Lemma 10.5 benutzen. Sei also P (Z) = Zd +
bd−1Z

d−1 + . . . + b0 ein Polynom in Rint
K [Z] mit bd−1 6≡ 0 modπ und bd−2 ≡

. . . ≡ b0 ≡ 0 mod π. Wir haben zu zeigen, daß ein x ∈ Rint
K existiert mit

P (x) = 0 und x ≡ −bd−1 mod π. Durch Übergang von P (Z) zu dem Poly-
nom (−bd−1)

−dP (−bd−1Z) können wir bd−1 = −1 annehmen. Auf Grund des
Henselschen Lemmas 4.1 existiert jedenfalls genau ein x ∈ E int

K mit P (x) = 0
und x ≡ 1 modπ. Um zu zeigen, daß x schon in Rint

K liegt, verwenden wir
das Newtonsche Approximationsverfahren. Zunächst halten wir fest, daß für
jedes y ∈ Rint

K mit y ≡ 1 modπ gilt

P ′(y) ≡ dyd−1 − (d− 1)yd−2 ≡ 1 modπ .

Durch die rekursive Definition

x1 := 1 und xi+1 := xi −
P (xi)
P ′(xi)

erhalten wir also eine Folge (xi)i≥1 in 1 + πRint
K . Induktiv zeigen wir, daß

P (xi) ≡ 0 modπi und xi+1 ≡ xi modπi

gilt. Letzteres folgt unmittelbar aus Ersterem. Aus der binomischen Formel
ergibt sich leicht

P (Z0 + Z1π
i) ≡ P (Z0) + P ′(Z0)Z1π

i modπi+1 .

Insbesondere erhalten wir

P (xi+1) = P
(

xi −
P (xi)
P ′(xi)

)

= P
(

xi + −P (xi)
πiP ′(xi)

πi
)

≡ P (xi)−
P (xi)

πi πi ≡ 0 modπi+1 .

Also ist (xi)i≥1 eine Cauchyfolge, welche in E int
K gegen x konvergiert.

Nach Annahme gilt ‖bj‖1 ≤ |π| < 1 für 0 ≤ j ≤ d − 2. Wegen Lemma
9.21.iii. finden wir deswegen ein 0 < δ1 < 1 mit bj ∈ A

b
[δ1,1)(K) und ‖bj‖ρ < 1

für alle 0 ≤ j ≤ d − 2 und alle ρ ∈ [δ1, 1). Sämtliche Koeffizienten b der
Polynome P (Z) und P ′(Z) erfüllen dann b ∈ Ab

[δ1,1)(K) mit ‖b‖ρ ≤ 1 für

alle ρ ∈ [δ1, 1). Wir fixieren eine strikt aufsteigende Folge δ1 < . . . < δi <
. . . < δ < 1 und zeigen induktiv, daß

xi ∈ A
b
[δi,1)

(K) mit ‖xi‖ρ ≤ 1 für alle ρ ∈ [δi, 1)

gilt. Trivialerweise hat x1 = 1 diese Eigenschaften. Aus der Induktionsan-
nahme folgt

P (xi), P
′(xi) ∈ A

b
[δi,1)

(K) mit ‖P (xi)‖ρ, ‖P
′(xi)‖ρ ≤ 1 für alle ρ ∈ [δi, 1) .
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Andererseits impliziert die Kongruenz P ′(xi) ≡ 1 mod π aber ‖P ′(xi)‖ρ ≥ 1
für alle ρ ∈ [δi, 1). Es folgt ‖P ′(xi)‖ρ = 1 für alle ρ ∈ [δi, 1) was bedeutet,
daß die Funktion wP ′(xi) auf [log δi, 0) konstant gleich 0 ist. Mit Satz 9.12.i.

und Lemma 9.23 erhalten wir P ′(xi) ∈ A[δi+1,1)(K)× = Ab
[δi+1,1)(K)×. Mit

xi liegt dann auch xi+1 in Ab
[δi+1,1)(K) und erfüllt

‖xi+1‖ρ ≤ max(‖xi‖ρ,
‖P (xi)‖ρ
‖P ′(xi)‖ρ

) ≤ 1

für alle ρ ∈ [δi+1, 1). Insgesamt ist also (xi)i≥1 jedenfalls eine Folge in
Ab

[δ,1)(K) mit ‖xi‖δ ≤ 1 für alle i ≥ 1. Sei xi(T ) =
∑

n∈Z
an,iT

n und

x(T ) =
∑

n∈Z
anT n. Aus

1 ≥ ‖xi‖δ ≥ |an,i|δ
n = |an,i|ρ

n ·
(

δ
ρ

)n

folgt im Limes bzgl. i die Ungleichung

|an|ρ
n ≤

(

δ
ρ

)−n

und damit
lim

n→−∞
|an|ρ

n = 0 für alle δ < ρ < 1 .

Andererseits folgt aus |an| ≤ 1 natürlich limn→∞ |an|ρ
n = 0 für alle 0 < ρ <

1. Für alle δ < ρ < 1 ist x also ρ-konvergent und liegt damit in Rint
K .

Satz 10.7. Sei A = W (k) der Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in
einem perfekten Körper k der Charakteristik p > 0; dann ist E int

K isomorph
zum Cohen-Unterring von W (k((T ))) zur Liftung {τ(T )} der p-Basis {T}
des Körpers k((T )).

Beweis. Wir können den Beweis weitestgehend axiomatisch führen. Der
vollständige diskrete Bewertungsring B := E int

K hat das maximale Ideal pB.
Es bezeichne σ0 := F den Frobenius-Automorphismus von A = W (k). Wie
wir im Abschnitt 12 ausführlich besprechen werden, ist dann

σ : B −→ B
∑

n∈Z

anT n 7−→
∑

n∈Z

σ0(an)T pn

ein Ringendomorphismus von B mit den Eigenschaften

σ(b) ≡ bp mod pB für alle b ∈ B

79



und
ω ◦ σ = ω .

Somit erfüllt B insbesondere die Voraussetzungen von Lemma 5.3.i. und
Satz 5.5. Zusammen mit Satz 5.9.ii. erhalten wir die Ringmonomorphismen

B

b7→(b,σ(b),σ2(b),...)

��
W (B)

ΦB

∼=
// B′ ⊆ BN0 .

Also gibt es genau einen Ringmonomorphismus

s : B −→W (B)

b 7−→ (b0, b1, . . .) mit σn(b) = Φn(b0, . . . , bn) für alle n ≥ 0 .

Das Kompositum

s0 : B
s
−→W (B)

pr
−−→W (B/pB)

ist immer noch injektiv. Sei nämlich s0(b) = 0 und s(b) = (b0, b1, . . .). Dann
gilt bn ∈ pB und wegen Lemma 5.2.i.

σn(b) = Φn(b0, . . . , bn) ≡ Φn(0, . . . , 0) = 0 mod pn+1B

für alle n ≥ 0. Es folgt ω(b) = ω(σn(b)) > n für alle n ≥ 0 und damit b = 0.
Offensichtlich ist das Diagramm

B
s0 //

pr
""DD

DD
DD

DD
D

W (B/pB)

Φ0yyrrrrrrrrrr

B/pB

kommutativ. Also ist s0(B) ein Cohen-Unterring von W (B/pB). Anderer-
seits ist {T} eine p-Basis von B/pB = k((T )). Wegen

σn(T ) = T pn
= Φn(T, 0, . . . , 0)

gilt s0(T ) = τ(T ). Die behauptete Charakterisierung des Cohen-Unterringes
s0(B) folgt deswegen aus Satz 7.3.
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11 HN-Anstiege

In diesem Abschnitt wollen wir der Einfachheit halber die Angabe des Kör-
pers K in unseren Notationen weglassen. Wir haben also die beiden Ringe

Rb ⊆ R .

Dabei ist R ein Bezoutring undRb ein diskret bewerteter Körper mit diskre-
ter Bewertung ω und diskretem Bewertungsring Rint. Wichtig im Folgenden
ist die Eigenschaft (Bemerkung 10.3)

(14) R× = (Rb)× .

Für diesen Abschnitt sei σ : R −→ R ein beliebiger injektiver Ringendo-
morphismus mit

σ(Rb) ⊆ Rb und ω ◦ σ = ω .

Allerdings wollen wir das folgende Axiom fordern: Für jedes n ∈ N und jede
Matrix A ∈Mn(Rint) ist die Abbildung

(R/Rb)n
∼=
−−→ (R/Rb)n

v + (Rb)n 7−→ v −Aσ(v) + (Rb)n
(Bij)

bijektiv. Wie üblich ist hier die Anwendung von σ auf einen Spaltenvektor
(bzw. später ebenso auf eine Matrix) komponentenweise zu verstehen.

Bemerkung 11.1. Mit σ erfüllt auch σr für alle r ∈ N das Axiom (Bij).

Beweis. Das Axiom (Bij) angewendet auf die nr × nr-Matrix

Ã :=















0 A
En 0

. . .

0
0 En 0















ergibt die Bijektivität der Abbildung

(v0, . . . ,vr−1) 7−→ (v0−Aσ(vr−1),v1−σ(v0),v2−σ(v1), . . . ,vr−1−σ(vr−2))

auf (R/Rb)nr. Sei nun v ∈ Rn mit v − Aσr(v) ∈ (Rb)n. Wir setzen vi :=
σi(v) für 0 ≤ i ≤ r − 1. Dann ist

v0−Aσ(vr−1) ∈ (Rb)n,v1−σ(v0) = v2−σ(v1) = . . . = vr−1−σ(vr−2) = 0 .
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Also folgt v0, . . . ,vr−1 ∈ (Rb)n und insbesondere v ∈ (Rb)n. Andererseits
sein ein w ∈ Rn vorgegeben. Wir finden v0, . . . ,vr−1 ∈ R

n mit

w ≡ v0 −Aσ(vr−1) mod (Rb)n

und

v1 − σ(v0) ≡ v2 − σ(v1) ≡ . . . ≡ vr−1 − σ(vr−2) ≡ 0 mod (Rb)n .

Letzteres bedeutet

vr−1 ≡ σr−1(v0) mod (Rb)n .

Also erhalten wir
w ≡ v0 −Aσr(v0) mod (Rb)n .

Im Abschnitt 1 haben wir den Begriff der etalen σ-linearen Abbildung
über dem Körper Rb eingeführt. Über dem Ring R tun wir das in ganz
analoger Weise. Sei V ein freier R-Modul von endlichem Rang h := rank(V ).
Eine additive Abbildung f : V −→ V heißt σ-linear wenn gilt

f(av) = σ(a)f(v) für alle a ∈ R und v ∈ V .

Bzgl. jeder Basis von V können wir dann wie zuvor die Matrix Af ∈Mh(R)
zu f bilden. Bei Übergang zu einer anderen Basis mit Basiswechselmatrix
B ∈ GLh(R) geht Af über in B−1Afσ(B). Die Abbildung f heißt etal, wenn
Af ∈ GLh(R) invertierbar ist.

Definition 11.2. Ein σ-Modul ist ein Paar (V, f) bestehend aus einem frei-
en R-Modul V von endlichem Rang und einer etalen σ-linearen Abbildung
f : V −→ V .

Für jeden σ-Modul (V, f) ist det(Af ) wegen (14) eine Einheit in R× =
(Rb)×, und wir können die von der Basiswahl unabhängige ganze Zahl

deg(V, f) := ω(det(Af ))

bilden; sie heißt der Grad von (V, f).

Definition 11.3. Für einen σ-Modul (V, f) mit V 6= {0} heißt

µ(V, f) :=
deg(V, f)

rank(V )

der HN-Anstieg von (V, f).
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Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Abbildung f gemeint
ist, schreiben wir manchmal einfach deg(V ) bzw. µ(V ) statt deg(V, f) bzw.
µ(V, f).

Sei (V, f) ein σ-Modul. Ein σ-Untermodul von (V, f) ist ein R-Untermo-
dul V ′ ⊆ V mit f(V ′) ⊆ V ′ und so, daß (V ′, f |V ′) wieder ein σ-Modul ist.

Definition 11.4. Ein σ-Modul (V, f) mit V 6= {0} heißt semistabil, wenn
für jeden σ-Untermodul V ′ 6= {0} von (V, f) gilt

µ(V ′, f |V ′) ≥ µ(V, f) .

Das Axiom (Bij) geht ein in den Beweis der folgenden grundlegenden
Tatsache.

Lemma 11.5. Sei (V, f) ein σ-Modul 6= {0} und V ′ ⊂ V ein echter σ-
Untermodul mit rank(V ′) = rank(V ); dann gilt

µ(V ′, f |V ′) > µ(V, f) .

Beweis. Sei v1, . . . , vh bzw. v′1, . . . , v
′
h eine Basis von V bzw. V ′; sei Af bzw.

A′
f die zugehörige Matrix zu f bzw. f |V ′. Wir haben

ω(det(A′
f )) > ω(det(Af ))

zu zeigen. Bezeichne B ∈ Mh(R) die Matrix, welche die v′i durch die Basis
v1, . . . , vh ausdrückt. Dann gilt det(B) 6= 0 und Afσ(B) = BA′

f , also

det(B)−
[

det(Af ) · det(A′
f )−1

]

σ(det(B)) = 0 .

Ist ω(det(A′
f )) ≤ ω(det(Af )), so folgt det(Af ) · det(A′

f )−1 ∈ Rint. Der Fall

n = 1 des Axioms (Bij) impliziert dann det(B) ∈ Rb \ {0} ⊆ R×. Also
ist B ∈ GLh(R) invertierbar und folglich V ′ = V im Widerspruch zur
Voraussetzung.

Ist für einen freien R-Untermodul U ⊆ V mit f(U) ⊆ U auch der Fak-
tormodul V/U frei, so sind sowohl (U, f |U) als auch V/U mit der von f
induzierten σ-linearen Abbildung f̄ wiederum σ-Moduln. Dabei gilt

rank(V ) = rank(U) + rank(V/U)

und
deg(V, f) = deg(U, f |U) + deg(V/U, f̄) ,

folglich

µ(V ) = µ(U)
rank(U)

rank(V )
+ µ(V/U)

rank(V/U)

rank(V )
.
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Lemma 11.6. Sei V ein freier Modul von endlichem Rang über einem be-
liebigen Bezoutring R; für einen R-Untermodul U ⊆ V sind äquivalent

i. U und V/U sind freie R-Moduln;

ii. U ist saturiert, d. h. jedes v ∈ V mit av ∈ U für ein 0 6= a ∈ R liegt
selbst schon in U .

Beweis. i. =⇒ ii. Da V/U frei ist, ist es in einem Vektorraum über dem
Quotientenkörper von R enthalten und kann somit keine Elemente v̄ 6= 0
mit av̄ = 0 für ein 0 6= a ∈ R enthalten. Folglich ist U saturiert.

ii. =⇒ i. Zunächst beweisen wir per Induktion nach n folgende
Zwischenbehauptung: Zu vorgegebenen Elementen c1, . . . , cn ∈ R mit

∑n
i=1 Rci 6= {0} wähle ein c ∈ R, so daß

∑n
i=1 Rci = Rc; dann existiert

eine Matrix B ∈ GLn(R), deren erste Spalte gerade (c1/c, . . . , cn/c) ist.
Der Fall n = 1 sowie der Fall c1 = . . . cn−1 = 0 sind beide offensichtlich.

Existiere also ein 0 6= d ∈ R mit Rd =
∑n−1

i=1 Rci. Per Induktionsannahme
gibt es eine Matrix B0 ∈ GLn−1(R) mit erster Spalte (c1/d, . . . , cn−1/d).
Wir setzen B1 :=

(

B0 0
0 1

)

∈ GLn(R). Wegen Rd + Rcn = Rc finden wir
a, b ∈ R mit ad− bcn = c. Die Matrix

B := B1















d/c 0 . . . 0 b
0 1 0 0
...

. . .
...

0 0 1 0
cn/c 0 . . . 0 a















ist invertierbar und hat die gewünschte erste Zeile. Damit ist die Zwischen-
behauptung gezeigt.

Die eigentliche Implikation beweisen wir jetzt ebenfalls per Induktion
nach h := rank(V ). Sei v1, . . . , vh eine Basis von V . Im Falle U = {0} ist
nichts zu zeigen. Existiere also ein 0 6= v =

∑h
i=1 civi ∈ U . Sei 0 6= c ∈ R mit

Rc = Rc1 + . . . Rch. Wir setzen w :=
∑h

i=1(ci/c)vi ∈ V . Da U saturiert ist,
gilt aber schon w ∈ U . Der Basiswechsel mit der entsprechenden Matrix aus
der Zwischenbehauptung liefert eine Basis von V der Form w,w2, . . . , wh.
Folglich ist V/Rw ein freier R-Modul vom Rang h − 1, und wir können
die Induktionsannahme auf den saturierten Untermodul U/Rw von V/Rw
anwenden. Es folgt, daß U/Rw, also auch U , und (V/Rw)/(U/Rw) ∼= V/U
frei sind.

Lemma 11.7. Für jeden σ-Modul (V, f) ist die Menge der HN-Anstiege
aller σ-Untermoduln 6= {0} nach unten beschränkt.
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Beweis. Zuallererst stellen wir fest, daß für jeden σ-Untermodul V ′ von
(V, f) gilt rank(V ′) ≤ rank(V ) (betrachte dazu die erzeugten Vektorräume
über dem Quotientenkörper von R). Deswegen ist ein Beweis der Behaup-
tung durch vollständige Induktion nach rank(V ) sinnvoll. Besitzt V keine
σ-Untermoduln 6= {0} von kleinerem Rang, so folgt die Behauptung aus
Lemma 11.5. Damit ist insbesondere der Induktionsanfang gewährleistet.
Sei also U ′ 6= {0} ein σ-Untermodul von (V, f) mit rank(U ′) < rank(V ).
Man prüft leicht nach, daß

U := {v ∈ V : av ∈ U ′ für ein 0 6= a ∈ R}

ein saturierter R-Untermodul von V ist mit rank(U) = rank(U ′) < rank(V )
(wegen Lemma 11.6 ist U frei), für welchen f(U) ⊆ U gilt (die sogenannte
Saturierung von U ′). Auf die σ-Moduln (U, f |U) und (V/U, f̄ ) läßt sich
die Induktionsvoraussetzung anwenden: Die Menge der HN-Anstiege ihrer
sämtlichen σ-Untermoduln 6= {0} ist durch eine Konstante C nach unten
beschränkt. Sei nun V ′ 6= {0} ein beliebiger σ-Untermodul nach V . Wir
betrachten die exakte Sequenz

0 −→ V ′ ∩ U −→ V ′ −→ V ′ + U/U −→ 0 .

Offensichtlich ist V ′∩U saturiert in V ′. Wegen Lemma 11.6 sind also sowohl
V ′∩U als auch V ′+U/U wiederum σ-Moduln und zwar σ-Untermoduln von
U bzw. V/U . Ist einer von beiden = {0}, so folgt direkt µ(V ′, f |V ′) ≥ C.
Andernfalls haben wir

µ(V ′, f |V ′) =
deg(V ′ ∩ U) + deg(V ′ + U/U)

rank(V ′)

= µ(V ′ ∩ U)
rank(V ′ ∩ U)

rank(V ′)
+ µ(V ′ + U/U) ·

rank(V ′ + U/U)

rank(V ′)

≥ C ·
rank(V ′ ∩ U) + rank(V ′ + U/U)

rank(V ′)

= C .

Lemma 11.8. Sei (V, f) ein σ-Untermodul 6= {0}; unter allen σ-Unter-
moduln 6= {0} mit kleinstmöglichem HN-Anstieg existiert genau ein größter
V1 (der alle anderen enthält), und dieser ist semistabil und saturiert.

Beweis. Nach Lemma 11.7 ist

{rank(V )! · µ(V ) : {0} 6= V ′ ⊆ V ein σ-Untermodul}
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eine nach unten beschränkte Menge von ganzen Zahlen. Folglich besitzt
die Menge der µ(V ′) sogar ein Minimum λ. Sei {0} 6= U ′ ⊆ V ein σ-
Untermodul mit µ(U ′) = λ. Offensichtlich gilt dann µ(U ′′) ≥ λ = µ(U ′) für
jedes σ-Untermodul {0} 6= U ′′ ⊆ U ′. Also ist U ′ semistabil. Wie im Beweis
von Lemma 11.7 bezeichne U die Saturierung von U ′. Dann ist einerseits
µ(U) ≥ λ = µ(U ′) und andererseits rank(U) = rank(U ′). Wegen Lemma
11.5 impliziert Letzteres µ(U ′) ≥ µ(U). Also gilt µ(U) = λ. Seien nun
U1, U2 ⊆ V zwei saturierte σ-Untermoduln 6= {0} mit µ(U1) = λ = µ(U2).
Aus den exakten Sequenzen von σ-Moduln (benutze Lemma 11.6)

0 −→ U1 ∩ U2 −→ U1 −→ U1 + U2/U2 −→ 0

und
0 −→ U2 −→ U1 + U2 −→ U1 + U2/U2 −→ 0

folgt

µ(U1 + U2)

= µ(U2)
rank(U2)

rank(U1 + U2)
+ µ(U1 + U2/U2)

rank(U1 + U2/U2)

rank(U1 + U2)

= µ(U2)
rank(U2)

rank(U1 + U2)
+

(

µ(U1)− µ(U1 ∩ U2)
rank(U1 ∩ U2)

rank(U1)

) rank(U1)

rank(U1 + U2)

≤ λ
rank(U2)

rank(U1 + U2)
+

(

λ− λ
rank(U1 ∩ U2)

rank(U1)

) rank(U1)

rank(U1 + U2)

= λ
(rank(U2) + rank(U1)− rank(U1 ∩ U2)

rank(U1 + U2)

)

= λ ,

also µ(U1 + U2) = λ. Aus der zweiten exakten Sequenz folgt außerdem

rank(U2) < rank(U1 + U2) ≤ rank(V ) im Falle U1 $ U2 .

Das sukzessive Aufsummieren saturierter σ-Untermoduln mit HN-Anstieg
= λ muß also nach endlich vielen Schritten zu dem gewünschten maximalen
σ-Untermodul V1 mit µ(V1) = λ führen.

Offensichtlich ist (V, f) genau dann semistabil, wenn V1 = V gilt. Ein
Homomorphismus α : (V ′, f ′) −→ (V, f) von σ-Moduln ist eine R-lineare
Abbildung α : V ′ −→ V mit α ◦ f ′ = f ◦ α.
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Lemma 11.9. Seien (V ′, f ′) und (V, f) semistabile σ-Moduln 6= {0} mit
µ(V ′, f ′) < µ(V, f); dann ist die Nullabbildung der einzige Homomorphismus
von (V ′, f ′) nach (V, f).

Beweis. Sei α : (V ′, f ′) −→ (V, f) ein Homomorphismus. Wäre α injektiv,
so wäre (im(α), f | im(α)) ein σ-Untermodul von (V, f), und es ergäbe sich
der Widerspruch

µ(V ) > µ(V ′) = µ(im(α)) ≥ µ(V ) .

Also ist ker(α) 6= {0}. Andererseits ist der R-Untermodul ker(α) von V ′

saturiert. Denn aus av′ ∈ ker(α) für ein v′ ∈ V ′ und ein 0 6= a ∈ R folgt
0 = α(av′) = aα(v′) und damit α(v′) = 0, da R ein Integritätsbereich ist,
und es deswegen in dem freien Modul V keine Elemente v 6= 0 mit av = 0
geben kann. Wegen Lemma 11.6 haben wir also die exakte Sequenz von
σ-Moduln

0 −→ ker(α)
⊆
−−→ V ′ α

−→ im(α) −→ 0 .

Wäre im(α) 6= {0}, so ergäbe sich der Widerspruch

µ(V ′) = µ(ker(α))
rank(ker(α))

rank(V ′)
+ µ(im(α))

rank(im(α))

rank(V ′)

≥ µ(V ′)
rank(ker(α))

rank(V ′)
+ µ(V )

rank(im(α))

rank(V ′)

> µ(V ′)
rank(ker(α))

rank(V ′)
+ µ(V ′)

rank(im(α))

rank(V ′)

= µ(V ′) .

Satz 11.10. Sei (V, f) ein σ-Modul 6= {0}; dann existiert genau eine echt
aufsteigende Folge {0} = V0 ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vℓ = V von saturierten σ-
Untermoduln mit:

i. die σ-Moduln V1, V2/V1, . . . , V/Vℓ−1 sind semistabil;

ii. µ(V1) < µ(V2/V1) < . . . < µ(V/Vℓ−1) .

Beweis: Existenz: Sei V1 der in Lemma 11.8 konstruierte σ-Untermodul. Sei
{0} 6= V̄ ′ ⊆ V/V1 ein σ-Untermodul und sei V ′ sein Urbild in V . Aus der
exakten Sequenz von σ-Moduln (Lemma 11.6)

0 −→ V1 −→ V ′ −→ V̄ ′ −→ 0
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folgt

µ(V̄ ′) =
(

µ(V ′)− µ(V1)
rank(V1)

rank(V ′)

)rank(V ′)

rank(V̄ ′)

= µ(V ′)
rank(V ′)

rank(V̄ ′)
− µ(V1)

rank(V1)

rank(V̄ ′)

> µ(V1)

wegen µ(V ′) > µ(V1). Folglich können wir V2 so wählen, daß V2/V1 =
(V/V1)1 gilt. Iterativ liefert dies die Existenz der gewünschten Folge.

Eindeutigkeit: Seien

{0} ⊂ V1 ⊂ . . . ⊂ Vℓ = V und {0} ⊂ V ′
1 ⊂ . . . ⊂ V ′

m = V

zwei Folgen mit den behaupteten Eigenschaften. Es gelte etwa µ(V1) ≤
µ(V ′

1). Wegen Lemma 11.9 muß dann das Kompositum

V1
⊆
−−→ V

pr
−−→ V/V ′

m−1

die Nullabbildung sein. Also gilt V1 ⊆ V ′
m−1, und wir erhalten genauso, daß

das Kompositum

V1
⊆
−−→ V ′

m−1
pr
−−→ V ′

m−1/V
′
m−2

die Nullabbildung ist. Nach endlich vielen Schritten ergibt sich V1 ⊆ V ′
1 und

µ(V1) = µ(V ′
1). Also können wir analog mit V ′

1 und der Folge Vi argumen-
tieren und erhalten schließlich V1 = V ′

1 . Eine Wiederholung der gesamten
Argumentation für V2/V1 und V ′

2/V ′
1 in V/V1 = V/V ′

1 ergibt V2 = V ′
2 . In-

duktiv folgt Vi = V ′
i für alle i.

Die im Satz 11.10 konstruierte Folge heißt die HN-Filtrierung des σ-
Moduls (V, f).

Definition 11.11. Sei (V, f) ein σ-Modul 6= {0} mit h := rank(V ) und
µ(V, f) = s

r , wobei r > 0 und s ∈ Z teilerfremd seien; (V, f) heißt isoklin,
falls V eine Basis besitzt, bzgl. welcher die Matrix der σr-linearen Abbildung
π−sf r in GLh(Rint) liegt.

Bemerkung 11.12. Mit f ist auch f r für jedes r ∈ N etal.

Beweis. Dies folgt sofort aus der Identität Afr = Afσ(Af ) . . . σr−1(Af ).

Als zweite Anwendung des Axioms (Bij) beweisen wir das Folgende.
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Satz 11.13. Jeder isokline σ-Modul (V, f) ist semistabil.

Beweis. Sei µ(V ) = s
r mit teilerfremdem Zahlen r ≥ 1 und s ∈ Z. Weiter

sei U ⊆ V ein σ-Untermodul 6= {0}. Wir müssen zeigen, daß

µ(U) ≥
s

r

gilt. Wegen Lemma 11.5 können wir U als saturiert annehmen. Sei v1, . . . , vh

bzw. u1, . . . , um eine Basis von V bzw. U , und sei B die h×m-Matrix, welche
die uj durch die vi ausdrückt. Weiter bezeichne A ∈ GLh(R) die Matrix zu
f r bzgl. der Basis v1, . . . , vh und A0 ∈ GLm(R) die Matrix zu f r|U bzgl.
der Basis u1, . . . , um. Es gilt

BA0 = Aσr(B) .

Es bezeichne I(m) die Menge aller geordneten Tupel (i1 < . . . < im) von
ganzen Zahlen in der Menge {1, . . . , h}. Für zwei Elemente I = (i1 < . . . <
im) und J in I(m) sei BI bzw. AI,J die m×m-Matrix, die aus den Zeilen
i1, . . . , im von B besteht bzw. die aus A durch Weglassen der Zeilen bzw.
Spalten mit Index nicht in I bzw. J entsteht. Dann gilt

(15) det(A0) det(BI) =
∑

J∈I(m)

det(AI,J)σr(det(BJ)) .

Da (V, f) isoklin ist, können wir die Basis v1, . . . , vh so wählen, daß π−sA ∈
GLh(Rint) gilt. Es folgt

det(AI,J) ∈ πmsRint, d. h. ω(det(AI,J)) ≥ ms

für alle I, J ∈ I(m). Wir wollen per Widerspruch argumentieren und neh-
men jetzt µ(U) < s

r an. Dann ist

ω(det(A0)) = r deg(U, f |U) = rmµ(U, f |U) < ms .

Folglich hat die Matrix (det(A0)
−1 det(AI,J))I,J∈I(m) sämtliche Einträge in

πRint. Also können wir Bemerkung 11.1 auf die Identität (15) anwenden
und erhalten det(BI) ∈ R

b für alle I ∈ I(m). Außerdem folgt dann

min
I

ω(det(BI)) ≥ min
I,J

(ω(det(A0)
−1 det(AI,J)) + ω(det(BJ)))

≥ 1 + min
J

ω(det(BJ))

und somit det(BI) = 0 für alle I ∈ I(m). Nach Konstruktion hatte die
Matrix B aber den Rang m, was den gewünschten Widerspruch liefert.

Wir halten fest, daß wir bisher nur die Injektivität der Abbildung im
Axiom Bij benötigt haben.
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12 Spezielle Endomorphismen

Wir betrachten ein festes u ∈ Rint
K mit der Eigenschaft, daß

u ≡ T q mod π für ein q > 1 in N.

Sei etwa u(T ) =
∑

n∈Z
cnT n. Es gilt

|cq| = 1 > |π| ≥ |cn| für alle n 6= q .

Aus Lemma 9.21.iv. folgt deswegen (vgl. den Beweis von Satz 10.2) die
Existenz eines 0 < δ0 < 1 mit u ∈ Ab

[δ0,1)(K)× und

(16) |cn|ρ
n < |cq|ρ

q = ρq für alle n 6= q und alle ρ ∈ [δ0, 1) .

Insbesondere ist

‖u‖ρ = ρq < 1 für alle ρ ∈ [δ0, 1) .

Seien nun δ0 ≤ δ < 1 und F ∈ A[δ,1)(K) ein beliebiges Element, etwa
F (T ) =

∑

n∈Z
anT n. Dann gilt

lim
n→±∞

‖anun‖ρ = lim
n→±∞

|an|ρ
qn = 0 für alle ρ ∈ [δ1/q , 1) .

Also ist die Reihe
F (u) :=

∑

n∈Z

anun

konvergent in dem Fréchetraum A[δ1/q,1)(K).

Lemma 12.1. ‖F (u)‖ρ = ‖F‖ρq für alle ρ ∈ [δ1/q , 1).

Beweis. Aus (16) folgt ‖u− cqT
q‖ρ < |cq|ρ

q = ρq = ‖u‖ρ und damit ‖ u
cqT q −

1‖ρ < 1.

Zwischenbehauptung: ‖
(

u
cqT q

)n
− 1‖ρ < 1 für alle n ∈ Z.

Die Ungleichung ist trivial für n = 0. Setze v := u
cqT q . Für n > 0 haben

wir

‖vn − 1‖ρ = ‖((v − 1) + 1)n − 1‖ρ = ‖
n

∑

i=1

(

n

i

)

(v − 1)i‖ρ

≤ max
1≤i≤n

‖v − 1‖iρ = ‖v − 1‖ρ < 1 .
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Dies benutzend erhalten wir für n < 0 ebenfalls

‖vn − 1‖ρ = ‖vn‖ρ · ‖v
−n − 1‖ρ < ‖v‖nρ = 1 .

Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen, und es ergibt sich

‖un − cn
q T qn‖ρ < ρqn = ‖un‖ρ für alle ρ ∈ [δ0, 1) .

Für
F (u) =

∑

n∈Z

anun =
∑

n∈Z

ancn
q T qn +

∑

n∈Z

an(un − cn
q T qn)

folgt

‖
∑

n∈Z

ancn
q T qn‖ρ = ‖F‖ρq

und

‖
∑

n∈Z

an(un − cn
q T qn)‖ρ ≤ max

n∈Z

|an| · ‖u
n − cn

q T qn‖ρ

< max
n∈Z

|an|ρ
qn

= ‖F‖ρq .

Das bedeutet aber ‖F (u)‖ρ = ‖F‖ρq .

Für δ0 ≤ δ < 1 haben wir also den injektiven stetigen Ringhomomor-
phismus

A[δ,1)(K) −→ A[δ1/q,1)(K)

F 7−→ F (u) .

Durch Übergang zur Vereinigung bzgl. δ −→ 1 erhalten wir den injektiven
Ringendomorphismus

RK −→ RK

F 7−→ F (u) .

Aus Lemma 12.1 und Lemma 9.21.i. folgt, daß sich ersterer Endomorphismus
einschränkt zu einem Ringhomomorphismus

Ab
[δ,1)(K) −→ Ab

[δ1/q ,1)
(K) ,
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welcher ‖F (u)‖1 = ‖F‖1 erfüllt. Wieder in der Vereinigung ergibt sich ein
Körperendomorphismus

Rb
K −→ R

b
K ,

welcher die diskrete Bewertung ω respektiert und sich insbesondere zu einem
Endomorphismus

EK −→ EK

fortsetzt. Letzerer ist wegen Lemma 10.4 nachwievor durch F 7−→ F (u)
gegeben.

Andererseits sei σ0 ein Körperendomorphismus von K mit der Eigen-
schaft v ◦ σ0 = v. Offensichtlich wird dann durch

F (T ) =
∑

n∈Z

anT n 7−→ (σ0F )(T ) :=
∑

n∈Z

σ0(an)T n

ein injektiver Ringendomorphismus all der betrachteten Ringe A[δ,ε](K),

A[δ,ε)(K), Ab
[δ,1)(K), RK ,Rb

K , Rint
K , E int

K und EK definiert. Dabei gilt

‖σ0(F )‖ρ = ‖F‖ρ

für jedes jeweils zugelassene ρ.

Definition 12.2. Ein Ringendomorphismus σ : RK −→ RK heißt (σ0−)
speziell, wenn er von der Form

σ(F ) = (σ0F )(u) für alle F ∈ RK

ist für ein u ∈ Rint
K mit u ≡ T q mod π für ein q ∈ N.

Übungsaufgabe 12.3. Das Kompositum zweier spezieller Endomorphis-
men ist speziell.

Satz 12.4. Jeder spezielle Endomorphismus σ von RK erfüllt das Axiom
(Bij) aus Abschnitt 11.

Beweis. Sei u := σ(T ) ≡ T q modπ. Wie zu Beginn diese Abschnittes disku-
tiert, gilt u ∈ Ab

[δ0,1)(K)× ∩ (Rint
K )× mit wu(t) = qt auf [log δ0, 0].

Zu gegebener Matrix A über Rint
K haben wir die Bijektivität des Endo-

morphismus v 7−→ v − Aσ(v) von (RK/Rb
K)n zu zeigen. Für jedes m ∈ N

ist Ã := T−mumA ebenfalls eine Matrix über Rint
K , und das Diagramm

(RK/Rb
K)n

T−m·
��

v 7→v−Aσ(v) // (RK/Rb
K)n

T−m·
��

(RK/Rb
K)n

v 7→v−Ãσ(v) // (RK/Rb
K)n
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ist kommutativ. Die Spalten sind offensichtlich bijektiv. Folglich ist die obere
Zeile genau dann bijektiv, wenn es die untere ist. Wir finden ein δ0 ≤ δ1 < 1,
so daß A und damit auch Ã eine Matrix über Ab

[δ1,1)(K) ist.

Zwischenbehauptung: Zu jedem F ∈ Rint
K ∩ A

b
[δ1,1)(K) existiert ein δ1 ≤

δ < 1 und ein m ∈ N, so daß ‖T−mumF‖ρ ≤ 1 für alle ρ ∈ [δ, 1] gilt.
Wir wählen δ so, daß wF genau eine Steigung λ auf [log δ, 0] besitzt.

Wegen wF (0) = −ω(F ) ≤ 0 und

wT−mumF (t) = m(q − 1)t + wF (t) = (m(q − 1) + λ)t

genügt es, anschließend m ≥ − λ
q−1 zu wählen.

Die Zwischenbehauptung besagt, daß wir durch geeignete Wahl von δ1 ≤
δ < 1 und m erreichen können, daß sämtliche Einträge F der Matrix Ã die
Eigenschaft ‖F‖ρ ≤ 1 für alle ρ ∈ [δ, 1] besitzen.

Injektivität: Sei v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn
K mit w = (w1, . . . , wn) := v −

Ãσ(v) ∈ (Rb
K)n. Durch Vergrößerung von δ können wir annehmen, daß

w1, . . . , wn ∈ A
b
[δ,1)(K) und σ(v1), . . . , σ(vn) ∈ A[δ,1)(K) gilt. Nach Lemma

9.21 bzw. Übungsaufgabe 9.15 finden wir eine Konstante C > 0 mit

‖w1‖ρ, . . . , ‖wn‖ρ ≤ C für alle δ ≤ ρ < 1

und
‖σ(v1)‖ρ, . . . , ‖σ(vn)‖ρ ≤ C für alle δ ≤ ρ ≤ δ1/q.

Aus v = w + Ãσ(v) und der Zusatzeigenschaft der Matrix Ã folgt dann

‖v1‖ρ, . . . , ‖vn‖ρ ≤ C für alle δ ≤ ρ ≤ δ1/q.

Dies impliziert aber auf Grund von Lemma 12.1, daß

‖σ(v1)‖ρ, . . . , ‖σ(vn)‖ρ ≤ C für alle δ1/q ≤ ρ ≤ δ1/q2
.

Induktives Wiederholen dieses Argumentes ergibt

‖v1‖ρ, . . . , ‖vn‖ρ ≤ C für alle δ ≤ ρ < 1

und damit v ∈ (Rb
K)n wegen Lemma 9.21.

Surjektivität: Sei w = (w1, . . . , wn) ∈ Rn
K . Wieder können wir durch

Vergrößerung von δ annehmen, daß w1, . . . , wn ∈ A[δ,1)(K) gilt. Wir kon-
struieren induktiv eine Folge {wl = (wl,1, . . . , wl,n)}l≥0 in A[δ1/q ,1)(K)n. Sei
w0 := w. Wir schreiben

wl,i =
∑

j∈Z

al,i,jT
j ,
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setzen

w+
l,i :=

∑

j≥1

al,i,jT
j , w−

l,i := wl,i − w+
l,i, w±

l := (w±
l,1, . . . , w

±
l,n)

und definieren
wl+1 := Ãσ(w+

l ) .

Ersichtlich gilt T−1w+
l,i ∈ A[0,1)(K) und damit wl+1 ∈ A[δ1/q,1)(K)n und

max
i
‖w+

l+1,i‖ρ ≤ max
i
‖wl+1,i‖ρ ≤ max

i
‖w+

l,i‖ρq

= ρq max
i
‖T−1w+

l,i‖ρq ≤ ρq max
i
‖T−1w+

l,i‖ρ

= ρq−1 max
i
‖w+

l,i‖ρ

für alle ρ ∈ [δ1/q , 1). Dabei benutzt der erste Teil der Folgerung sowie die
zweite Ungleichung im zweiten Teil die Zusatzeigenschaft der Matrix Ã und
Lemma 12.1. Die dritte Ungleichung ist die offensichtliche Tatsache, daß für
alle F ∈ A[0,1)(K) und alle 0 ≤ ρ1 ≤ ρ2 < 1 gilt ‖F‖ρ1 ≤ ‖F‖ρ2 . Wir sehen
also, daß gilt

lim
l→∞

w+
l,i = 0 in A[ρ,ρ](K) für alle 1 ≤ i ≤ n und 0 ≤ ρ < 1.

Somit existiert vi :=
∑∞

l=0 w+
l,i in A[0,1)(K). Wir setzen v := (v1, . . . , vn). Es

folgt

w − v + Ãσ(v) =

∞
∑

l=0

w−
l in A[δ1/q ,1)(K).

Der Vektor von Laurentreihen auf der rechten Seite enthält keine positiven
Potenzen von T und liegt deswegen in Ab

[δ1/q,1)
(K)n.

Theorem 12.5. (Kedlaya)
Ist σ ein spezieller Endomorphismus von RK so ist jeder semistabile σ-
Modul isoklin.
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