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Zusammenfassung

So wie Eigenwerte das wesentliche Instrument zur Untersuchung
linearer Abbildungen sind, sind es die sogenannten Anstiege fiir die
Theorie der semilinearen Abbildungen.

Der erste Teil der Vorlesung beginnt mit dem Begriff der semili-
nearen Abbildung und seinen elementaren Eigenschaften. Anschlies-
send gibt es eine Einfithrung in die Theorie der diskreten Bewertungs-
ringe. Dabei wird auch ausfiihrlich die Konstruktion der Ringe von
Wittvektoren sowie das Konzept der Cohen-Unterringe bei imperfek-
tem Restklassenkorper erklért. Im letzten Abschnitt wird die klassische
Strukturtheorie von semilinearen Abbildungen iiber vollstédndig diskret
bewerteten Korpern mit perfektem Restklassenkorper entwickelt.

Der zweite Teil der Vorlesung beginnt mit einer eingehenden Un-
tersuchung der Ringe konvergenter Laurentreihen iiber vollstandig dis-
kret bewerteten Korpern. Danach wird der Robba-Ring eingefiihrt, und
seine ringtheoretischen Eigenschaften werden hergeleitet. Der Robba-
Ring hat sich als von grundsétzlicher Bedeutung in der modernen p-
adischen Zahlentheorie herausgestellt. Schlieflich wird teilweise ohne
Beweise iiber die Struktur semilinearer Abbildungen iiber dem Robba-
Ring nach Kedlaya berichtet.
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Teil 1
Vorbereitungen und klassische
Beispiele

1 Semilineare Abbildungen

Erinnerung: Sei K ein Koérper, V ein K-Vektorraum, d := dimg V < oo
und f:V — V ein linearer Automorphismus.

Aufgabe der linearen Algebra: Finde eine Basis von V', bzgl. welcher die
Matrix Ay von f moglichst einfache Gestalt hat.

Fiir eine Umformulierung betrachten wir den Isomorphismus von Grup-
pen

Autg (V) = GL4(K)
f | Af s

welcher aber von der Basiswahl abhéngt. Bei Wahl einer anderen Basis mit
Basiswechselmatrix B geht A {iber in B~1A ¢B. Also ist die Konjugations-
klasse von Af in GL4(K') unabhéngig von der Basiswahl.

Umformulierte Aufgabe: Bestimme die Konjugationsklassen in GLg4(K)
durch Angabe moglichst einfacher Reprasentanten.

Nach dem Satz von der Jordanschen Normalform besitzt diese Aufgabe
(zumindest iiber algebraisch abgeschlossenem K) eine ganz explizite Losung.

Gegeben sei ein Korper K zusammen mit einem Koérperhomomorphismus
c: K — K.

Beachte: ¢ ist notwendigerweise injektiv. Aber wir verlangen nicht, dafl o
surjektiv, also ein Automorphismus ist. Sei V' ein K-Vektorraum.
Definition 1.1. Fine Abbildung f : V. — V heifst semilinear (genauer
o-linear), falls gilt:

(i) f(vr+v2) = f(v1) + flvz)  fiir alle vi,v2 €V

(ii) f(av) =o(a)f(v) fir allea € K undv € V.

Sei d := dimg V < oo, und sei vy, ..., vy eine fixierte Basis von V. Wie
bei linearen Abbildungen bilden wir die Matrix Ay = (a;;) € My(K) zur
semilinearen Abbildung f : V — V durch

f(vj) =ayv1+...+ agjvg -



Lemma 1.2. Die Abbildung

Menge aller semilinearen
) — My(K)
Abbildungen f : V — V

st bijektiv.

Beweis. Wie in der linearen Algebra, z. B.: Fiir v = cjv1 + ... + cquq ist
j=1 j=1 =1

Zusatz 1.3. 1) Obige Rechnung zeigt:

C1 o(c)
ve— | | = f) — 4

Cd o(ca)

2) Die Menge der semilinearen Abbildungen bildet in iblicher Weise einen
K-Vektorraum, und obige Abbildung ist ein Isomorphismus von K-
Vektorrdumen.

Warnung: 1) f und g sind o-linear = g o f ist o>-linear (nicht o-linear).
2) Ist o nicht surjektiv, so ist das Bild einer semilinearen Abbildung i. A.
kein Untervektorraum.

Fir A = (a;j) € My(K) setze 0(A) := (0(as;)) € My(K).
Es gilt:

~0(A+ B)=0(A) +o(B),

- 0(AB) =0(A)o(B),

- U(Ed) = Ed .
Insbesondere ist

0:GL4(K) — GL4(K)
Ar— o(A)

ein Monomorphismus von Gruppen (ein Automorphismus, falls o bijektiv
ist).



Sei v1, ... vy eine weitere Basis von V, bzgl. welcher f die Matrix A, = (a;;)
habe. Die Basiswechselmatrix B = (by;) ist gegeben durch

d
U{ = E bkﬂ)k .
k=1

Lemma 1.4. A} = B~1A0(B)

Beweis. Einerseits ist

d d d d d
/ / / !/ !/
flg) =D aigvi = ai; > bive =) (Z bkiaij)”k
i=1 =1 k=1

k=1 =1

und andererseits

f(5)

o(bij) f(v)

d
=1

f(z bzﬂ)z) =

=1 l

= (hj)(iamvk) = Zi: (Zd:akla(blj))vk .

1 k=1 1 I=1

Fj&

l

Der Vergleich ergibt
BA}; = Ajo(B) .

O

Offensichtliche analoge Aufgabe: Bringe Ay durch geeignete Basiswahl auf
moglichst einfache Gestalt.

Ubungsaufgabe 1.5. Auf GLy(K) wird durch
A~ A, falls A = B~ Ao(B) fiir ein B € GL4(K)

eine Aquivalenzrelation definiert. Man sagt, A" ist o-konjugiert zu A. Die
zugehorigen Aquivalenzklassen heiffen o-Konjugationsklassen.

Lemma 1.6. i. Ay ist invertierbar <= im(f) erzeugt V als K- Vektor-
raum = f ist injektiv;

ii. ist o bijektiv, so gilt: Ay invertierbar <= [ surjektiv <= f bijektiv
<~ [ injektiv.



Beweis. i. Es gilt:

Ay hat Rang d <= f(v1),..., f(vq) ist wieder eine Basis von V'
= <im(f)>=V.

Ist f(v1),..., f(vq) eine Basis von V, so gilt aulerdem fiir v = ¢yv1+. . .+cqvq
mit f(v) =0, daB

o(cr)f(vr) + ...+ 0(eq) f(vg) =0 und somit o(¢;) =0, also ¢; =0 .

Folglich ist f injektiv.
ii. In diesem Falle ist im(f) ein Untervektorraum. Wegen i. bleibt des-
wegen nur zu zeigen, daf gilt:

f injektiv = f(v1),..., f(vgq) sind K-linear unabhingig.

Sei also ¢1 f(v1) + ... 4+ caf (vg) = 0. Wegen der Surjektivitét von o kénnen
wir schreiben ¢; = o(b;). Dann gilt f(bjv1 +...+bgvg) = 0 und damit wegen
der Injektivitat von f, daB alle b; = 0, also auch alle ¢; = 0.

]

Definition 1.7. Die semilineare Abbildung f : V. — V heif§t etal, falls
V = <im(f) > gilt.

Fiir etale f ist also obige Aufgabe gleichbedeutend mit der Bestimmung
der o-Konjugationsklassen in GLg(K).

2 Der einfachste Fall

Sei p eine fixierte Primzahl, ¢ > 1 eine fixierte Potenz von p und K ein
Kérper der Charakteristik p, welcher den endlichen Korper F, enthélt. Dann
ist

c: K — K

ar— al

ein Kérperhomomorphismus - der Frobenius. Es gilt:

- KT .= lac K :0(a) =a} =F,
(da a Nullstelle von X7 — X ist);

- K algebraisch abgeschlossen = o ist bijektiv.



Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension d < oo und f : V — V eine etale
semilineare Abbildung. Setze

Vii={veV:fv)=uv}.

Offensichtlich ist V; ein F,-Vektorraum.

Satz 2.1. Ist K separabel abgeschlossen (d. h. K besitzt keine echten sepa-
rablen algebraischen Erweiterungen), so gilt:

1. diqu Vl = dimK V,‘

1. die K-lineare Abbildung

K@, Vi —V
a®ur—— av
st bijektiv.

Beweis. Natiirlich kénnen wir V' # {0} annehmen.

1. Schritt: Wir zeigen V; # {0}. Sei 0 # vy € V beliebig gewiihlt und set-
ze v; := f'(vg). Weiter sei m > 1 minimal, so da8 vg, ... ,v,, linear abhingig
sind (iiber K). Also gibt es bis auf skalare Vielfache genau eine Relation

aoto + ...+ amvym =0 mit a; € K und a,,, #0 .

Beachte, dafl auch ag # 0; denn mit vg,...,v;_1 sind nach Lemma 1.3.i.
auch v1 = f(vo),...,Um = f(vm—1) linear unabhéngig.
Wir betrachten nun ein beliebiges v := covg + ... + ¢_1Vm—_1. Dann ist

flv) = cgf(vo) +.ooo+c flomer) = cgvl +.o+ o,

also .
v—f(v) = Z(CZ —cl Jvi mitc_q:=c¢p:=0.
i=0
Somit gilt

fo)=v<=c¢—c | =aqy firemyec K.



m—1

Das Polynom angqm + a‘fmjqu + ...+ ay,Y hat die Ableitung a,, # 0
und ist somit separabel. Da K separabel abgeschlossen ist, finden wir folglich
eine Nullstelle y # 0 in K. Bilde nun den Vektor v mit

Co ‘= agy,
4 _ 4
c1 = ¢y + a1y = apy? + ary,

Cm—1 = agm lqu71 + .. tam_1y .
Wegen ag # 0 ist auch ¢y # 0 und damit v # 0. Per Konstruktion ist v € V3.
2. Schritt: Wir zeigen dimp, V7 < dimg V. Es gelte die gegenteilige
Ungleichung dimg, V4 > dimg V. Sei r > 2 minimal, so dafl Vektoren
ui,...,u, € Vp existieren, welche linear unabhéngig iiber IF,, aber linear
abhéngig iiber K sind. Sei etwa

biug +...+bu, =0 und by € K* .
Wir koénnen by = 1 annehmen. Dann ist
0= f(0) =us +blug + ...+ blu,
und Subtraktion ergibt
(b — b )ug + ...+ (by — bD)u, =0 .

Wegen der Minimalitdt von r muf b; = b} gelten, was b; € F, bedeutet und
einen Widerspruch darstellt.

3. Schritt: Wir zeigen schliellich per Induktion nach d = dimg V, dafl
V1 eine Fg-Basis v, ..., vq besitzt, welche auch K-Basis von V' ist. Fiir den
Induktionsanfang sei d = 1. Wie im 1. Schritt gezeigt, existiert ein 0 #
v1 € V1. Wegen dem 2. Schritt ist dieses vy eine F,-Basis von V;. Fiir den
Induktionsschluf sei d > 1. Wieder finden wir nach dem 1. Schritt ein 0 #
v1 € V4. Dann ist

f:V/Kv, — V/Kuv,
u+ Kvy — f(u) + Kvy

eine wohldefinierte etale semilineare Abbildung. Die Induktionsannahme fiir

das Paar (V/Kwvy, f) liefert Vektoren vj, ..., v, € V, so daf gilt:

- U1, 0y, ..., v, ist K-Basis von V,



- f()) = v 4 a;uy fir 2 <i < dmit a; € K.

Sei ¢; € K eine Nullstelle des separablen Polynoms Y9 — Y + a;, und setze
v; == v} 4+ ¢y fiir 2 < i < d. dann ist vy,..., v, natiirlich ebenfalls eine
K-Basis von V. Auflerdem gilt

(i) = f(v) + clvr = vf + a1 + cfor = v + (a;+ ¢ — )y = v,

also v1,...,vq € V1. Auf Grund des 2. Schrittes muf vy, ..., v4 eine F,-Basis
von V7 sein. O

Offensichtlich haben wir das kommutative Diagramm

K @p, Vi —>V

0’®idv1 l l f

Kop, Vi —=V

Corollar 2.2. Ist K separabel abgeschlossen und f etal, so besitzt V' eine
K -Basis, bzgl. welcher Ay = E; gilt.

Bewets. Nimm eine [F,-Basis von V7. O

Corollar 2.3. Ist K separabel abgeschlossen, so besteht GLq4(K) aus einer
einzigen o-Konjugationsklasse.

3 Diskrete Bewertungsringe

Definition 3.1. Fin Hauptidealring A heifst diskreter Bewertungsring, falls
er genau ein mazrimales Ideal m # {0} besitzt. Der Kéorper A/m heifit der
Restklassenkdrper von A.

Sei A ein diskreter Bewertungsring. Aus dem Satz von der eindeutigen
Primfaktorzerlegung folgt dann:

i A =A\m
ii. m = 7A fiir ein Primelement 7 in A;
iii. {7"A},>0 ist die Menge der Ideale # 0 in A;

iv. jedes 0 # a € A schreibt sich eindeutig als a = 7y mit v(a) > 0
und u € A*.



Letzteres definiert eine Funktion v : A\ {0} — N U {0} mit folgenden
Figenschaften

(I) v ist surjektiv und unabhingig von der Wahl von 7,
(IT) v(ab) = v(a) + v(b),

(ITI) v(a + b) > min(v(a),v(b)).

Definition 3.2. v heif$t die diskrete Bewertung von A.

Sei K der Quotientenkorper von A. Wegen (II) erhélt man durch

v (%) :=wv(a) —v(b)

eine surjektive Abbildung v : K* — Z, welche (II) und (III) erfiillt (die
diskrete Bewertung von K).

Konvention: v(0) := oc.

Esgilt: A={z € K :v(x) >0}, m={x € K : v(x) > 0}.

Lemma 3.3. Fir z,y € K mit v(z) % v(y) gilt v(z +y) = min(v(z), v(y)).
Beweis. Sei etwa v(z) > v(y). Dann
v(x) > v(y) =v(y + 2 —x) = min(v(z + y),v(-2)) = min(v(z + y), v(z)) ,
also v(z) > v(z +3) und somit
v(y) = v(z +y) > min(v(z),v(y)) = v(y) .
O

Lemma 3.4. Sei L ein Korper und v : L* — 7 eine surjektive Abbildung,
welche (II) und (III) erfillt; dann ist B := {x € L : v(xz) > 0} ein diskreter
Bewertungsring mit Quotientenkdrper L.

Beweis. Ersichtlich ist B ein Ring mit B* = {z € K : v(x) = 0}. Wihle
ein € B mit v(7) = 1. Dann ist # = 7®)y mit u € B*. Folglich sind die
Ideale # 0 von B genau die 7" B mit n > 0. O

Beispiele: 1) Fixiere eine Primzahl p. Die p-adische Bewertung von Q ist
definiert durch

v QX — Z

a
x +—n, falls x = p"— mit ptab .

b



Der zugehorige Bewertungsring ist Zg,) = {§ € Q : p { b}, der Restklas-
senkdorper ist Fy,.
2) Sei k ein Korper und K := k((T)) der Korper der formalen Laurentreihen
iiber k. Dann ist

v: k(1) —Z
Z ap,T" — min{n : a, # 0}

n>ng

eine diskrete Bewertung. Der diskrete Bewertungsring ist der Ring der for-
malen Potenzreihen k[[T]; der Restklassenkorper ist k.
3) Sei P ein Punkt in der komplexen Ebene. Dann ist

Op := Ring aller Funktionen, welche holomorph in einer
beliebig kleinen Umgebung von P sind,

ein diskreter Bewertungsring mit
v(f) = Nullstellenordnung von f in P

und Restklassenkorper C.

Sei weiterhin A ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K
und diskreter Bewertung v. Fiir x € K setze

2] e @) fiir x £ 0,
x| =
0 fiir x = 0.

Es gilt:

V) [z =0,
(V) || =0<= 2 =0,

(VD) |ay| = [=] - [y],

(VII) [z +y| < max(|z|, [y]).

Also ist | | eine Normfunktion auf K mit der “strikten” Dreiecksungleichung
(VII). Insbesondere ist K bzgl. d(x,y) := |z —y| ein metrischer Raum. Somit
hat man fiir Folgen in K die iiblichen Begriffe:

konvergente Folge, Limes einer konvergenten Folge, Cauchyfolge.



Mit Hilfe der diskreten Bewertung lassen sich diese wie folgt ausdriicken.
Sei (zp,)nen eine Folge in K. Dann gilt:

- (2n)n ist konvergent mit Limes z € K, falls zu jedem C' > 0 ein N € N
existiert, so dafl v(z — z,) > C fiir alle n € N.

- (zn)n ist Cauchyfolge, falls zu jedem C' > 0 ein N € N existiert, so
daBl v(z,, — z,,) > C fiir alle n,m > N.

Wegen der strikten Dreiecksungleichung (IIT) vereinfacht sich Letzteres sogar
Zu:

- (zn)n ist Cauchyfolge, falls zu jedem C' > 0 ein N € N existiert, so
daBl v(zp41 — xy) > C fiir alle n > N.

Definition 3.5. Der diskret bewertete Korper K heifit vollstindig, falls jede
Cauchyfolge in K konvergent ist.

Ubungsaufgabe 3.6. Seiw € A ein Primelement, a € K undn € Z. Zeige
unter Verwendung der strikten Dreiecksungleichung, daf$ die Teilmenge a +
n"™ A offen und abgeschlossen in K ist.

Satz 3.7. Bis auf isometrische Isomorphie gibt es genau einen vollstindigen
diskret bewerteten Korper (K,v), welcher K als dichten Teilkérper enthilt
mit 0| K* = wv.

Beweis. Die Eindeutigkeit ergibt sich durch stetige Fortsetzung der identi-
schen Abbildung auf K. Fiir die Existenz skizzieren wir zwei Strategien.

Analytische Konstruktion: Die Menge C aller Cauchyfolgen in K ist bzg].
komponentenweiser Addition und Multiplikation ein Ring mit Eins. Mittels
konstanter Folgen bettet sich K in C ein. Die Teilmenge N C C aller Null-
folgen ist ein maximales Ideal. Wir definieren

K:=C/N und o((zp)n +N):= nlingov(xn) :

Algebraische Konstruktion: Mit Hilfe des projektiven Limes (siehe unten)
konstruiert man den diskreten Bewertungsring

A:=1lim A/m"
p—

n

und definiert K als den Quotientenkorper von A. Dazu bemerke man: Ist
a = (a,+m"), € A, so gilt a,+1 — a, € m"; also ist (ay,), eine Cauchyfolge
(mit Limes a). O

10



Definition 3.8. K bzw. A heifit die Komplettierung von K bzw. A.

Lemma 3.9. i. Jedes Primelement m € A ist auch Primelement in A;

ii. A und A haben den gleichen Restklassenkorper.

Beweis. Die Elgenschaft i. gilt per Konstruktion. Fiir ii. erhalten wir aus
der Inklusion A C A jedenfalls die Kérpereinbettung A/mA C A/wA. Sei
a € A. Da einerseits A dicht in A ist und andererseits @ + A eine offene
Umgebung von a in A ist, muf} es ein a € A geben mit a € a + TA. Folglich
gilt die Gleichheit A/mA = A/7A. O

Beispiele: 1) Die Komplettierung Q, von Q bzgl. der p-adischen Bewertung

vp heifit der Korper der p-adischen Zahlen und Z, := Z(p) der Ring der
ganzen p-adischen Zahlen.
2) k((T)) ist vollstandig.

Anhang: Der projektive Limes

Sei (I, <) eine partielle geordnete Menge. Vorgegeben seien weiter
- eine Menge M; fiir jedes i € I,
- Abbildungen «;; : M; — M; fiir jedes Paar ¢ > j in I;
dabei gelte:
i. ay; =idyy, fiir alle 7 € 1,
ii. agjoay = oy firalled>j>kin 1.

Man nennt ((M;);, (aji)i>;) ein projektives System (von Mengen). Sein pro-
jektiver Limes ist definiert als die Menge

@Mi = {(l’l)l S 1_1]\4Z : Oéji(:Ei) =x; fiir alle ¢ > j} .
el iel

Ubungsaufgabe 3.10. Sind alle M; Gruppen bzw. Ringe mit Eins und
sind alle aj; Gruppen- bzw. Ringhomomorphismen (man spricht dann von
einem projektiven System von Gruppen bzw. Ringen), so ist @MZ eine
Untergruppe bzw. ein Unterring von [ [;c; M;.

Ubungsaufgabe 3.11. Seien alle M; Hausdorffsche topologische Réiume
und alle ovj; stetige Abbildungen. Dann ist die Teilmenge hmM in [[;er M,
bzgl. der Produkttopologie abgeschlossen. (Man fafst @M als topologzschen
Raum bzgl. der Teilraumtopologie auf.)

11



4 FErweiterungen diskreter Bewertungsringe

Sei A ein vollstandiger diskreter Bewertungsring mit Quotientenkérper K.
Sei v die diskrete Bewertung, m C A das maximale Ideal, 7 € m ein Prim-
element und k = A/m der Restklassenkorper.

Satz 4.1. (Das Henselsche Lemma)
Sei f € A[T] ein Polynom; es gebe Polynome go, ho € k[T], so dafs gilt:
go st normiert, gy und hg sind teilerfremd und f = gohg modm.
Dann existieren Polynome g, h € A[T]| mit:
g ist normiert, g = go modm, h = hg modm und f = gh.

Beweis. Zunichst zeigen wir durch Induktion nach n € Ny, daf§ Polynome
Gn, hn € A[T] existieren mit:

= g,h, modm"H!,
2,) gn ist normiert,

deg(hy,) < deg(f) — deg(go),

gn = go modm, h, = hg modm.

n) f
)
3n)
)

4n

Der Induktionsanfang n = 0 ergibt sich sofort aus der Voraussetzung. Seien
also go,...,9n und hg, ..., h, schon konstruiert. Wir definieren

n+1 n+1

In+1 = Gn + unm und  hpqq = hy +opw

mit noch zu bestimmenden Polynomen u,,, v, € A[T]. Dann gilt jedenfalls
441). Mit go und ho miissen wegen 4,,) auch g, und h,, modulo m teilerfremd
sein, also

k[T] = < g, modm, h, modm > .

Wegen 1,,) ist 7=+t (f — g,h,) € A[T]. Also finden wir u,,v, € A[T] mit

— gnh
(1) % = gnVp + hpu, modm .
Das bedeutet aber b
—f _ gr;:rll "1 — ) modm ,
T

was gerade die Bedingung 1,,11) ist. Man beachte, daB} u,,, v, jederzeit durch
Un + @G0, Uy, — dho mit ¢ € A[T] ersetzt werden kénnen, ohne die Bedingung
(@) zu verletzen. Bestimme ¢ mittels Division mit Rest (go ist normiert!) so,
daB u, = (—¢)go + 1o mit deg(rg) < deg(go). Auf diese Weise erreichen wir

12



deg(un) < deg(go). Dann folgt 2,,41) unmittelbar aus 2,). Auerdem folgt
aus 3,,), dafl

deg(hnun) = deg(hn) + deg(un)
(2) < (deg(f) — deg(go)) + deg(g0)
= deg(f) .

Schliellich &ndern wir v, noch ab, ohne das Bisherige zu verletzen, indem
wir alle Koeffizienten = 0 mod m weglassen. Da g, normiert ist, folgt dann

4n
deg(go) + deg(vn) =) deg(gn) + deg(vn) = deg(gnvn) = deg(gnv, modm)

@

< max(deg(f — gnhy, modm), deg(hyu, modm))
= max(deg(f — goh, modm), deg(h,u, modm))
< max(deg(f — gohn), deg(hnun))

< max(deg(f — gohn), deg(/))
) deg(f) .
Mit Hilfe von 3,,) erhalten wir schlieSlich
deg(hn+1) < max(deg(hn),deg(vy)) < deg(f) — deg(qo) ,

also die Bedingung 3,,+1). Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.
Wir definieren jetzt

g:=go+ Zu,m”“, h:=hy+ Z vt
n>0 n>0

Wegen der Vollsténdigkeit von A konvergieren diese Reihen koeffizienten-
weise (vereinfachtes Cauchy-Kriterium) gegen formale Potenzreihen g,h €
A[[T]]. Da die Partialsummen gy, h,, aber nach 2,,) — 4,,) unabhéngig von
n beschréinkten Grad haben, gilt schon g,h € A[T]. Offensichtlich ist g =
go modm und h = hg mod m. Wegen deg(u,,) < deg(go) ist g normiert. Aus
1,,) folgt

f—gh=f—guh, =0modm™™!

d. h. die Koeffizienten des Polynoms f — gh liegen in [, oy m" = {0}. Somit
ist f = gh. O

Corollar 4.2. Sei f € K[T] ein normiertes irreduzibles Polynom; dann gilt:
f(0) e A<= f € A[T].

13



Beweis. Sei m € Ny minimal, so dafi 7 f € A[T]. Wir fithren die Annahme,
dafl m > 1, zum Widerspruch. Da f normiert und m > 1 minimal ist, gilt

7" f Z0modm mit deg(7™f modm) < deg(f) .
Wegen f(0) € A und m > 1ist 7 f(0) € m. Also
7" f =T"hg modm

fiir ein hg € E[T] mit ho(0) # 0 und 1 < r < deg(f). Die Anwendung des
Henselschen Lemmas liefert dann eine echte Faktorisierung des Polynoms
7 f, was im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f steht. O

Sei L/K eine fixierte endliche Koérpererweiterung.

Satz 4.3. Auf L existiert genau eine diskrete Bewertung vy mit vp|K* =
e(L/K) -v fir ein eindeutig bestimmtes e(L/K) € N; dabei ist e(L/K) ein
Teiler von [L : K], und der diskret bewertete Korper (L,vr) ist vollstindig.

Beweis. Sei d := [L : K] und N : L* — K* die Normalabbildung. Wir
definieren
v :=voN:L* —7Z.

Die Eigenschaft (II) besitzt o7, per Konstruktion. Die Eigenschaft (III) wei-
sen wir in mehreren Schritten nach.

1. Schritt: Wir zeigen zunichst, dafl fiir ein € L mit o (z) > 0 auch
Or(1+x) > 0 gilt. Sei p(T') das Minimalpolynom von z iiber K. Dann gilt

p(O)FH O = (—1)IN(x) .
Wegen or,(z) > 0gilt 0 < v(N(z)) = [L: K(x)]-v(p(0)) und damit p(0) € A.
Nach Cor. d2list also p(T) € A[T] und folglich p(—1) € A, d. h. v(p(—1)) >
0. Aber p(T' — 1) ist das Minimalpolynom von 1 + z iiber K. Also
P~ = (1IN (14 2)

und somit or(1 +z) =v(N(1+x)) = [L : K(z)] - v(p(—1)) > 0.

2. Schritt: Sei x € L mit 97 (x) < 0. Dann ist 97(z~!) > 0 und nach dem
ersten Schritt also 9,(1 4+ 2~1) > 0. Hieraus folgt

or(1+2) =0zl +a 1) =0(x) + 0(1+27 1) > 9(2) = min(0, 5L, (v)).
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3. Schritt: Seien nun z,y € L. Wir konnen natiirlich x # 0 annehmen.

Dann ist

ore+y) = 0u(2) +5r 1+ 2) 2 61(a) + min(0, 5(2))
Yy ~
x

= min(0r(z), 0z (x) + 0(=)) = min(o(z), 01 (v))-

Wegen 0p|K* = d-v gilt dZ C im(vg) C Z. Folglich existiert genau ein
Teiler c|d, so dafl im(v7) = ¢Z. Dann ist

1
v =9 : L — Z
c
surjektiv und somit eine diskrete Bewertung von L nach Lemma B.4] welche
vp| KX = 4 . v erfiillt. Setze also e(L/K) = 4.
Um die Vollsténdigkeit von (L, vr) einzusehen, benutzen wird die Norm-
funktion | | auf K und fassen L als K-Vektorraum auf. Dann ist

wegen | |f|K = | | eine K-Vektorraumnorm auf L. Andererseits fixieren wir
eine Basis eq,...eq von L als K-Vektorraum und erhalten durch

d
E ;€
i=1

eine zweite K-Vektorraumnorm auf L. Bzgl. letzterer ist L ersichtlich voll-
standig.

Faktum: Alle Vektorraumnormen auf einem endlich-dimensionalen K - Vek-
torraum sind dquivalent.

Folglich ist L auch bzgl. | |p und damit bzgl. vy, vollstéindig. Es bleibt, die
Eindeutigkeit von vy, zu beweisen. Sei wy, eine weitere diskrete Bewertung
auf L mit wp|K* = b- v fiir ein b € N. Dann sind

/

= max(|ai],...,|aq|)
L

|z|p, == eTvE(@)/L/K) und ||z = e~ wE@)/P

beides Normfunktionen auf dem Kérper L, welche die Normfunktion | |
auf K fortsetzen. Aus obigem Faktum folgt, da8 | |L und || ||z als K-
Vektorraumnormen aquivalent sind.

Weiteres Faktum: Zu je zwei dquivalenten Normfunktionen || || und || ||
auf L gibt es ein o >0 miat || |' =1 ||°.

Da | | und || ||z beide | | fortsetzen, mufl in diesem Falle ¢ = 1, also
| Iz = ||z gelten. Es folgt bu;, = e(L/K)wr,. Durch Einsetzen eines Prim-
elementes bzgl. vy, erhalten wir e(L/K)|b und aus Symmetriegriinden dann
b=e(L/K), also vy, = wr. O
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Wir halten fest, da vz () = e(L/K) gilt.
Definition 4.4. e(L/K) heifit der Verzweigungsindex von L/K.

Sei A;, C L der Bewertungsring zu vy, n;, € Ar ein Primelement und
kp = Ap/mpAr der Restklassenkorper. Wegen mAp = WZ(L/K)AL gilt m =
wA C w, Ar. Die Inklusion A C Aj, induziert also eine Inklusion k C kj, der

Restklassenkorper.
Lemma 4.5. [k, : k] < cc.

Beweis. Seien 41,...,Yn € kg, linear unabhéngig iiber k. Wahle yq,...,y, €
Ap mit §; = y;+7p Ap. Es geniigt zu zeigen, dal 1, . . . , ¥, linear unabhéngig
tiber K sind. Sei also a1y + ... + any, = 0 mit a; € K, welche nicht alle
= 0 sind. Nach Multiplikation mit einer geeigneten Potenz von 7 kénnen

wir ai,...,a, € A und etwa a1 € A* annehmen. Dann 148t sich die Gleich-
ung modulo m lesen, und wir erhalten den Widerspruch, dafl alle a; und
insbesondere a; in m liegen miissen. O

Definition 4.6. f(L/K) := [kr, : k| heifit der Trdagheitsgrad von L|K.
Ubungsaufgabe 4.7. Fir endliche Erweiterungen M/L/K gilt
e(M/K)=e(M/L)e(L/K) wund f(M/K)=f(M/L)f(L/K) .

Definition 4.8. Die Erweiterung L/K heifit
— unverzweigt, falls e(L/K) =1 und kg /k separabel ist,
— total-verzweigt, falls e(L/K) = [L : K].

Fiir eine unverzweigte Erweiterung L/K ist jedes Primelement fiir K
auch ein Primelement fiir L.

Lemma 4.9. Sei R C A ein Vertretersystem fir A/m mit 0 € R; weiter
seien my, € K fiir alle m € Z fizierte Elemente mit v(m,,) = m. Dann gilt:

i. Jede Reihe ) A T, Mit a, € R konvergiert in K;

m>mg

1. jedes x € K besitzt eine eindeutig bestimmte Darstellung als Summe
T =) sme GmTm Mit am € R; dabei gilt v(r) = min{m : a, # 0}.

Beweis. i. Wegen v(ammy) > m folgt dies sofort aus dem vereinfachten
Cauchy-Kriterium. Man beachte, daf} alle Elemente # 0 in R Einheiten in A
sind, also Bewertung 0 besitzen. Deswegen haben alle Partialsummen nach
Lemma [3.3] und damit auch die konvergente Summe die in ii. angegebene

16



Bewertung. Insbesondere ist die konvergente Summe = 0 genau dann, wenn
alle a,, = 0 sind.

ii. Es bleibt, die Existenz und Eindeutigkeit der behaupteten Darstellung
fiir ein x € K* zu zeigen. Sei my := v(x). Fiir die Existenz geniigt es,
induktiv eine Folge (am)m>m, in R zu konstruieren, so daf gilt

v(T — 8m) >m+1 fir s, = Z a,m, .
mo<p<m
Aus v(z) = my folgt v(zm,l) = 0. Also existiert ein a,,, € R, so daB
v(zm) — amg) > 0 und somit v(x — Spmy) > V(Tme) = mo. Seien amy, - - -, Gm

und damit s, schon konstruiert. Dann gilt v((z — Sm)ﬂ';li_l) > 0. Folglich
existiert ein a,,+1 € R mit v((z — sm)wgﬁ_l — Qmy1) > 0, was v(x — Sppt1) >
U(Tm+1) = m + 1 impliziert.

Fiir die Eindeutigkeit sei x = szmo A T, = ZnZno by, mit a,,, b, € R
und @, # 0 # by,. Wie schon gezeigt, ist dann mg = v(x) = np und damit

(amo - bmo)ﬂ'mo = Z (bm - am)ﬂ-m 5

m>mgo

also v((@my — bmg )Tmg) > mo. Folglich gilt v(am, —bmgy) > 0, Was @, +m =
by, + m und dann sogar a,,, = by, bedeutet. Dieses Argument induktiv
wiederholend erhélt man a,, = b, fiir alle m > my. O

Beispiel: Sei K = Q,, setze 7, = p” und R := {0,1,...,p — 1}. Jedes
x € Q, besitzt eine eindeutige p-adische Entwicklung

T = Z Amp” mit 0 < ap < p .

Ubungsaufgabe 4.10. Man iberlege sich zumindest an Beispielen, dafs
die p-adischen Entwicklungen im obigen Beispiel nach analogen Regeln ad-
diert und multipliziert werden, wie sie fiir die Dezimalentwicklung rationaler
Zahlen gelten.

Satz 4.11. i [L: K] =e(L/K)f(L/K);
ii. A ist ein freier A-Modul vom Range [L : K].

Beweis. Wir kiirzen ab e := e(L/K) und f := f(L/K). Weiter seien

Tm ::71"712, falsm=ne+imit 0<i<e,
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und R C A ein fixiertes Vertretersystem fiir A/m mit 0 € R. Schliefllich
fixieren wir Elemente y1,...,y; € Ar, deren Restklassen eine k-Basis von
kr, bilden. Dann ist {riy1+...+rpys : 7; € R} C Ap ein Vertretersystem fiir
Ap/npAr. Nach Lemma [L.9] besitzt jedes x € L eine eindeutige Darstellung
als konvergente Summe

Tr = Z AT, Mit a,y,, = r%m)

m>mg

(m)

yl—l—...—l—rfmyf, T§m)€R.

Durch Einsetzen und Umordnen ergibt sich die eindeutige Darstellung
e—1 . e—1 f ' .
7= 3 (Lmer)rh = 330 (e st
i=0  n i=0j=1 n

. . . +
Fiir die Koeffizienten ¢; j := >, r§ne 2

™ gilt dabei:
- Cij c K,
- ¢ € Afiiralled,j <= x € Ar.

Somit ist {y;m% }; ; sowohl eine K-Basis von L als auch eine A-Basis von Ap,.
Insbesondere mufl ef = [L : K] gelten. O

Wir sehen insbesondere, da§ L/K unverzweigt ist genau dann, wenn
kr/k separabel ist mit [kr : k] = [L : K].

Bemerkung 4.12. Sei p(T) das Minimalpolynom tber K eines Elementes
x € L, dann gilt: x € A, <= p € A[T].

Beweis. Auf Grund der Konstruktion von vy, im Beweis von Satz [£.3] und

Satz [4.111i gilt

vi(z) = EEE v(p(0)) -
Deswegen folgt die Behauptung aus Cor. [4.21 O

Satz 4.13. Seien K C L1, Ly C L zwei Teilererweiterungen; mit Ly /K und
Lo /K ist auch das Kompositum Ly Lo/ K unverzweigt.

Beweis. Wegen der Multiplikativitit der Kérpergrade und der Transitivitat
der Separabilitit geniigt es zu zeigen, dal mit Li/K auch LjLy/Ly unver-
zweigt ist. Nach dem Satz vom primitiven Element existiert ein & € kr, mit
kr, = k(&). Wir fixieren ein o € Ay, mit @ = a+n, Az, und bezeichnen mit
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p(T') das Minimalpolynom von « iiber K. Auf Grund der vorausgeschickten
Bemerkung liegt p(T) in A[T]. Wegen

[kr, : k] < deg(p modm) =deg(p) = [K(a) : K| < [L1: K| = [k, : K]

mufl L; = K(«a) gelten und p modm das Minimalpolynom von & iiber k
sein. Insbesondere ist Ly Lo = La(cr). Das Minimalpolynom ¢(T") von « iiber
Ly ist ein Teiler von p(T) in Ar,[T] auf Grund des Gaufischen Lemmas.
Folglich ist ¢ mod 7, Ar, ein Teiler von p mod m, ist somit separabel und
muf} auf Grund des Henselschen Lemmas dann auch irreduzibel sein (sonst
wire g reduzibel). Also gilt

[kLle : kLz] < [L1L2 : L2] = deg(Q) = deg(q mOdT‘-LzALz)
= [kLz (d) : kLz] < [kLlLQ : kLz]’

und es folgt die Separabilitét von kr,r, = kr,(&) tiber kr, mit [kr, 1, :
k‘LQ] == [L1L2 . Lg] O

Definition 4.14. Die maximale iber K unverzweigte Teilererweiterung von
L/K heifst der Trigheitskérper von L/K.

Ubungsaufgabe 4.15. Sei T der Trigheitskorper von L/K ; dann ist T /K
separabel, und kr/k ist die mazimale separable Teilererweiterung von kr,/k.

Bemerkung 4.16. Sei 0 € Autg(L). Aus der Eindeutigkeitsaussage in
Satz[{.3 folgt vy, 0 0 = v, und somit o(Ayr) = Ar. Folglich induziert o auf
den Restklassen einen Automorphismus ¢ € Autg(kr). Durch o —— & ist
ein Gruppenhomomorphismus Autg (L) — Autg(kr) gegeben.

5 Wittvektoren

Sei p eine ein fiir alle Mal fixierte Primzahl. Fiir jede ganze Zahl n > 0 heifit

n
. n—i n n—1
Op(Xo,. . Xn) =Y _p'XP" =X 4pXY 4. 4" X,
=0

das n-te Wittpolynom. Es gilt ®¢(X() = X und

Dpy1(Xoy s Xn1) = @n(XE, .., XE) + 9" X4

(3) n+1
:X(I)) +p<pn(X17"'7X7L+1) .

Sei A ein beliebiger (kommutativer) Ring mit Eins. Wir sagen, dafi ply
kein Nullteiler in A ist, falls die Abbildung A ¥ A injektiv ist. Im Falle
ply € A* ist diese Abbildung natiirlich sogar bijektiv.
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Lemma 5.1. Fir m,n > 1 und a,b € A gilt:
a=bmodp™A = a”" =" modp™t"A .

Beweis. Per Induktion geniigt es, den Fall n = 1 zu betrachten. Wir benut-
zen dazu das Polynom

p—1
P(X,Y):=> XV eZIX,Y] .
=0

Aus der Voraussetzung folgt
P(a,b) = P(a,a) = pa’~! mod p™ A

und damit P(a,b) € pA. Wegen a? — b” = (a — b)P(a,b) folgt daraus die
Behauptung. O

Lemma 5.2. Firm >1,n >0 und ag,...,an,by,...,b, € A gilt:
i. a; =b;, modp™A fir0<i<n

= ®;(ag,...,a;) = Pi(bo,...,b;) mod p™ A fiir alle 0 < i < n;

ii. ist pla kein Nullteiler in A, so gilt in i. auch die Umkehrung.

Beweis. Beide Aussagen werden per Induktion nach n bewiesen. Beide Male
ist der Induktionsanfang n = 0 trivial. Sei also n > 1.
i. Nach Voraussetzung und Lemma [5.1] gilt

afzbfmodpmHA firo<i<n-1

und damit

@n_l(ag, . ,ap_l) = @n_l(bg, c. ,bp m+nA

n n

_1) mod p

nach Induktionsannahme. Wegen der Rekursionsformel (@]) fiir ®,, impliziert
Letzteres

®,(ag,...,an) — p"an = ®pn(bo, ..., b,) — p"b, modp™ " A .
Da aber a,, = b, mod p™A, ist p"a, = p"b, mod p™ ™A und folglich

®,(ag,...,a,) = ®,(bo,...,b,) modp™ A .
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ii. Auf Grund der Induktionsannahme haben wir a; = b; mod p™A fiir
0 <i<n—1. Wie eben folgt daraus

®,(ag,...,a,) — p"an = Ppn(bo, ..., b,) — p"b, modp™ ™A .

Nach Voraussetzung gilt eine solche Kongruenz aber auch schon fiir die
linken Summanden. Also erhalten wir p"(a, — b,) € p"™™™A und damit
an — b, € p""A wegen der zusétzlichen Voraussetzung. O

Sei
AN = {(ag,ay,...) 1 a, € A}

das abzahlbar unendliche direkte Produkt des Ringes A mit sich selbst (Ad-
dition und Multiplikation erfolgen also komponentenweise). Wir fiihren fol-
gende Abbildungen ein:
fa: ANo — ANo
(ag,a1,az,...) +— (ay,ae,...)
(ein Ringendomorphismus),
VA ANo — ANo
(ap,a1,az,...) —— (0,pag,pay,...)
(respektiert Addition, aber nicht Multiplikation und das Einselement),

d,, : ANo — A
(ag,ai,...) +—— ®,(ag,...,a,)

und
Py AN s ANO

a — (Pg(a),Pi(a), Po(a),...) .
Lemma 5.3. 1. Ist pla kein Nullteiler in A, so ist ® 4 injektiv;
1. ist plg € A*, so ist P4 bijektiv.

Beweis. Seien a = (ap)n, u = (uy), € AN, Wegen der Rekursionsformel
@) fiir die ®,, ist die Relation ® 4(a) = u gleichbedeutend mit dem Gleich-
ungssystem

Uup = aop,

(4)

Uy = Pp_y(ab,...,ab_)+pta, firn>1.

Unter der Voraussetzung in i. bzw. ii. ist somit a in induktiver Weise durch
u eindeutig bestimmt bzw. kann induktiv aus u eindeutig berechnet werden.
O
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Zusatz 5.4. Aus dem Gleichungssystem (d) liest man Folgendes ab: Seien
a = (a)p,u = (up)n € AN mit d4(a) = u. Sei B C A ein Unterring
mit der Eigenschaft, daf die additive Abbildung A/B -2~ A/B injektiv ist.
Dann gilt fiir jedes m > 0:

UG, -+ Uy € B<=ag,...,am € B .
Satz 5.5. Der Ring A besitze einen Endomorphismus o mit

o(a) =aP modpA fir allea € A .
Dann gilt:

i. Gegeben n > 1 und ag,...,an—1 € A setze u; := ®;(ag,...,a;) fir
0<i<n-—1; fir einu, € A gilt dann:

up = @y (ag, ..., ay) fir eina, € A<= o(up—1) = u, modp"A .

ii. A" :=1im(® ) ist ein Unterring von AN, fiir welchen gilt:
- fa(A') C A, va(A') C A,
- A = {(un)n € AN : o (uy,) = Uy mod p™ LA fiir alle n > 0}.

Beweis. i. Nach Voraussetzung an o gilt o(a;) = af mod pA fiir alle 0 <4 <
n — 1. Die Anwendung von Lemma [5.2li. mit m = 1 liefert

o(un—1) = Pp_1(c(ap),...,o(an-1)) = Pp_1(ap,...,al_,) modp™A .
Ein a, € A mit u,, = ®y(ao,...,an) = Pp_1(dh,...,al_,) + p"a, existiert
genau dann, wenn u, — ®,_1(ah,...,al_;) € p™A, also genau dann, wenn

Up — o (up—1) € pA.
ii. Nach i. besitzt A’ als Teilmenge von AN die behauptete Beschreibung.

Die restlichen Behauptungen lassen sich daraus direkt ablesen.
O

Wir wenden diesen Satz an auf den Polynomring
A:=7Z[Xo, X1,..., Yy, Y1,.. ]

iber Z in zweimal abzahlbar unendlich vielen Variablen. Offensichtlich ist
pla kein Nullteiler in A. Wir betrachten auf A den Ringendomorphismus 6
definiert durch

0|Z = idz, 6(X;) := XP und 0(Y;) := Y/ fiir alle s > 0 .
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Lemma 5.6. 6(a) = a”? mod pA fiir alle a € A.

Beweis. Die Teilmenge {a € A : 0(a) = a” modpA} ist ein Unterring von
A, welcher nach dem kleinen Satz von Fermat Z und per Definition von 6
alle Variablen X; und Y; enthélt. Damit mufl er aber gleich A sein. O

Setze X := (Xo, X1,...) und Y := (Yp,Y7,...) in ANo, Wegen Lemma
B3li. und Satz B.5lii. existieren dann eindeutig bestimmte Elemente S =
(S2)ns P = (Po)n, I = (I)n, und F = (F,),, in AN0 mit

bzw. ausgeschrieben

®,(So,...,5) =Pn(Xo,...,Xpn) +2,(Yo,..., Yn),
(5) q>n(P07 s aPn) = q>n(X07 s aXn)q>n(YE)v s aYn)7
Op(ly, ..., In) = —®p(Xo, ..., X,),

O, (Fy,...,F) = Ppi1(Xo, -, Xng1)
fiir alle n > 0. Aus dem Zusatz [5.4] folgt

Snypn EZ[X(),...,X”,}/O,...,Y”],
I, € Z[ Xy, ..., X,],
F, € Z[Xo,...,Xn+1].

Lemma 5.7. F,, = X} mod pA fiir alle n > 0.
Beweis. Wir haben

D, (Fo, ..oy F) = ©1(Xoy - o+, Xng1) = @(X5, .., X2) + p" T X1
=&, (X},..., XP) modp™ttA .

Damit folgt die Behauptung aus Lemma, [5.2]ii. O

Die S, P,, I, F}, lassen sich mit Hilfe des Gleichungssystems () induk-
tiv explizit berechnen.

Beispiele: 1) Sp = X+ Yy, S1= X1 + Y — Ef;ll %(?)Xéyop_i-
2) Py = XoYy, P = pX1Y1 + X0V, + X Y. ' .
3) Fy = X{ +pX1, Fi = X0 +pXo — S0 (O)pr i 1XE X
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Ubungsaufgabe 5.8. 1) S, — X,, — Y, € Z[Xo,..., Xn_1,Y0,..., Y0 1].
2) Im Falle p # 2 gilt I,, = — X, fiir alle n > 0.

Sei B ein beliebiger (kommutativer) Ring mit Eins. Einerseits haben wir
den als direktes Produkt definierten Ring (BN, +, ). Fiir jeden Ringhomo-
morphismus p : By — Bj (der stets die Eins respektieren soll) ist

plos B® — By
(bn)n = (p(bn))n

ebenfalls ein Ringhomomorphismus. Andererseits definieren wir auf der Men-
ge W(B) := B eine neue “Addition”

(an)n H (bp)n := (Sn(ag, ..., an,bo, ..., bn))n
und eine neue “Multiplikation”

(an)n X (bp)n := (Pn(ag, .- an, b0y bp))n -
Auflerdem setzen wir

0:=(0,0,...) und 1:=(1,0,0,...).
Wegen ([B]) gelten fiir die Abbildung
dp: W(B) — BYo

die Identitédten

<I>B(a —||—b) = <I>B(a) + @B(b),

(6) ®p(a x b) = @p(a) - 2p(b) .

Zuséatzlich sieht man sofort
(7) @B(O) =0 und (I)B(].) =1.

Fiir jeden Ringhomomorphismus p : By — By kommutiert W (p) := po :
W(B1) — W/(Bj) offensichtlich mit 4 und X und erfiillt W(p)(1) = 1
und das kommutative Diagramm

[
W(By) —2 Blo

W(p)t leO
@

W (By) —2 Blo .
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Satz 5.9. i. (W(B),4,x) ist ein kommutativer Ring mit Nullelement O
und FEinselement 1; das additive Inverse zu (by)n ist (I (bg, ..., bn))n.

ii. Die Abbildung ®p : W(B) — BYo ist ein Ringhomomorphismus;
insbesondere ist

o, :W(B) — B
(bp)n ¥ P (bo, - - -, bm)

fiir jedes m > 0 ein Ringhomomorphismus.

iti. Fiir jeden Ringhomomorphismus p : By — By ist auch W(p) :
W(B1) — W(Bz2) ein Ringhomomorphismus.

Beweis. Auf Grund der Voriiberlegungen geniigt es, die Behauptung i. zu be-
weisen. Dazu betrachten wir den Ring By := Z[{ X} }sc ] zusammen mit dem
surjektiven Ringhomomorphismus p : By — B gegeben durch p(X3) := b.
Der Ring Bj besitzt den durch o(X;) := X, definierten Endomorphismus
o mit der Eigenschaft o(b) = b” mod pB fiir alle b € By (vgl. den Beweis
von Lemma [5.0]). Ferner ist plp, kein Nullteiler in B;. In dieser Situation
besagen Lemma [5.3li. und Satz [G.5lii., daf3

®p, : W(B,) — B,

eine Bijektion auf den Unterring B} in B} ist. Wegen (B) und (T) iibertragen
sich deswegen Assoziativgesetze, Distributivgesetze usw. in BlNO auf die ent-
sprechenden Gesetze fiir 4 und X in W(Bj). Somit ist (W (By),4,X ) ein
kommutativer Ring mit Einselement 1. Die Formel fiir das additive Inverse
folgt analog aus (B]). Da die Abbildung W(p) : W (B;) — W(B) surjektiv
ist und 4, % und Eins respektiert, folgen die Ringaxiome fiir W (B) aus
denen fiir W(By). O

Definition 5.10. (W (B),4,X) heifst der Ring der Wittvektoren mit Ko-
effizienten in B.

Die ®,,(bo,...,b,) € B nennt man auch die Phantomkomponenten des
Elementes (by,), € W(B).
Zusétzlich haben wir auf W (B) die Abbildungen

F: W(B) — W(B)
(bu)n  — (Fu(bo, .- bp))n
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e V: W(B) — W(B)
(bn)n > (0,b0,b1,...) .

Aus (@) bzw. @) folgt die Kommutativitit der Diagramme

dp ®p

(8) W(B) —— BNo und W(B) —— BNo .
)| R
W(B) — pMo W(B) —Z> BNo

Satz 5.11. i. F ist ein Ringendomorphismus von W (B);
it. 'V ist ein additiver Endomorphismus von W (B);
iti. F(V (b)) =pb fir alle b € W(B);
iw. V(ax F(b)) =V(a) X b fir alle a,b € W(B);
v. F(b) = bP mod pW (B) fiir alle b € W(B).

Beweis. (In den Behauptungen beziehen sich Ausdriicke wie pb und bP
natiirlich auf die neue Ringstruktur in W (B).) Mit dem gleichen Trick wie
im Beweis von Satz 5.9 fiihrt man das auf entsprechende Identitéiten fiir fp
und vp in BYNo zuriick, die leicht nachzupriifen sind. U

Definition 5.12. F bzw. V' heifst der Frobenius bzw. die Verschiebung auf
W(B).

Fiir jedes m > 0 sei
Vin(B) :=im(V"™) = {(bp)n € W(B) :bg=...=b,—1 =0} .
Offensichtlich gilt

W(B) =Vyo(B)>Vi(B) D ... und [|Vi(B)={0} .

Wegen Satz [B.1Tlii. und iv. ist jedes V;,,(B) ein Ideal in W (B).

Definition 5.13. W,,,(B) := W (B)/V,,(B) heifit der Ring der Wittvektoren
der Ldinge m mit Koeffizienten in B.

Lemma 5.14. i. Fiir jedes m > 1 und jedes (by), € W(B) gilt

(bn)n = (bo,...,bm_l,o,...)+(0,...,0,bm,bm+1,...) N
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1. die Abbildung
B™ — W, (B)
(boy -y bm—1) — (b, ..., bm—1,0,...) 4+ Vr(B)
ist fiir jedes m > 1 eine mengentheoretische Bijektion.

Beweis. i. Wieder mit Hilfe des Tricks im Beweis von Satz geniigt es zu
zeigen, dafl

Dk ((bp)n) = Pr(bo, .- bm—1,0,...) + P(0,...,0,bpm, brs1,--.)
gilt fiir alle £ > 0. Dies folgt aber sofort aus

D (bg,...,br) fiir 0 <k <m,
Z?:Olpibpkﬂ fir m <k

Dr(boy .-y b—1,0,...) = {
und

0 fir 0 < k < m,

@ 0,...,0,bm,bm yees) = . —i
k( +1 ) {Zf:m plbfk fitr m < k.

ii. Die Surjektivitét folgt sofort aus i. Fiir die Injektivitdt sei
(C(], ce ,Cm_l,o, .. ) —“—Vm(B) = (b(], ce ,bm_l,O, .. ) -H—Vm(B) .

Dann gilt wegen i. also (cg,...,¢m-1,0,...) = (by), mit einem geeigneten
(0,...,0,bpm,bmt1,...) € Vip(B). Folglich ist ¢,, = b, firalle0 <n <m. O

Ubungsaufgabe 5.15. 1) Folgere aus Lemma[5.14), dafs

W (B) = lim Wy, (B)

m

b — (b 4+ Vin(B))m

ein Isomorphismus von Ringen ist.
2) Die Abbildung @y : W1(B) — B ist ein Isomorphismus von Ringen.

Lemma 5.16. Die Abbildung

7: B — W(B)
b +—— (b,0,...)

st multiplikativ.
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Beweis. Wir haben Py(Xo, Yy) = XoYp. Also ist
Py(X0,0,...,0,Y,0,...,0) =0 fiir allenn > 1
zu zeigen. Mit der Abkiirzung P, (Xo,Y)) := Po(X0,0,...,Y5,0,...) folgt

aus () sofort die Identitét

(XoYo)”" + > _p'Bi(Xo, Yo' = @p(By,..., P)

=1

welche das Gewiinschte induktiv liefert. O

Definition 5.17. 7(b) € W(B) heifst der Teichmiiller-Reprisentant von
be B.

Lemma 5.18. Fiir alle k > 1 gilt Vi(B)* = p*~1Vi(B).

Beweis. Mit Hilfe der entsprechenden Teilaussagen von Satz [5.11] berechnen
wir

V(a) x V(b) 2 V(ax FV(b)) 2 V(a x pb) Z pV(a x b)

fiir alle a,b € W (B). Daraus folgt V1(B)? = pV1(B) und dann induktiv die
Behauptung. O

Man sagt, der Ring B habe die Charakteristik p, falls plg = 0 gilt. In diesem
Falle ist der Frobenius

B— B
br—s bP

ein Ringendomorphismus. Ist diese Abbildung bijektiv, so heifit B perfekt.
Satz 5.19. Hat B die Charakteristik p, so gilt:
i. Firb = (by)n, € W(B) haben wir

F(b)= ("), und pb=VF(b)=FV(b)=(0050,...);

it. Vin(B) X Vi (B) C Vipan(B) fiir alle m,n > 0;
-

iii. pFW(B) C Vi(B)* C p*~'W(B) fiir alle k > 1;
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w. der Ringhomomorphismus

W (B) — lim W (B)/p"W (B)
k
b — (b+p"W(B))y
ist bijektiv.
Beweis. i. Dies folgt aus Lemma [5.7] und Satz [B.1Tliii.
ii. Aus Satz EI0liv. ergibt sich induktiv V™ (a x F™(b)) = V"™(a) X b
und damit insbesondere

V™(a) x V*(b) = V™(a x F™(V"(b)))
bzw.
V*(F™(b)) x a=V"(F™(b) x F"(a)) .
Nach i. haben wir aber F'V"™ = V" F™. Somit kénnen wir die zweite Glei-
chung in die rechte Seite der ersten einsetzen und erhalten
(9) V™) x V"(b) = V" (F"(a) x F™ (b))

fiir alle a,b € W(B).

iii. Aus i. folgt pW(B) = VF(W(B)) C Vi(B). Wegen Lemma .18
ergibt sich daraus sofort die Behauptung.

iv. Wegen i. gilt

PPW(B) = {(0,...,0,by,bjr1,...) € W(B) : b, € B fiir alle n > k} .

Also ist N> p*W(B) = {0}, was gleichbedeutend mit der Injektivitit der
betrachteten Abbildung ist. Sei nun (b*)4-p*W (B)); € lim W (B)/p*W (B).
Wegen ii. und iii. gilt
P*W(B) C Vi(B) .

Somit ist (b®) 4 V4 (B)), € lim W (B)/Vi(B). Der Ubungsaufgabe [5.1511)
zu Folge existiert dann ein b € W (B) mit b 4 Vi(B) = b%) 4V, (B) fiir
alle k € N. Fiir alle j > k erhalten wir

b+ V;(B) +p*W(B) =bY +V;(B) +p'W(B)

= b 4 Vj(B) +p"W(B)

und damit

b+ (] [Vi(B) +p"W(B)] =b® + (N [V;(B) + "W (B)] .

jzk jzk
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Wir zeigen jetzt aber, dafl

M [Vi(B) +p*W(B)] = p*W(B)

Jjzk

gilt. Sei dazu ¢ = (0,...,0, ¢k, Ck+1, - ..) aus dem Durchschnitt auf der linken
Seite, etwa

ce (0,...,0,a;k, ajp+1,--.) + V;(B) mit a;, € BY firallen >k .
Aus Lemma [5.14] folgt dann
Ck = A5k, Cht1 = Qjk41y---,Cj—1 = Qj 51

und damit ¢, € BP" fiir alle k < n < j. Da j beliebig war, erhalten wir
c € p*W (B) wie behauptet. Folglich ist

b 4 p*W(B) = b®) 4 p*W(B) fiir alle k > 1,
was die Surjektivitit der betrachteten Abbildung bedeutet. O

Satz 5.20. Der Ring B habe die Charakteristik p und sei perfekt; dann gilt:
i. Fir alle b = (by)n, € W(B) und m > 1 ist

~(m-1)

b Vin(B) = 7(bo) 7] )+ ..+ (@) 4 Vin(B) ;
it. Vi (B) = p™W (B) = Vi(B)™ fiir alle m > 0.
Beweis. 1. Wegen Satz [(.1911. ist

T(bo) 4 - AT 4 Vin(B) = (bo, -+ b1, 0,...) + Vin(B) |

woraus die Behauptung wegen Lemma [5.14] folgt.
ii. Wegen der Perfektheit von B folgt aus Satz [B.19li., da3 F' ein Ring-
automorphismus von W (B) ist. Somit gilt

p"W(B) =V"F"(W(B)) =V"™(W(B)) = Vn(B)
und damit auch

Vi(B)™ = (pW(B))" = p"W(B) .
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Lemma 5.21. Sei C ein Ring mit genau einem maximalen Ideal n, welches
ein Hauptideal n = 7C' ist und (\;>, n' = {0} erfillt; dann ist jedes Ideal
# {0} in C von der Form «*C fiir ein k > 0.

Beweis. Zunéchst sei daran erinnert, dafl jede Nichteinheit eines Ringes in
einem maximalen Ideal enthalten sein mufl. In unserem Falle impliziert dies
C* = C \ n. Wegen [;»; n’ = {0} existiert zu jedem 0 # ¢ € C genau ein
v(c) > 0 mit ¢ € n¥©) \ n+1 Also gilt ¢ = 7%y fiir ein u € C. Aber
u & wC = n; somit ist u € C* eine Einheit. Sei nun J # {0} ein Ideal in C.
Wiihle 0 # ¢ € J so, da8 k := v(c) minimal ist. Dann gilt einerseits J C 7*C
und andererseits 7°C = ¢C C J. O

Satz 5.22. Sei B ein Korper der Charakteristik p; dann gilt:

i. W(B) ist ein Integrititsbereich mit genau einem mazximalen Ideal,
namlich Vi(B), und W(B)/V1(B) = B;

1. der Ringhomomorphismus

W (B) = lim W (B)/Vi(B)*
k
b — (b4 Vi(B)")y

ist bijektiv;

iti. ist B perfekt, so ist W(B) ein vollstindiger diskreter Bewertungsring
mit mazimalem Ideal pW (B) und Restklassenkorper B, und fir jedes
b = (by)n, € W(B) gilt

b="> p'r(th ).
n=0

Beweis. ii. Auf Grund von Satz [5.19liii. und iv. haben wir das kommutative
Diagramm
lin TW(B)/p~1 1V (B)

|

lim W(B)/Vi(B)*

|

lim W(B)/p*W (B) ,

1%

1%
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in welchem die schrigen Pfeile und die Komposition der senkrechten Pfeile
bijektiv und die einzelnen senkrechten Pfeile jedenfalls injektiv sind. Dann
miissen aber alle Pfeile bijektiv sein.

i. Der Ubungsaufgabe [5.15.2) zu Folge ist W(B)/Vi(B) = B mittels ®.
Also mufl V1(B) ein maximales Ideal sein. Sei b ¢ Vi(B). Zunéchst finden
wir ein a € W(B) mit a X b =1 4 ¢ mit ¢ € V;(B).

Wegen ii. existiert
(1+4c)™ =) (-1)ic e W(B).
i=0
Also ist b eine Einheit in W (B). Folglich ist Vi(B) das einzige maximale
Ideal in W (B). Schliefllich seien a,b € W (B) zwei beliebige Elemente # 0,
etwaa=(0,...,0,a;,ai41,...)und b =(0,...,0,b;,bj11,...) mit a;,b; # 0.
Wegen Satz £.19li. und, da ®g ein Ringhomomorphismus ist, gilt

FI((ai,aists-.)) X Fi((b,bjsn,..) = (@ jalyy,..) x (0000,

J 0
= (a? b;’,...).

Zusammen mit (@) erhalten wir
aXb= Vi((ai, Aiil,-- )) X Vj((bj, bj+1, .. ))

S V(@) = (0.0 )

Mit a ! b?l # 0 ist also auch a X b # 0. Folglich ist W (B) ein Integritéitsbe-
reich.

iii. Nach Satz B20lii. gilt Vi(B) = pW(B). Wegen 1i., Satz [(.19liv. und
Satz [5.20li. bleibt zu zeigen, dafl p1 # 0 und daf jedes Ideal in W (B) ein
Hauptideal ist. Nach Satz [B.19i. gilt

pl=(0,1,0,...) #0.

Aus Satz EI9iv. folgt >, P*W (B) = {0}, so daf wir Lemma [5.2T] anwen-
den konnen. B O

Bemerkung 5.23. Ist B ein Kiorper der Charakteristik p, so hat der Quo-
tientenkérper von W (B) die Charakteristik 0.

Beweis. Sei ¢ eine Primzahl mit (W (B) = {0}. Wegen B = W (B)/Vi(B) ist
dann auch ¢B = {0}. Also muf} ¢ = p gelten. Aber p1 = (0,1,0,...) #0. O

Ab dem néchsten Abschnitt benutzen wir auch fiir Addition und Mul-
tiplikation in W (B) die iiblichen Standardnotationen (und nicht linger 4
und X ).
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6 Eindeutigkeit von W (k)

Zunéchst halten wir eine einfache Verallgemeinerung friitherer Lemmata fest.

Lemma 6.1. Sei B ein beliebiger Ring und a C B ein beliebiges Ideal mit
plp € a; dann haben wir:

1. Firm,n>1 unda,b € B gilt:

a=bmoda™ = o’ =" moda™™" ;
. firm >1,n>0 und ag,...,ay, by,...,b, € B gilt:

a; =b;moda™ fir0<i<n
= ®,(ag,...,a,) = Pp(by,...,b,) moda™ " .

Beweis. Wegen plp € a iibertragen sich die Beweise von Lemma [5.1] und
Lemma [5.2li. wortlich. O

Sei nun k ein perfekter Korper der Charakteristik p > 0. Weiter sei A
ein vollstandiger diskreter Bewertungsring und « : A — k ein surjektiver
Ringhomomorphismus. Bezeichnet m C A wie immer das maximale Ideal,

so induziert «v also einen Isomorphismus @ : A/m — k.

Satz 6.2. FEs existiert genau eine multiplikative Abbildung s : k — A mit
ao s =1idg; sie erfillt s(0) =0 und s(1) = 1.

Beweis. FExistenz: Seix € k. Wegen der Perfektheit von k finden wir induktiv
eine Folge (a;)ieny in A mit aa;)? = x und a(a;+1)? = a(a;) fir alle i € N.
Letzteres bedeutet

i+1 Pl
i

p

7 . .
afH =a; modm und damit a; ; =a modm™!  fiir alle i > 1

nach Lemma Folglich ist (ay l), eine Cauchyfolge und konvergiert gegen
ein s(z) € A. Wegen a(afz) =z gilt a(s(z)) = z. AuBerdem héngt s(x) nicht
von der Wahl der Folge (a;); ab. Sei némlich (a;); eine weitere Folge in A
mit (a;)P = & und o(@ir1)? = a(a;). Wegen afa;)?" = z = (@, )P ist dann
D i+1

a(a;) = a(a;), also a; = a; mod m. Mit Lemma [6.T] folgt a‘fz = dil modm
Also besitzen die Folgen (a? Z)i und (@ l)i denselben Limes. Mittels geeigneter
Wahl der Folgen ergibt sich nun leicht die Multiplikativitdt von s sowie

$(0) =0 und s(1) = 1.
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Findeutigkeit: Sei 5 : k — A eine weitere multiplikative Abbildung
mit @ o § = idy. Dann gilt s(z ') = 3(2P ') modm und folglich s(z) =
s(zP )P = 3(2P )P = 5(z) mod m**! fiir alle i > 1 wegen Lemma B.1l Das

impliziert s = 3. U
Beispiel: Im Falle A = W (k) und a = ® ist s = 7 (sieche Lemma [5.10]).

Satz 6.3. Es existiert genau ein Ringhomomorphismus v : W (k) — A mit
a oy = ®g. Dieser ist stetig und erfillt

Y(xn)n) = Zp"s(xf;n) fiir alle (zy,), € W(k) .
n=0

Im Falle ply # 0 ist v injektiv.

Beweis. Existenz: Der Ringhomomorphismus W(«a) : W(A) — W(k) ist
surjektiv. Sei (b,), aus dem Kern von W («). Dann gilt b, € m fiir alle n > 0.
Folglich ist

m

m—1
Dby .-y bm) =0 +pb) + .+ Dby,
em?” +pm?" 4+ .. +p™m
Cm™ £ pm™ 4.+ pTm
gmm—l—l

fiir alle m > 0. Das impliziert die Existenz von eindeutig bestimmten Ring-
homomorphismen 7,, : W (k) — A/m™T! so da die Diagramme

A

W (k) 2> A/mmtl

kommutativ sind. Wegen () haben wir ®,, o F' = ®,, 1, somit v, o F o
W(a) = YmoW(a)o F = vyt 0 W(a) modm™H und wegen der Surjekti-
vitdt von W(«) also

Ym © F = 441 modm™ L
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Nach Satz [5.19i. ist aber F' auf W (k) invertierbar. Deswegen impliziert die
letzte Kongruenz die Kommutativitdt der Diagramme

A /mm+2

VWW

W (k) pr

m

A/mm—i-l .

Im projektiven Limes erhalten wir also den Ringhomomorphismus

v = lim ey, o F7M: W(k) — %iilA/merl =A.

Wegen
aoyoW(a)=aoyoW(a)=aody=dyoW(«a)

gilt ooy = Dy

Eindeutigkeit und weitere Eigenschaften: Sei 5 : W (k) — A ein beliebi-
ger Ringhomomorphismus mit « o4 = ®(. Letzteres impliziert 5(pW (k)) C
m und dann F(p'W (k)) C m’ fiir alle 4 > 1. Folglich ist 7 stetig. Aus Satz
B.22liii. ergibt sich nun

A(@n)n) = Y P A(r(h )
n=0

Die Eindeutigkeitsaussage im Satz[6.2limpliziert aber Yo7 = s. Also erhalten
wir 4 = v und

Y((@n)n) =Y _ps(ah ") fiir alle (zn)n € W(k) .
n=0

Sei pla # 0. Aus v((zn)n) = 0 folgt dann wegen LemmalLd, daB (25 ) = 0
und damit dafl x,, = 0 fur alle n > 0. O

Corollar 6.4. Ist pA das mazimale Ideal in A, so existiert genau ein Ring-
isomorphismus v : W (k) — A mit a oy = ®y.

Beweis. Der Homomorphismus v aus Satz ist injektiv. Auf Grund der
Annahme m = pA liefern die Reihendarstellungen im Satz[6.3] wegen Lemma,
[4.9] sémtliche Elemente in A. Also ist v auch surjektiv. O

Beispiel: W(F,) = Z,,.
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7 Cohen-Unterringe

Sei k ein beliebiger Korper der Charakteristik p > 0. Dann ist k7" = {zP" :
x € k} fiir jedes n > 1 ein Teilkérper von k. Eine Familie (x;)ier von
Elementen in & heiflt eine p-Basis von k, falls die Abbildung

KPU{XiYier] | <AXP —al}ier > — k

Xi—x;
bijektiv ist. Wir stellen ohne Beweis fest, dafl k stets eine p-Basis besitzt.

Ubungsaufgabe 7.1. Fiir jede p-Basis (x;)ic; von k gilt:

1) k= k" ({x;}icq) fiir allen > 1.

2) die Elemente [],c; " mit 0 < p; < p™ und p; # 0 fiir hichstens endlich
viele i € I bilden eine Basis von k als kP" - Vektorraum.

Definition 7.2. Ein Unterring C C W (k) heifst Cohen-Unterring, wenn
gilt:

— C' st ein vollstindiger diskreter Bewertungsring mit mazximalem Ideal p C';
-Wi(k)=Vi(k)+C.

Wegen C/Vi(k)NC — W (k)/Vi(k) — k gilt also Vi (k) N C = pC, und k
ist auch der Restklassenkorper von C.

Satz 7.3. Sei (a;)icr eine Familie von Elementen in W (k), so daf$ die Fami-
lie der z; := ®y(a;) eine p-Basis von k ist; dann ezistiert genau ein Cohen-
Unterring C C W (k), welcher alle a; enthdlt.

Beweis. Der grofleren Klarheit halber benutzen wir in diesem Beweis die
Notationen A := W (k), m := Vi (k) und pr := &5 : A — k. Aulerdem sei
S:={a;:1 €I} C A. Zunichst fixieren wir ein m > 1. Fiir jedes n > m —1
sei

Ch,m = der von SU ®,,(W(A)) Um™ erzeugte Unterring von A .

Behauptung 1: Cy, ,, ist der kleinste Unterring von A mit Cp pym+m = A,
welcher S Um™ enthdlt. . -

Es gilt ®,(W(A)) = {af +pa] +...+p"ay : ao,...,a, € A}, we-
gen pA C m also pr(®,(W(A))) = k" und pr(Cy.m) = k" (pr(S)). Die
Ubungsaufgabe [T impliziert dann pr(C,,,) = k, was Cpm +m = A be-
deutet. Nun sei A’ C A ein Unterring mit A’ +m = A und SUm"™ C A’.
Wir haben zu zeigen, dafi ®,(W(A)) C A’ gilt. Seien also ag,...,a, € A

36



beliebige Elemente. Wegen A’ + m = A existieren qy,...,a, € A’ mit
a; = a; modm fiir alle 0 < i <n. Dan >m — 1, impliziert Lemma [6.1] da8
D, (ag,...,an) = Pplay,...,a,) modm™. Mit ®,(af,...,a,) und m™ liegt
also auch @, (ag,...,a,) in A

Damit ist die Behauptung 1 bewiesen, und wir sehen insbesondere, dafl
der Unterring C,, := C,, ,, unabhingig von der Wahl von n ist.

Behauptung 2: Cp, Nm = pC)p, + m™.

Aus pA C m folgt sofort pC,, + m™ C C,, N m. Fiir die umgekehrte
Inklusion bezeichne A(m) die Menge aller Tupel pu = (p;)ie; von ganzen

Zahlen 0 < p; < p™ mit p; # 0 fiir héchstens endlich viele ¢ € I. Fiir

€ A(m) setze
Z, = Haﬁ” :
iel
Aus SP" = {®,,(a;,0,...) : i € I} C @, (W(A)) folgt, daB Cp, = Crm
als Modul iiber dem Unterring ®,, (W (A)) + m™ von den Z,, erzeugt wird.
Wegen ®,,(ag,...,ay) = agm +pPp—1(ai, ..., an) gilt

®, (W(A)) C A" + pCly1m = AP+ pCy .
Jedes ¢ € Cy, 1483t sich also schreiben als
c= Z cﬁmZM—i-pc/—i-c” mit ¢, € A,¢ € Cpp, " €m™ .
peEA(m)
Gelte nun ¢ € C,, N m. Dann ist
O=pric)= > pr(c)" pr(Z,) .
peA(m)

Nach Ubungsaufgabe [T1] bilden die pr(Z,,) aber eine k" -Basis von k. Also
muf pr(c,) = 0, d. h. ¢, € m und damit cﬁm € m™ gelten. Folglich ist
c € pCp, +m™,

Damit ist Behauptung 2 bewiesen. Aus der Minimalitdtseigenschaft der
C,, folgt sofort

(10) Cp=Chpip+m™ firallem>1.
Wir definieren nun
Ci= () Cm .
m>1

Offensichtlich ist S in diesem Unterring C' von A enthalten. In dem pro-
jektiven System von Ringen (A/m'),, enthalten ist das projektive System
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von Unterringen (Cy,/m™),,. Auf Grund des Satzes [5.22lii. sind also in dem
kommutativen Diagramm

i

beide horizontale Abbildungen Isomorphismen. Wegen (I0) sind alle Uber-
gangsabbildungen C),,1/m™t! — C,,/m™ und damit auch alle Projekti-
onsabbildungen C' — C,,,/m™ surjektiv. Insbesondere ist

C/CNm— Ci/m=A/m — k

ein Isomorphismus und somit C'N'm ein maximales Ideal in C'. Genauso wie
im Beweis von Satz [5.22]i. ergibt sich (mit Hilfe der geometrischen Reihe),
daf alle Elemente in C'\ C N m Einheiten in C' sind, also da8 C' N m das
einzige maximale Ideal in C ist. Aus Behauptung 2 folgt

CNnm= ﬂ CpnNm = ﬂ[pCm—i—mm]

m>1 m>1
= ﬂ ﬂ [p Cpy + m7]
m>1 j>m

Aus dem Beweis von Satz [5.19] wissen wir

([P Com + ] C (VW (k) + Vj(k)] = pW (k) .

j>m j>m

Sei also pc € (;5,,[p O +m7], etwa pc € pcl) +m? mit cV) € C,,. Wegen
Satz [5.19lii. haben wir dann p(c — c(™*2)) € m™+2 C p™ W (k). Da W (k)
nach Satz[5.22li. ein Integritiitsbereich ist, folgt c—c™+2) € p™W (k) C m™.
Also ist ¢ € (), + m™ = C},. Wir erhalten

ﬂ [pCm—|—mj] =pCn
j=>m

und

Cnm=()pCn=p([)Cn)=pC,

m>1 m>1

fiir die mittlere Identitéit wieder benutzend, dafl A ein Integritéitsbereich ist.
Mit A ist natiirlich auch C ein Integritétsbereich mit p 1o = p 1 # 0. Ferner
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gilt N,,51 P™C C,,>; m" = {0} wegen Satz[5.22lii. Also folgt aus Lemma
5211 daB C ein diskreter Bewertungsring (mit maximalem Ideal p C' und
Restklassenkorper k) ist.

Wir haben

c = limC/C Nm™ =, lim C,, /m™ .
i e

Da die Ideale # {0} in C gerade die p’C sind, existiert zu jedem m > 1 ein
j(m) > 1 mit C Nm™ = p!(™C. Wegen (), C Nm™ = {0} geht j(m) mit
m gegen unemdlich. Also ist

C = ;%10/;9)<m>0 — 1%10/;9)0
und C folglich vollsténdig.

Fiir die Eindeutigkeit sei C" C A ein weiterer Cohen-Unterring mit S C
C’'. Wegen O/ +m = A ist C’Nm = pC’ das maximale Ideal in C’. Also
existiert wiederum zu jedem m > 1 ein j(m) > m, so das C'Nm™ = pI(M’,
Andererseits impliziert die Behauptung 1, da§ C’ +m™ D C,, gilt fiir alle
m > 1. Aus dem kommutativen Diagramm

o= @C//pj(m)(j/ —=>1imC’/C' nm™

lg

E

C lim Gy, /m™

N

%4

wird dann die Inklusion C' C C’ ersichtlich. Aber p1 ist ein Primelement
sowohl in C' wie in C’. Auflerdem ist insbesondere der senkrechte Pfeil in
dem kommutativen Diagramm

C'/pC’
= A/m
C/pC
bijektiv. Deswegen folgt die Gleichheit C' = C’ aus Lemma O
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8 Das Theorem von Dieudonné-Manin

Sei A ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m = mA und Quo-
tientenkorper K. Wir fixieren einen Ringautomorphismus o von A und be-
zeichnen seine (multiplikative) Fortsetzung zu einem Korperautomorphis-
mus von K ebenfalls mit o.

Beispiel: A := W (k) fiir ein perfekten Korper k der Charakteristik p > 0
und o := F' (siehe Satz E.I9l1.).

Definition 8.1. Sei a € Z. Ein o®-Isokristall ist ein Paar (V, f) beste-
hend aus einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum V # {0} und einer
bijektiven o®-linearen Abbildung f : V — V. Die Zahl

h(V, f) :=dimg V
heifit die Hohe von (V, f).

Sei (V, f) ein Isokristall. Ein Gitter M in V ist ein A-Untermodul M C V/
mit der Eigenschaft, daf§ eine K-Basis v1,...,v, von V existiert mit M =
Avy + ...+ Avy. Insbesondere ist also M ein freier A-Modul vom Rang h.

Lemma 8.2. Fiir zwei Gitter M und M’ in 'V gilt:
1. Zu jedem Vektor v € V existiert ein n >0 mit 7"v € V;
it. es existiert einn >0 mit m"M' C M;
ii. M N M ist ein Gitter in'V;
w. f(M) ist ein Gitter in V.

Beweis. i. Dies gilt offensichtlich.

ii. Sei v],..., v} eine K-Basis von V mit M’ = Z?:l Avl. Nach i. finden
wir ein n > 0 mit 7"v; € M fiir alle 1 <14 < h. Dann ist 7"M' C M.

iii. Auf Grund des Elementarteilersatzes existiert eine K-Basis v], ..., v},
von V und Elemente aq,...,a, € A, so dafl M’ = Z?:l Avlund M N M' =
Z?:l Aa;vi. Mit n > 0 wie in ii. gilt aber

h h
"M = ZA?T”’U;- CMNM = ZAa,-vg .
i=1

i=1

Folglich ist a; # 0 fiir alle 1 <4 < h. Somit ist a1v], ..., av) eine K-Basis
von V', welche M N M’ als Gitter ausweist.
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iv. Sei M = Av; + ... + Avy,. Dann ist f(M) = o®(A)f(vn1) + ... +
o®(A)f(vy) = Af(v1) + ...+ Af(vp). Nach Lemma [0l ist f(v1),..., f(vn)
ebenfalls eine K-Basis von V. O

Da 7 A das einzige maximale Ideal von A ist, ist A/7 A bis auf Isomorphie
der einzige einfache A-Modul. Offensichtlich ist A/7™ A fiir jedes n > 0 ein A-
Modul der Lange n. Fiir jedes Gitter M in V ist also M /7" M = EB?:IA/w"A
ein A-Modul der Lange hn. Wegen Lemma [8.2] ist fiir je zwei Gitter M und
M’ in V der Quotient M /M N M' jedenfalls ein A-Modul endlicher Linge.
Wir setzen

[M : M'] ;== Linge,M/M N M’ — Linge,M'/M NM" .
Ubungsaufgabe 8.3. Fiir drei Gitter M, M’ und M" in V gilt
M :M"=[M: M)+ [M:M"].

Lemma 8.4. Die Zahl [M : f(M)] ist unabhdngig von der Wahl des Gitters
M inV.

Beweis. Sei M’ ein weiteres Gitter in V. Dann gilt
(M2 f(M)] = [M": M] + [M : f(M)] + [f(M) : f(M)] .
Aber [f(M) : f(M')]=[M : M'| = —[M": M]. O

Definition 8.5. Die Zahl d(V, f) := [M : f(M)] (fir ein beliebiges Gitter
M in V') heifit die Dimension von (V, f).

Im Folgenden kiirzen wir ab h := h(V, f) und d := d(V, f). Fiir ein Gitter
M in V setzen wir

ordy f:=max{n €Z: f(M) Cn"M}
(beachte Lemma [8.2]).
Lemma 8.6. Sei M ein beliebiges Gitter in V' ; dann gilt:
i. Fiir jedes m € N ist ordys f < %ordM fm< %;

ii. existiert ein m € N mit ordys f # % ordys f™, so ist

ordy f+ = < —ordy f .

SIS
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Beweis. i. Aus f(M) C 7™M folgt induktiv

fm(M) fm_l(ﬂ'nM) — fm—l(o,—(m—l)(ﬂ_)nM) _ anm_l(M)

-
C...Cca™M

und damit m - ordys f < ordys f™. Andererseits sei f™(M) C 7M. Dann
gilt

und somit ordys f™ < m - %.
ii. Sei n := ordys f und f™(M) C 7™M fiir ein m € N. Fiir i > 0
setze M; := {v € M : fi(v) € #" 1 M}. Aus f(M) C 7" M folgt

TM=MyCM C...CM,=M.

Auf Grund des Elementarteilersatzes sind alle M; Gitter in V. Wegen h =
M : M| = [My : Mo] + [My : My] + ...+ [M : My,,—1] kann es in dieser
Gitterfolge hochstens h echt aufsteigende Schritte geben.
Zwischenbehauptung: Aus M; = M,y folgt M; = M; fiir alle j > i.
Sei v € Mj, also v € M mit f7(v) € 7/" M. Schreibe

FED () = 20=0FDIny mit o € M.

Dann gilt 7U-G+In fit1(yf) € AX fi(v) C 7/t M und somit fi+1(v)) €
7D+ A Nach Voraussetzung erhalten wir f%(v') € 1M und folglich
F1(0) = FF-H) (1)) = nl-G+0n () € 20D d by € My,

Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt, und wir sehen, dafl M = M,
also fAM(M) C 7"+ M bzw. ordys f* > h-ordys f + 1 gelten mus. O
Definition 8.7. Die Zahl

Newton(V, f) := sup {% ordy f™ :m € N, M Gitter in V}

heifit der erste Anstieg von (V, f).

Nach Lemma B.6li. gilt

Newton(V, f) <

S
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Lemma 8.8. Fir ein beliebiges Gitter M in 'V gilt
Newton(V, f) = lim Lorda(f™) .
m—0o0
Beweis. Sei M’ ein weiteres Gitter in V. Nach Lemma [B2lii. existieren
n,n’ >0 mit 7*M C M’ und ™ M’ C M. Dann gilt
f(M) C ﬂ_—nf(M/) C 7_[_ordM/ f—nM/ C 7_[_ordM/ f—n—n’M
und damit ordys f > ordy f —n —n'. Fiir jedes i € N erhalten wir dann

sup % ordys f™ > Sup%jordM fi
m J

> sup Z.ij(ordM/ f9—n—n)
J

> sup |+ ord fi— —"JZF]"']
J
= Lordyy e,
wobel in der vorletzten Zeile Lemma [R.6li. benutzt wurde. Somit ist

A := Newton(V, f) = sup % ordys f™
m
gezeigt. Nun sei € > 0. Wir finden ein mg € N mit

ordys f™0 > my ()\ — %) .

Fiir beliebige ganze Zahlen » > 1 und 0 < s < mg gilt dann
ordys fM07TS > mgr ()\ — %) +s-ordy f .
Wir wéhlen nun rg € N derart, dafl

ordps f — ()\—g) > —%(7‘0—1—1) .

Fiir alle ganzen r > rg und 0 < s < mg gilt dann
€ €
s(orde— (A—§)>/mor+s>—§.

Jedes m > mgrg schreibt sich als m = mgr + s mit ganzen r > ry und
0 < s < mg. Also

1 mor € s
A > — ord m>7()\——) ——ord
_mor m f mor + s 2 mor—i-sor w f

mor € s € €
(-2 e 0
>mor+s( 2 +m0r+s 2 2
g g
- )\——)——:)\— .
( 2) 73 c

Daraus folgt A\ = lim,;, .o % ordys f™. O

_|_
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Ubungsaufgabe 8.9. Sei 0 = id, also f K-linear. Der Einfachheit halber
sei angenommen, dafl simtliche Nullstellen a1, ..., a, des charakteristischen
Polynoms von f in K liegen. Dann gilt

Newton(V, f) = min(v(ay),...,v(a)) ,
wobei v die diskrete Bewertung von A bezeichnet.

Lemma 8.10. Fir beliebige s € Z und r € N gilt
Newton(V, 7% f") = r Newton(V, f) + s .
Beweis. Die Identitét
Newton(V, 7% f) = Newton(V, f) + s
ist offensichtlich. Auflerdem haben wir
Newton(V, f") = nﬁ}gnoo % ordy f™™ = nﬁ}gloo —ordys f™ = rNewton(V, f) .
O

Lemma 8.11. Ezistiert ein Gitter M in V mit P (M) C 7#='M, so
ezistiert auch ein Gitter M" in' V mit f(M") C M".

Beweis. Auf Grund des Elementarteilersatzes ist M’ := M + f(M)+ ... +
(M) ein Gitter in V. Es gilt

htl 2ht1 h -
Zf](M/): Zf](M):M/+Zf](fh+l(M))gﬂ'_lM,_
j=0

j=0 Jj=0

Betrachte die aufsteigende Gitterfolge

h+1
MCM+fM)yc...cy PM)yca M.

i=0

Wegen dim 4 /4 a7 M’ /M' = h muB ein 0 < i < h existieren mit

i i+1
M= S PO = Y O
=0 =0
Offensichtlich gilt f(M") C M". O
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Satz 8.12. FEs existieren ein Gitter M in V und ganze Zahlen 1 < r < h
und s < d, so daf§

ordpys fM =5 und Newton(V, f) = —

Beweis. Setze \ := Newton(V, f).
1. Schritt: Wir zeigen die Existenz von ganzen Zahlen 1 < r < h und s
mit

2l
rl = rh+1)°
Zu jedem r € Z findet man ein ¢, € R mit
A—t. €Z d ! <t <1 !
Spi=TA— un — - —
" " h+1- h+1"

Wir zeigen, daff ein 1 < r < h existiert mit ¢, < T +1 Ein solches r Zusammen
mit s := s, leistet das Gewiinschte. Wir nehmen an, daf ¢, > 5 +1 fiir alle
1 <r < h. Dann finden wir 1 < 7 < ro < h mit |t,, — t,,| < 7=. Aber
1<ry—r; <hund

(ro —r)N = (tr, —tr)) = Sppy — Sy €EZ

was ein Widerspruch ist.
2. Schritt: Wir zeigen die Existenz eines Gitter M in V mit f"(M) C
m¥ M. Setze

fli=a 0 fr und = 711+(h+1)f/(h+1)2

Wegen Lemma B.10 gilt

1 1
/ = — < —_ ! = ! >
| Newton(V, f')| = |rA —s| < PR also A" := Newton(V, f') > 1
und

Newton(V, f") = (h+ 1N +1+(h+1)>1.

Also finden wir ein Gitter M; in V und ein m € N mit f"™(M;) C M;. Fiir

My := My + f"(My) +...+ f"™ (M) gilt dann f”(My) € My und folglich

(m PO+ (My) € 771 Ms. Eine zweimalige Anwendung von Lemma B11]

liefert zuerst ein Gitter M’ in V mit (wf"*+1)(M’) C M’ bzw. f"+1(M') C

7~ M’ und dann ein Gitter M in V mit f/(M) C M bzw. f"(M) C 7M.
3. Schritt: Wegen |N| < =5 +1 haben wir nun

1 1
Orde/ZO>X_EZE0rde/h_E'
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Aus LemmaR@lii. folgt deswegen ordy f' = L ordy f™ fiir alle m > 1. Also
gilt N = ordys f' € Z, damit ' =0, A = £ und ordys f" = s+ ordys f' = s.
Wegen f =)< % ergibt sich schliefflich s < % <d. O

Der gleiche Trick wie im 2. Schritt des vorstehenden Beweises liefert das
folgende allgemeine Kriterium.

Lemma 8.13. Seien r € N und s € Z mit Newton(V, f) > 2 dann existiert
ein Gitter M in V. mit f"(M) C 7M.

Beweis. Setze f':= ml=s(ht1) fr(h+1) Wegen Lemma BI0 gilt dann
Newton(V, f') = r(h + 1) Newton(V, f) +1—s(h+1) > 1.

Also existiert ein Gitter M; in V und ein m € N mit f™(M;) C M;. Fiir
My := My + f'(My) + ...+ f™ (M) gilt dann f'(My) C Mj und folglich
(=S fMYPHY(My) € 7~ Ms. Nach Lemma B.IT] existiert schlieBlich ein Gitter
M in V mit 7 f"(M) C M bzw. f(M) C 7M. O

Definition 8.14. Das Isokristall (V, f) heifst isoklin, wenn gilt

Newton(V, f) = v, f) .

h(V. f)
Lemma 8.15. Aquivalent sind:
i. (V,f) ist isoklin;
ii. es existiert ein Gitter M in V. mit f*"(M) = n¢M;
1. es existiert ein Gitter M in 'V und Zahlen r € N und s € Z mit
fr(M)=n°M .

—
o

Fiir jedes Paar (r,s) wie in iii. gilt Newton(V, f)

Beweis. i. = ii. Nach Lemma [B.I3] finden wir ein Gitter M in V mit
f(M) € m*M. Dann gilt

[RIM : fM(M)] = [M : f"(M)] = [M : 7*M] = h[M : f(M)] —dh =0,

d. h. fA(M) =n¢M.
ii. = iii. Diese Implikation ist trivial.
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ili. = 1. Aus

0=[r"M: fr(M)]=[M: fr(M)]—[M:n°M]
=r[M: f(M)]—hs=rd—hs

folgt
d s 1 d
_ = - = — r < < —
== ordys f" < Newton(V, f) < .
und damit Newton(V, f) = % =2 O

Zur € Nund s € Z ist das Standardisokristall Vs, = (K", fs,) definiert

durch
eiy1 furl<i<r
fs,r(ei) = { ZS . ’
ey furi=r.

Fiir das Gitter A" = 377 Ae; gilt fs(A") = An’er + 31, Ae;. Also
h(Vig) =71, d(Vsr) =5 und fI (A7) =7°A" .

Somit ist V. isoklin mit Newton(V; ) = ©.

Ein Homomorphismus « : (V, f) — (V’, f) von o%Isokristallen ist eine
K-lineare Abbildung o : V — V' mit ffoa = ao f.

Lemma 8.16. i. Sei 0 — (Vi, f1) — (V, f) LR (Va, f2) — 0 eine kurze
exakte Sequenz von Isokristallen; dann gilt

Newton(V, f) < min(Newton(Vi, f1), Newton(Va, f2)) ;
ist (V. f) isoklin, so auch (Vi, f1) und (Va, fa) mit

Newton(V, f1) = Newton(Va, f2) = Newton(V, f) .

ii. Sei (V, f) isoklin, und sei (V', ") ein weiteres Isokristall mit
Newton(V, f) < Newton(V’, f) ;

dann gibt es keine Homomorphismen # 0 zwischen (V, f) und (V', f')
(in beiden Richtungen).
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Beweis. i. Nach Satz [B.12 existiert ein Gitter M in V und Zahlen r € N und
s € Z mit f7(M) C 7*M und Newton(V, f) = £. Dann sind M; := o~ ' (M)
und M, := B(M) Gitter in V; bzw. Vo (Ubungsaufgabe) mit f(M;) C
7° M;. Somit gilt Newton(V, f) = & < %ordMi fI < Newton(V;, f;).

Ist (V,f) isoklin, so koénnen wir wegen Lemma annehmen, daf
fT(M) = 7°*M und damit auch f/(M;) = 7°M; gilt. Wieder aus Lemma[810]
folgt, daBl die (V;, f;) isoklin sind mit Newton(V;, f;) = 2 = Newton(V, f).

ii. Sei o # 0 ein solcher Homomorphismus. Wir betrachten das Isokristall
(Vi :=im(a), f1 := f'|V1) bzw. (V1 := im(«), f1 := f|V1). Aus i. folgt dann
Newton(V, f) = Newton(V4, f1) > Newton(V’, f/), was im Widerspruch zur
Voraussetzung steht. O

Lemma 8.17. Fir teilerfremde r € N und s € Z (insbesondere r = 1 im
Falle s = 0) besitzt das Standardisokristall Vs, keine echten Unterisokristal-
le.

Beweis. Sei (V, f) ein Unterisokristall von V; , der Hohe 1 < h < r und der
Dimension d. Nach Lemma RI6li. ist (V, f) isoklin mit

% = Newton(V, f) = Newton(V;,) = ;

Wegen der Teilerfremdheit von r und s mufl r ein Teiler von h sein, also
r = h und damit V =V, . gelten. O

Von jetzt ab werden wir A als vollsténdig voraussetzen. Fiir jedes Gitter

M in V ist dann die natiirliche Abbildung M = lim, M /7% M ein Isomor-
phismus.

Satz 8.18. Sei A vollstindig; es existieren eindeutig bestimmite isokline Un-
terisokristalle (Vi, f1),..., (Ve fr) C(V, f) mit

t t
V=PV, =P
=1 =1
und

Newton(V, f) = Newton(Vi, f1) < Newton(V3, f2) < ... < Newton(V4, fi) .

Beweis. Per Induktion geniigt es, die Existenz einer eindeutig bestimmten
Zerlegung
V=wvioV
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in f-invariante Unterrdume zu zeigen, so da§ (V1, f|V1) isoklin ist und
Newton(V, f) = Newton(V1, f|V1) < Newton(VY, f|V{)

gilt.

Existenz: Sei Newton(V, f) = 2 mit » € N und s € Z, und sei M ein
Gitter in V mit f"(M) C w°M (siehe SatzBI2]). Die Abbildung g := 7=°f"
erfiillt dann g(M) C M und induziert somit fiir jedes k € N eine semilineare
Abbildung

gk M /7R M — M/x*M .

Zunichst fixieren wir ein k. Da M/7*M endliche Linge hat, miissen die
Ketten von A-Untermoduln

im(g) 2 im(gi) 2 ... Dim(gL) D ...

und '
ker(gr,) C ker(g2) C ... C ker(gl) C ...

in M /7% M stationir werden. Also existiert ein j = j(k) > 1 mit

My == im(g]) = im(g,) und Mj, := ker(g]) = ker(g})

fiir alle ¢ > j. Es ergeben sich sofort folgende Eigenschaften:

a. gr(Mg1) = gr(im(g])) = im(g] ™) = My,

b. gh(My,) = gi(ker(g)) = {0};

c. ge(Mj ) = gulker(g]™)) C ker(g]) = Mj,;;
Da M, endliche Lénge hat, folgt aus a., dafl

Gk + My 1 =, My 1

bijektiv ist. Wegen b. erhalten wir insbesondere

Sei © € M/7*M ein beliebiges Element. Dann ist gi(f}) = gij(zz)) fiir ein
v € M/7FM und damit

o= gl(0) + (0 — gL(D)) € My1 + Mj,, .
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Folglich gilt
M/7"M = My, & Mj,; .

Wenn k nun variert, priift man leicht nach, daf§ diese Zerlegungen unter den
Projektionsabbildungen M/7**'M — M/7n*M kompatibel sind. Setzen
wir
— ! .1 !/
M = %Mhl und M := h%le’l ,

so erhalten wir also eine Zerlegung
M = M; & M|
in g-invariante A-Untermoduln. Dabei gilt
d. g(My) = My;
e. ¢ (M) C nMi.
Wir definieren schliellich V; := K M; und V{ := KM, was zu der Zerlegung
V=vieV/

in g-invariante Unterrdume fithrt. Offensichtlich ist M; bzw. M| ein Gitter
in V4 bzw. V{. Wegen d. und Lemma RI5list (V1,¢|V7) isoklin mit erstem
Anstieg = 0; wegen e. gilt

1
Newton(V{, g|V{) > e > 0 = Newton(V1,g|V1) .

Nun ist aber

V=Ff)ef(v)

eine weitere Zerlegung in g-invariante Unterrdume, wobei (f(V1),g|f (V1))
ebenfalls isoklin ist mit

Newton(f (V{), gl.f(V1)) > 0 = Newton(f(V1), g f(V1)) -

Aus Lemma [B.16] folgt dann, dafl die zusammengesetzten Abbildungen

Vi, glVi) = (V,g) 25 (F(VD), gl £ (VY))

und
Vi, glV) = (V,g) 25 (f(V1), gl £ (V1))
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die Nullabbildungen sein miissen. Das bedeutet, da V; und V{ sogar f-
invariant sind. Aus d. und e. ergibt sich jetzt

fr(My) =7°M; und  fO (M) € 7D
Wieder wegen Lemma ist also (V4, f|V1) isoklin mit

(1 1
Newton(V, f) = - Newton(Vy, f|V1) < M
r rj(1)

FEindeutigkeit: Das folgt aus Lemma [8.16] in der gleichen Weise wie eben
die f-Invarianz von Vj und V7. O

< Newton(VY, f|V{) .

Definition 8.19. Die Zahlen Newton(Vi, f1),...,Newton(V;, f) aus Satz
[818 heifien die Anstiege des Isokristalls (V, f).

Mit den Bezeichnungen aus Satz RIS setze
Ai := Newton(V;, f;), hi := WV, fi), di == d(Vi, fi) -

Es gilt

und
hi+...+hi=h, di+...+d;=d .

Man benutzt jetzt die Zahlenfolge

(,ul,...,,uh) = ()\1,...,/\1,)\2,...,)\2,...,/\t,...,/\t),

wobei jedes \; genau h;-mal wiederholt wird, zur Definition der Funktion

) 0 firi =0,
Newtony, (i) := ; ) .
’ Do iy firl<i<h.

Durch lineares Verbinden der Punkte (i, Newton(y, s(i)) in der Ebene R?
ergibt sich das Newton-Polygon von (V, f). Es beginnt im Punkt (0,0) und
endet im Punkt (h,d). Offensichtlich lassen sich alle Zahlen h;,d;, \; aus
diesem Polynom ablesen. Zum Beispiel sind die A; genau die Steigungen der
sukzessiven Geradenstiicke:

o1



Um auch die Struktur der isoklinen Isokristalle bestimmen zu kénnen,
miissen wir weitere Voraussetzungen machen:

— A ist vollstdndig mit algebraisch abgeschlossenem Restklassen-
(DM) korper A/m der Charakteristik p > 0;
—o(a) = a? modm fiir alle a € A und eine feste p-Potenz ¢ > 1;
— es existiert ein Primelement 7 € A mit o(7) =7 .

Satz 8.20. Es gelte (DM)); ist (V, f) ein isoklines o-Isokristall mit Anstieg
= 0, so ewistiert eine K-Basis vy,...,vy, von V. mit f(v;) = v; fir alle
1<j<h.

Beweis. Sei M ein Gitter in V mit f(M) = M. Wir konstruieren die
gewiinschte Basis als A-Basis von M. Wegen M =, lﬁlk M/7kM geniigt
es, die gesuchten Basisvektoren als Elemente in mM /7% M anzugeben.

Dementsprechend werden wir induktiv eine Folge {(v%k), . ,ng))}k in M"
konstruieren mit den Eigenschaften:

1. {v(k) mod M, ... ,v}(lk) mod M} ist eine A/m-Basis von M /7M;
2. f(v](-k)) = v](-k) mod 7F M fiir alle 1 < j < h;
3. fu(»kﬂ) = v§k) mod ¥ M fiir alle 1 < 7 < h.

j
(1) (1)

Der Induktionsanfang, also die Existenz von v;”,...,v,” mit 1. - 3. folgt
sofort aus Satz 2.1l Seien nun fugk), .. ,fu,(Lk) mit 1. - 3. schon konstruiert.
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Man iiberlege sich (["Jbungsaufgabe) zunichst, dafl ng)7 e ,v}(f) wegen 1.

eine A-Basis von M ist. Also haben wir

h
f(v](-k)) - v§k> =¥ Z aijfugk) mit a;; € A .
i=1

Da der Restklassenkorper algebraisch abgeschlossen ist, finden wir Elemente
bij € A mit

ajj + U(bz‘j) —bij = ai; + b?j —b;; =0modm .
Setze .
U](‘k+1) = U§k) + 7k Z bijvi(k) .
i=1

FErsichtlich sind dann 1. und 3. per Konstruktion erfiillt. Fiir 2. berechnen
wir

f(v(k—l-l)) _ D)

J J

h h
= F]) = o + o@D o (big) F(o]) = 7D byl
=1 i=1
h . h h i
=7 (aiy + o (by) — bi)olt) -+ w% SN o (bij)agiv”
i=1 i=1 (=1

=0 modn*tIM .

Wegen 3. sind die Vektoren v; := (U§k) + 7k M)y, in M = @M/WkM wohl-
definiert, wegen 1. bilden sie eine A-Basis von M und damit eine K-Basis
von V' und wegen 2. erfiillen sie f(v;) = vj. O

Satz 8.21. Es gelte (DM)); sei (V, f) ein isoklines o-Isokristall, und schreibe
Newton(V, f) = 2 mit teilerfremden v € N und s € Z; dann ist (V, f)

isomorph zu einer (endlichen) direkten Summe von Standardisokristallen
Vi

Beweis. Nach Lemma RT3l finden wir ein Gitter M in V mit f"(M) C 7M.
Aus 2 = % folgt

[T°M : f"(M)]=[M: f"(M)] = [M :7°M] =rd—sh=0

und damit f"(M) = 7M. Durch Anwendung von Satz auf das Iso-
kristall (V, 75 f"), welches wegen Lemma und Lemma B.10] isoklin mit
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Anstieg = 0 ist, finden wir eine Basis vq,...,v, von V mit f"(v;) = mv;.
Wir setzen Vj := Z:& K fi(v;). Dann definiert
‘/SJ“ - (‘/}7 f|VvJ)
e — [ (vg)

einen surjektiven Homomorphismus von Isokristallen, der wegen LemmalR.17]
sogar ein Isomorphismus sein mufl. Also haben wir

h
V=>"V; mit (V;,f|V;) = Vi, .
j=1

Wieder wegen Lemma B.I7 gilt entweder V; C 5, . V; oder V;N 32, .. V; =
{0}. Durch eventuelles Weglassen einiger Summanden l#8t sich deswegen
obige Summendarstellung von V' zu einer direkten Summe verkiirzen. O
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Teil 11

Semilineare Algebra iiber dem
Robba-Ring

Wie bisher fixieren wir einen vollstindigen diskreten Bewertungsring A mit
maximalem Ideal m = wA, Restklassenkorper k = A/m und Quotientenkor-
per K. Bezeichne |z| := e~¥(®) die zur diskreten Bewertung v von A gehérige
Normfunktion auf K. Wir fixieren auch einen algebraischen Abschlufl K von
K. Nach Satz [£.3] setzt sich | | in eindeutiger Weise zu einer Normfunktion
auf K fort, die wir ebenfalls mit | | bezeichnen.

9 Laurentreihen

Eine Laurentreihe (mit Koeffizienten in K) ist eine formale Reihe

F(T)=) a,T" mita, €K .

nez
Fiir gegebene reelle Zahl 0 < § < ¢ heifit sie [d, e|-konvergent, falls gilt
lim |a_p[07" = lim |a,|e" =0.
Offensichtlich bilden die [6, e]-konvergenten Laurentreihen iiber K einen K-
Vektorraum Ays o (K). Es gilt
A[&E}(K) - A[élal](K) fiir 6 < 5/ < E, <e

und

A () =[] Apy(E) -

0<p<e
Auf A, ,(K) haben wir die Vektorraumnorm
Fl,:= "
[ Hp Iilea% |lan|p

Ubungsaufgabe 9.1. Fiir jedes z € K mit § < |x| < e ist die Reihe
F(x):= 3", ez anz" konvergent in K.

Lemma 9.2. Aj;(K) ist ein Integrititsbereich bzgl. der Multiplikation

(%bnif") (%ch") =3 ( 3 bkCg)T" :

n€Z k+L=n
dabei gilt |FG|, = || Fll,- |Gll, fir alle F,G € Aj5(K) und alle § < p <.
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Beweis. Es geniigt, den Fall § = p = ¢ zu betrachten. Wir setzen F(T') :=
YonezbnT", G(T) = > cpcT™ und ay, = Y., brcy. Offensichtlich
kénnen wir ||F||, # 0 und ||G||, # 0 annehmen. Zu jedem C > 0 existiert
dann ein N € N mit

; C ; C
|bilp' < —— und |¢|p' < ——
Gl [P

fiir alle 4 € Z mit |i| > N. Fiir n € Z mit |n| > 2N ergibt sich
Janlp™ < max [bglp" - |cdp” < C.
k+f=n
Also ist (F'G)(T) wieder [p, p]-konvergent. Assoziativgesetz und Distribu-
tivgesetz folgen unmittelbar aus der Definition der Multiplikation. Ebenso
ist die Ungleichung ||FG||, < [|[F|, - |G|, eine direkte Folge der strikten

Dreiecksungleichung fiir | |. Fiir die umgekehrte Ungleichung seien k¢ und
{o die kleinsten Indizes mit

k {4
[bkol 0™ = ||, und Jeg [0 = (|Gl -

Wir setzen ng := kg + £o. Fiir ng = k + £ gilt k < kg oder £ < {y. Ist k # ko
und £ # £y, so folgt

bkl < 171l oder [eclp’ < (|G, und damit [berl g™ < 1], - [l
Also ist
IFGlp = lanelp™ = |brolp"™ - cgolp® = | Fll, - |Gl -

SchlieBllich muf ||[FG||, # 0 und somit F'G' # 0 gelten. Das bedeutet, daf
App,p)(K) nullteilerfrei ist. O

Wir fixieren nun ein 0 # F(T') =}, 5 a,T" in A5 4 (K) und betrachten
die Funktion

[67 E] B I&>0
pr—IF, -

Auf Grund des nachfolgenden Lemmas beschreibt sie sozusagen das Wachs-
tum der Funktion z — F(x) auf K.

Lemma 9.3. (Das Mazimumprinzip)
Fiir p € |[K*| N [0,€] gilt

1]l = max{|F(z)| : # € K, || = p} .
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Beweis. Ersichtlich konnen wir K durch eine endliche Erweiterung ersetzen,
ohne die Behauptung zu éndern. Deswegen kénnen wir annehmen, dafl ein
c € K* existiert mit |c| = p. Dann ist auch 0 # ||F||, = |a| fiir ein a € K*.
Die Laurentreihe

G(T) := Z c, T mit ¢, := a ta,c”
nez

ist [1, 1]-konvergent mit ||G||; = 1. Insbesondere liegen alle Koeffizienten ¢,
in A mit ¢,, € A* fiir mindestens ein ny € Z. Wegen v(c,) — oo fir
n — oo ist somit G(T') modm ein Laurentpolynom # 0 iiber k, d. h. es
existiert ein m € N mit

0% T™G(T) modm € k[T] .

Der Restklassenkorper von K ist ein algebraischer Abschlufl k des Restklas-
senkorpers k (ﬁbungsaufgabe). Weil k stets unendlich ist, finden wir ein
b € K mit |b| =1 = |G(b)|. Das bedeutet

1=[G()| <max{|G(z)| :z € K,|z| =1} < |G]1 =1
und damit
IF||, = la] - [|G]ly = max{|aG(z)| : x € K, |z| =1}

= max({| Zan(ca;)"] cx € K,|z| =1}
nez
=max{|F(z)| : z € K,|z| = p} .

O

Definition 9.4. FEin p € [§, €| heifit kritischer Radius fiir F', falls mindestens
zwei verschiedene Indizes ny,ny € 7, existieren mit

[E1p = lan, [p™" = lany|p"™
Lemma 9.5. F besitzt hochstens endlich viele kritische Radien.

Beweis. Seien M, N > 0 mit

)M = §" und N = "
ja—] max [an|[0"  und - Jay|e™ = max|anle

Sei § < p < e. Fiir n > N haben wir |a,|e” < |ay|e" und damit im Falle
ay # 0, daf§

@nl o < Man_N <1, alsostets |ay|p" < |an|p" .

an = 0 oder
lan] lan]|
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Analog ergibt sich im Falle a_j; # 0, daf§
lanlp™ <la_pmlp™™ fir n>M.
Fiir kritisches § < p < € muf} also gelten
0# [[F|l, = |an,|p™ = |an,|p"* mit geeigneten — M <n; <ny <N .

Folglich liegen die kritischen Radien # d,¢ in der endlichen Menge {p :
P = ap, |/|any |, —M < ni <ng < N, ay,,an, # 0}. O

Seien nun § < p; < ... < pr < € sdmtliche kritischen Radien von F' in
dem offenen Intervall (d,e). Wir setzen auflerdem py := 0 und pgy1 := €.
Das Argument im Beweis von Lemma liefert die Existenz von ganzen
Zahlen M < N, so da8B fiir alle p € [J, ] gilt

(11) IFll, = jAnax |an|p™ > |aw|p” fir alle n’ < M oder > N .
_n_

Lemma 9.6. Zu jedem 0 < i < k existiert (genau) ein n; € Z mit
IF]lp = lan,|p™  fir alle pi <p < pit1 -

Beweis. Zu jedem n € Z sei U, = {p; < p < piy1 : ||[Fll, = lan|p™}.
Wegen (II)) bilden die Uy, ..., Uy eine disjunkte Uberdeckung des zusam-
menhéngenden Intervalls (p;, pi4+1). Ebenso folgt aus (1) leicht, daf jedes
U, eine offene Menge ist. Folglich muf} (p;, pi+1) = U,, fiir ein geeignetes n;
gelten. O

Die Formel (II]) zeigt, dafl es zweckméBig ist, die logarithmische Version
wr : [logd,loge] — R
t — log || F||et = max(nt — v(ay,))
nez
der Funktion p — ||F'||, zu betrachten. Dann ist

wp(t) = M%?)S(N(nt —v(ay))

das Maximum von endlich vielen affin-linearen Funktionen. Folglich ist wg
stetig, konvex und stiickweise linear. Wegen Lemma dndert sich die Stei-
gung von wr genau an den Stellen log p1,...,log pr. Wir setzen

n(F. p) = min{n € Z : |||, = |aa|o"}
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und
N(F,p) = max{n € Z : [|Fl|, = |anlo"} .

Aus der Formel () folgt, da8 die links- bzw. rechtsseitige Steigung der
Funktion wp im Punkte log p gleich n(F, p) bzw. N(F, p) ist. Ferner impli-
ziert die Konvexitdt von wr dann die Ungleichung

N(F,p) <n(F,p) firalle d < p<p <e.
Ubungsaufgabe 9.7. Fir F,G # 0 in A, (K) gilt
n(FG,p) =n(F,p) +n(G,p) und N(FG,p)=N(F,p)+ N(G,p)
(vgl. das Argument im Beweis von Lemma[9.3).

Definition 9.8. Ein Polynom 0 # P € K|[T| heifst p-dominant bzw. p-
extremal, falls N(P,p) = deg(P) bzw. n(P,p) = 0 und N(P,p) = deg(P)
gilt.

Lemma 9.9. Fir 0 # P € K[T] sind dquivalent:
i. P ist p-dominant bzw. p-extremal;
i. alle Nullstellen x € K von P erfiillen |z| < p baw. |z| = p.

Beweis. Sei d := deg(P) und
P(T) =bg+ ... +bgT% = bg(T — 1) ... (T — xq) .

Insbesondere ist by = (—1)%bgz1 . . . 24.

ii. = i. Aus |z;| < p folgt |bj| < |bg|p?7, also |bj|p? < |ba|p?, was
N(P,p) = d bedeutet. Gilt sogar |z;| = p, so ergibt sich zusitzlich |by| =
|bg|p? und damit n(P, p) = 0.

i. = ii. Der Ubungsaufgabe zu Folge sind ein einer Zerlegung P =
P P> mit P auch beide Faktoren P; p-dominant bzw. p-extremal. Da au-
Berdem eine endliche Erweiterung des Korpers K keinen Einflul auf die
Behauptung hat, kénnen wir also annehmen, da§ deg(P) = 1 gilt. In diesem
Falle ist die Implikation wegen by = —byx1 offensichtlich. O

Satz 9.10. (1. Divisionssatz)
Seien F(T) = >, 5oanT™ eine Potenzreihe in A, ,(K) und P(T) = by +
.+ b4T?% ein p-dominantes Polynom vom Grade d > 0 in K[T]; dann
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ezistieren eine eindeutig bestimmte Potenzreihe G € Ay, ,(K) und ein ein-
deutig bestimmtes Polynom Q) vom Grade < d mit

F=PG+Q ;
dariiberhinaus gilt

1E]lp = max ([ QI [Pl - 1Gllp) -

Beweis. Findeutigkeit: Es gelte F' = PG + Q1 = PG2 + @2 und damit
P(G1 — G3) = Q2 — Q1. Im Falle G| # G5 folgt aus der Ubungsaufgabe

d > deg(Q2 — Q1) > N(Q2 — Q1,p) = N(P(G1 — G2), p)
:N(Pvp) +N(G1 _G27p) = d+N(G1 _GQHO)
>d,
da die Potenzreihe G; — Gy natiirlich N(G; — Ga, p) > 0 erfiillt. Dies ist ein
Widerspruch. Also mufl G; = G2 und dann auch @1 = Q2 gelten.

Ezxistenz: 1. Fall: Zunichst sei F' ein Polynom vom Grade h. Wir be-
weisen die Existenz per Induktion nach h. Fiir h < d ist nichts zu zeigen
(setze G := 0 und Q := F). Fiir h > d setze Go(T) := ahbngh_d. Dann
ist Fy := F' — PGq ein Polynom vom Grade < h. Nach Induktionsannahme
finden wir Polynome G und @, letzteres vom Grade < d, mit

Fo=PG +Q und [F, =max(|Q,, IPll,- |G1l,) -
Fir G := Gy + G gilt dann F' = PG + @ und

1Rl 1Pl - 1Gollps 1PNl - 1G1ll,)
1 Eolls 1Pl - [1Gollp)

1E o, 1Pl - [|Gollp)

1]+ [balp™ - lanby " %)

= max (|| F|,, |an|p")

= ”F”p s

max((|Qll,, [|1P[l, - [|Gl],) < max
= Imax

< max

~—~~ I~ —~

— Inax

wobei in der zweiten Ungleichung die Multiplikativitit von || ||, aus Lemma
verwendet wird. Die strikte Dreiecksungleichung fiir || ||, zusammen mit
der Multiplikativitéit liefert direkt die umgekehrte Ungleichung.

2. Fall : Nun sei F' eine beliebige Potenzreihe. Den 1. Fall anwendend
schreiben wir

anT" = PGy + Q, mit deg(Q,) < d und |a,|p" = maX(HQan, ||P||p||Gn||p)
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fiir jedes n > 0. Die letztere Normgleichung impliziert, dafl

G::ZGn und Q::ZQn

n>0 n>0
bzgl. || ||, konvergente Reihen sind und unsere Behauptung erfiillen. O

Satz 9.11. (2. Divisionssatz)
Seien ' € Aj5(K), p € [6,¢] und P ein p-extremales Polynom vom Grade
d > 0; dann existieren eindeutig bestimmte G € A5 (K) und Q € K[T)
vom Grade < d mit

F=PG+Q;

dariiberhinaus gilt

1E]lp = max([|Ql, [Pl - 1Gllp) -

Beweis. Findeutigkeit: Es gelte F' = PG + Q1 = PGy + Q2 mit Q1 # Qs.
Aus P(G — Gs) = Q2 — Q1 folgt dann unter Benutzung der Ubungsaufgabe
der Widerspruch

d > deg(Q2 — Q1) > N(Q2 — Q1,p) — n(Q2 — Q1,p)
= N(P(G1 — G2),p) —n(P(G1 — G2), p)
= N(P,p) —n(P,p) + N(G1 — G2,p) — n(G1 — Ga,p)
= N(P,p) —n(P,p)
=d.

Existenz: Sei F' = F_ + F mit

F(T)=) a, " 1und  Fi(T)=) a,T".
n<0 n>0

Fiir jedes p € [0,¢] gilt Fr € Ap, ,(K) mit [[F]], = max(|[Fy ||, [[F-]],)-
Per Konstruktion ist F eine Potenzreihe. Zunichst sei u € [p, ]| beliebig.
Wegen Lemma ist P u-dominant. Wir kénnen also den 1. Divisionssatz
anwenden und erhalten

FL=PGy + Q4

mit einer Potenzreihe G in Ay, ,j(K) und einem Polynom Q4 vom Grade
< d; dabei gilt

[E 4l = max([Q [l 1Pl - 1G+1],0) -

61



Als Potenzreihe mufl G4 sogar in A5, (K) liegen. Aus der Eindeutigkeits-
aussage im 1. Divisionssatz folgt dann, dafl G+ und Q4 nicht von p abhéng-
en. Insbesondere liegt G4 in A[s.)(K) mit

1E4 Mo = max(|Q+ [ [Pl - |G+ l) -

Nun betrachten wir die Potenzreihe F* (T) := T4~ 'F_(T~1) in Ape-1,5-1(K)
und das Polynom P*(T) := T¢P(T~'). Da die Nullstellen von P* genau die
Inversen der Nullstellen von P sind (aus der p-Extremalitit von P folgt
P(0) # 0 und P*(0) # 0), ist P* u-dominant fiir jedes u € [p~t,d~1] nach
Lemma[0.9 Ganz analog wie eben erhalten wir also aus dem 1. Divisionssatz

F* = P*G* + Q*

mit einer Potenzreihe G in Ap-145-1j(K) und einem Polynom Q* vom
Grade < d; zudem gilt
PNy = IFE 1 = max([Q |1, |1 P*[lp-1 - IG% ]| -1)
= max([|Q* -1, o™ - [|Pll, - IG* ]| ,-1) -

Sicherlich ist Q_(T) := T4 1Q* (I'!) ein Polynom vom Grade < d mit
1Q-lls = ™1 - [ Q"+ wnd G(T) = THG(T)) € Ayo(K) mit
IG_|l, =p~ - |G~ | ,~1. Also haben wir

”F—Hp = maX(HQ_Hp, ”P”p ) HG—HP)

-

und per Konstruktion
F_=PG_+Q_.

Setzen wir schliellich G := G_ + G4+ und @ := Q_ + Q4+, so erhalten wir
F = PG+ @ mit

1Ellp = max([| 4[], | F-]],)

= max([|Q+[lp, 1Pl - 1G+[lps Qs 11l - 1G],)
> max([|Qll,, |Pll, - [1G1],)

und
[0, < max([|Qllp, [|[PGll,) = max([|Qllp, | Pll, - |Gll,) -

Satz 9.12. Fiir 0 # F € Aj5(K) gilt:
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1. Fe A[(;,a](K)X <:>n(F,5) = N(F,E);

ii. es existiert ein Polynom P vom Grade N(F,e) — n(F,0) und eine
Binheit u € Aj5¢(K)*, so daff F'= Pu; dabei gilt:

a. P und u sind bis auf Skalarfaktoren eindeutig bestimmit;

b. siamtliche Nullstellen x € K von P erfiillen § < |z| < e.

Beweis. i. Zuerst sei F eine Einheit. Aus der Konvexitat der Funktion wg
folgt n(F,d) < N(F,e). Die Gleichheit ergibt sich dann unmittelbar mit
Hilfe der Ubungsaufgabe

Umgekehrt sei nun m := N(F,e) = n(F,0). Wir schreiben F' = aT™(1 —
G) mit @ € K* und G(T) = 3, 0 b T" € A5 (K). Sicherlich ist aT™ €
Aps,e)(K)*. Andererseits folgt aus der Voraussetzung und der Konvexitét
von wr, daB F keine kritischen Radien in [, ¢] besitzt und deswegen gilt
max(||G|ls, ||G]le) < 1. Das iibliche Argument mit der geometrischen Reihe
liefert dann das Inverse ), -, G" von 1 — G in A5 (K).

ii. Wir fithren den Beweis der Existenz mit Induktion nach d := N (F,e)—
n(F, ). Der Induktionsanfang d = 0 wurde in i. gezeigt. Sei also d > 0.
Weiter sei p € [, €] ein kritischer Radius fiir F' und

0<h:=N(F,p)—n(F,p)<d.

Zwischenbehauptung: F = PG in Aps,e)(K) mit einem p-extremalen Po-
lynom P vom Grade h.

Durch Multiplikation mit 7-"(#) kénnen wir n(F, p) = 0 und N (F, p) =
h annehmen. Wir konstruieren nun induktiv eine bestimmte Folge von Po-
lynomen (P,,)men mit

deg(Pm) =h und |[F = Pull, <|[[F]|, -

Wegen unseren Annahmen iiber n(F, p) und N(F, p) folgt aus diesen Bedin-
gungen sofort:

Py, ist p-extremal mit || F||, = || Pnl|, -

Sei F(T) = Y ez anT™. Wir setzen P|(T) := ZZZO a,T". Aus unseren
Annahmen iiber n(F,p) und N(F,p) folgt deg(P1) = h und ||F — P, <
| Fl,- Jetzt nehmen wir an, daf Py, ..., P, schon wie gewiinscht konstruiert

seien. Durch Anwendung des 2. Divisionssatzes [0.11] erhalten wir
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mit G, € Ajs(K) und einem Polynom @, vom Grade < h. Also hat

Pm+1 ::Pm+Qm

ebenfalls den Grad h. Durch Anwendung der Eindeutigkeitsaussage im 2.
Divisionssatz auf die Identitét

F_Pm:Pm(Gm_1)+Qm
erhalten wir ferner

|~ Pme = maX(HQme, ”Pme NGm — 1”0) .

Also ist
|1F = Pty < max(|[F = P, [|[@mllp) = [1F = Pallp < |Fll, -

Ferner ergibt sich
1F = Pl < |7 = Pl

und
|G =l 1Fllp = 1Gm = Lo - 1Pl < 1F = Pallp < 1F = Pill, < | Flps

also
I1F— P,

111,

fiir alle m € N. Ebenso kénnen wir die Eindeutigkeitsaussage im 2. Divi-
sionssatz auf die Identitét

1Gim = 1], < <1

Qm(Gm—l—l - 1) — Pm(Gm - Gm—l—l) - Qm—l—l
anwenden und erhalten
|F — Py
£> ||Qm||p ' ||Gm+1 - 1||p

IFll,  —
maX(HQm—HHpv HPm”p |G — Gm-l—l”p)
= max(||Qm+1llp: |F'llp - |Gm — Gm1llp) -

1Qmllp -

Induktiv folgt daraus

m—1
|F — Pl”p)

”Qme < HF - Pl”P ’ < HFH
P
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und

|F - Pal e
G = Gl = (
oo 11,
fir alle m € N. Ersteres besagt, dal (Qm)men bzgl. || ||, eine Nullfolge
ist. Also konvergiert die Folge (P, )men bzgl. || ||, gegen ein p-extremales

Polynom P vom Grade h. Letzteres bedeutet, daf die Folge (Gp,)men in
Ajp,p](K) gegen eine Laurentreihe G konvergiert. Aus den Relationen F' =
PG + @, folgt im Limes die Relation

F = PG

in A, ) (K). Da P p-extremal ist, konnen wir die Eindeutigkeitsaussage im
2. Divisionssatz ein drittes Mal anwenden um zu sehen, daf§ G in A5 (K)
liegen muf. Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen.

Unter Benutzung der Ubungsaufgabe haben wir

N(G,¢e) —n(G,8) = N(F,e) —n(F,8) — (N(P,e) —n(P,0d))
=d—-h<d.
Also konnen wir die Induktionsannahme auf G anwenden und erhalten so

die Existenz von P und u. Die Eigenschaft b. besitzt das Polynom P per
Konstruktion. Fiir die in a. behauptete Eindeutigkeit sei nun

F=Qu

eine weitere Zerlegung mit einem Polynom @) vom Grade deg(Q) = deg(P)
und einer Einheit v € A5 (K)*. Sei L/K ein Zerfillungskérper fiir PQ.
Da Aj5(L) ein Integritétsbereich ist, folgt aus der Identitét Puv™t = Q
in Aiso(K) € Apse)(L), da8 ein 2 € K mit § < |2 < e mit der gleichen
Multiplizitdt als Nullstelle von P wie von @ auftritt. Wegen b. ist P also ein
Teiler von @ in K[T]. Die Gradgleichheit impliziert schliefilich @ = aP fiir
ein a € K und folglich (Ajs(K) ist ein Integritéitsbereich) v = ¢~ 'u. O

Corollar 9.13. A5 (K) ist ein Hauptidealring.
Beweis. Wegen Satz [0.12lii. gilt fiir jedes Ideal J C Aj;(K), daB
J = A (K)(J N KIT)
Aber J N K[T] = K[T]P ist ein Hauptidealring in K[T]. O

Bemerkung 9.14. Aus dem Satz [912.ii. folgt auch, daf$ jedes 0 # F €
Aps)(K) hochstens endlich viele Nullstellen in K besitzt.
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Ubungsaufgabe 9.15. Durch

[ Flls.e :=max{|[F|,:6 <p<e}
= max (|| Flls, | Fll)

— n n
—max(ril%(\an\d ,I}ng())(’an‘&‘ )

wird auf A[57E}(K ) eine Vektorraumnorm definiert; dabei gilt:
a. Apse(K) ist vollstindig (also ein Banachraum) bzgl. || ||se;
b. [FGllse < | Fllse - [|Gllse fiir alle F,G € Aps ¢ (K);

c. die Laurentpolynome bilden einen bzgl. || ||s. dichten Unterraum in

Aps ) (K).

Als néichstes setzen wir 0 < § < ¢ voraus und studieren den Ring

A[é,a)(K) = ﬂ A[p,p}(K): ﬂ A[(S,e’](K)'

6<p<e 6<e’<e

Einerseits ist dies natiirlich ebenfalls ein Integritéitsbereich. Andererseits
tragt er auch eine natiirliche Vektorraumtopologie, namlich die grobste Vek-
torraumtopologie, bzgl. welcher aller Normen F' +—— || F||, fir p € [0,¢€) ste-
tig sind. Eine Folge (F;)ien in A5 (K) konvergiert gegen ein F' € A5 (K)
genau dann, wenn lim; o |[|[F — Fj||, = 0 gilt fiir alle p € [0,€). Aus der
Ubungsaufgabe @I5la. folgt, daf Aps,)(K) ebenfalls vollstéindig (also ein
Fréchetraum) ist. Allerdings 1a83t sich diese Topologie nicht durch eine ein-
zelne Vektorraumnorm beschreiben.

Bemerkung 9.16. i. In Apso)(K) st jedes Hauptideal F Az (K) ab-
geschlossen;

i. in Aps(K) ist jedes Ideal abgeschlossen.

Beweis. i. Wir konnen sicherlich F' % 0 annehmen. Sei G = lim; o F'G;
in Aps o) (K). Dann gilt lim; . [|F'G; — FGiy1|, = 0 fiir alle p € [6,¢). Die
Multiplikativitét von || ||, impliziert lim; .o ||G; — Git1]|, = 0. Also ist (G;);
eine Cauchyfolge und konvergiert wegen der Vollstandigkeit von Ay (K)
gegen ein G € Aj;.)(K). Es folgt G =limj_o, FG; = F-lim;_oo G; = FG €

FAp ) (K).
ii. Wegen Corollar &8t sich obiges Argument jetzt fiir jedes Ideal
durchfiihren. O
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Aus beweistechnischen Griinden ist es zweckmiBig, eine Folge (&;)jen
mit d <e1 <...<¢gj <...<eundlimj_,¢e; = ¢ zu wihlen. Dann gilt

o C A (B) S C Ay (K) und - Ao (K) = (] Apse,) (K) -
jeN
Die Topologie auf Aj;.y(K) wird durch die abzéhlbar vielen Normen || ||5
und || [, fiir j > 1 definiert.

Lemma 9.17. Ein 0 # F(T) = Y, c;a,T" € Apso)(K) ist eine Einheit
genau dann, wenn ein ng € Z existiert mit

|an|0™ < |any|0™  und |aple™ < |ap,|e™  fir alle n #ng .

Beweis. Offensichtlich ist F' eine Einheit in A5, (K) genau dann, wenn es
eine Einheit in allen A5, 1(K) ist. Wegen Satz[Q.12}1. ist Letzteres gleichbe-
deutend mit der Existenz eines ng € Z, so daf} gilt

lan|p" < |an,|p™ fiir alle n # no und alle p € [4,¢) .

Es ist schliefflich leicht zu sehen, dafl diese Ungleichungen dquivalent zu den
behaupteten sind. O

Satz 9.18. Jedes abgeschlossene Ideal J C A5 (K) ist ein Hauptideal
J = FAjs5.)(K) erzeugt von einer Potenzreihe F.

Beweis. Es bezeichne J; das von J in A5 (K) erzeugte Ideal. Also
JC...CJ;1CJ;C...C .

1. Schritt: Es gilt J = ﬂjeN Jj. Wegen der Abgeschlossenheit von J
geniigt es zu zeigen, dafl J dicht in [ ; Jj ist. Zunéchst folgt aus der Ubungs-
aufgabe [0.15lc., dafl J dicht ist in jedem J;: Ein beliebiges Element in J;
schreibt sich nédmlich als F1G1+. ..+ F,,Gy, mit F; € Jund G; € A[57€j](K).
Sei G; = lim,,_, Gi,n mit Gi,n € A[(;,a)(K). Dann gilt H,, := FlGl,n +...+
FnGmn € Jund F1Gy + ...+ F,Gp, = limy, oo Hy,. Ist nun H € ﬂj J;
ein beliebiges Element, so finden wir, wie eben gezeigt, zu jedem j > 1 ein
Hj € J wit |[H — Hj|sc, < ;. Dann gilt

fir alle j/ >7.

1H — Hylse, < |1~ Hyllse, < 5 <

oL =

1
Das bedeutet H = lim; o Hj in A5y (K).
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2. Schritt: Wir koénnen natiirlich J # {0} annehmen. Wegen Corollar
013 und Satz [0.I12lii. gilt dann fiir alle 7 > 1, daf3

Jj = PjAjsc 1 (K)

mit einem Polynom P; € K[T], dessen sémtliche Nullstellen z € K die
Bedingung § < |z| < ¢; erfiillen. Wir konnen ferner Pj(0) = 1 voraus-
setzen. Wegen Pji1Ap.)(K) = PjAp.,)(K) zeigt das Argument fiir die
Eindeutigkeit im Beweis von Satz [@12lii., da8 P; in K[T] ein Teiler von

Pj41 ist. Sémtliche Nullstellen € K des Polynoms Q; := PjTT erfiillen
gj < |z| <ejy1. AuBerdem ist Q;(0) = 1. Eine besonders einfache Situation
liegt vor, falls ein jo € N existiert mit Q; = 1 fiir alle j > jo. Dann ist

Pj, = Pjy+1 = Pjy12 = ... und damit

J={7i= 4= [ PieApe,(K)
JeEN Jj=jo Jj=jo
=Py [ Ape;) (K) = Py Ais o (K) -
J2Jjo
Dabei wird in der vierten Identitdt benutzt, dafl alle As. ) (K) Integritétsbe-
reiche sind. Im Folgenden werden wir deswegen annehmen, daf8 deg(Q;) > 0
fiir unendlich viele j € N gilt. In der Tat kénnen wir dann durch Ubergang
zu einer Teilfolge von (g;); sogar voraussetzen, dafi deg(Q;) > 0 fiir alle
j € N gilt. Ziel dieses Schrittes ist es, die P; zu Polynomen P mit noch
“besseren” Eigenschaften abzuéndern.

Zwischenbehauptung 1: Seien Q € K[T] mit Q(0) =1 und v > 0, so dafs
simtliche Nullstellen x € K von Q die Bedingung |x| > v erfiillen; dann gilt
1Qll, =1 und Q € Aj, ,)(K)* fir alle 0 < pu < v.

Daf @ eine Einheit in A}, ,(K) sein muf, ergibt sich durch Anwendung
von Satz [0.12lii. Ist Q(T") = ¢o + 1T + .. ., so folgt dann auch Satz [0.12l1.
die Existenz eines ng > 0 mit

len|p™ < enolp™ furalle 0<p<v.

Wiére ng > 0, so wiirden wir aber den Widerspruch 1 < |c,, |p"°, also |c,,| >
p~ ™0 fiir alle 0 < p < v erhalten. Damit ist die Zwischenbehauptung gezeigt.
Wir erhalten also

Q) € Ape,) (K)" firalle 0 < pu <e¢j.

Wegen @;(0) = 1 mufl auBlerdem Qj_l(T) = D >0 0n,iI" eine Potenzreihe
sein mit ag ; = 1. Da @Q; eine Nullstelle z € K mit 0 < |z| < € besitzt, kann
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Qj_l aber nicht |z|-konvergent sein. Somit existiert
n(j) :=min{n € N : |a, ;" > 1}
(denn sonst ware ’ande’n = ’an,j’ffn . (@)n < (@)n eine Nullfolge) Also
lan jle" <1 fiiralle 0<n<n(j).
Wir setzen

n(j)-1
Qi(T):= Y an;T" € KI[T].
n=0

Aus Lemma folgt Q; € Aj,o)(K)*. Wir definieren
Q;k = Qj@j S K[T] N A[%aj}(K)X .

Zwischenbehauptung 2: ||QF — 1|, < (e%)n(j) fiir alle 0 < p < &j.
Zunichst stellen wir fest, dal wegen

Q5 —1=0Q;Q; —1=0Q;(Q; —Q; ")
das Polynom Qj- von der Form

Qi(T) = 1+ by(j) ;T + by T+

ist. Andererseits ist Q7(0) = 1 und Q] € Ay, j(K)* fiir alle 0 < p < ¢j.
Die Zwischenbehauptung 1 impliziert deswegen \bn,j]&?;? < 1 fiir alle n > 0.
Somit folgt

195 = tllo = max fbolp" = max fbole] (£)

€5
< max (2)7 = (2)0)

n>n(j) gj €j

fiir alle 0 < p < ¢j.
Zwischenbehauptung 3: Die Folge (n(j))jen geht gegen oc.
Mit Hilfe der Zwischenbehauptung 1 folgt

anjlef < 1Q5 e, = Q411 =1
fiir alle n > 0 und j > 1. Das ist gleichbedeutend mit

v(an,j) —nloge; >0 bzw. wv(a,;) > nloge; .
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Sei nun ein beliebiges N € N vorgegeben. Sei

d, := grofite ganze Zahl < nloge .
Dann existiert ein jo > 1 mit

d, <nloge; <nloge firalle j > jound 0 <n < N .
Wegen v(ay ;) € Z folgt aus v(a, ;) > nloge; dann aber
v(an ;) > nloge fir alle j > jound 0 < n < N .
Letztere Ungleichung ist dquivalent zu |ay, ;€™ < 1. Also erhalten wir
n(j) > N firalle j>jp.

Damit sind die Zwischenbehauptungen 2 und 3 gezeigt.
Wir definieren nun die Polynome

Pr=PQ7 ...-Qj_ .
Wegen Q; € Aps,e)(K)* gilt
P;A[&E)(K) =PQr-...- Q]’_lA[&E)(K) = PjA[&E)(K) .
Wir haben also neue Polynome P mit
Jj = P Apse,) (K)

fiir alle 5 > 1 konstruiert.

8. Schritt: Die Folge (P})jen konvergiert in A5 .)(K) gegen eine Potenz-
reihe F'. Seien also p € [4,¢) und C' > 0 vorgegeben. Wihle jo = jo(p) mit
p < €j,- Die Zwischenbehauptung 2 impliziert dann [|Q} — 1f|, < 1 und
damit [|Q}]l, = 1 fiir alle j > jo. Auf Grund der Zwischenbehauptungen 2

und 3 zusammen finden wir auflerdem ein j; > jo, so dafl

. c . L
1Q; —1ll, < iz fiir alle j > j; .
Jollp

Es folgt

1PF 1 = Pillp = Q5 = lp - [Q5-1llp - - QI - I Pyoll, < €

fiir alle j > jy. Somit ist (P}") jen eine Cauchyfolge in A[s ) (K'), welche wegen
der Vollsténdigkeit konvergent ist gegen ein F' mit || F||, = ||P]?:)(p)|| p # 0.
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Ebenso konvergiert fiir jedes j > 1 die Folge (Q;Q; 41 @ +i)i>0 gegen ein
0# Fj € Aj5¢)(K), und es gilt

F=PF.

Alle Q7 fiir ¢ > 0 sind Einheiten in A )(K). Aus der Multiplikativitéit
der || ||, folgt, da8 der Limes einer Folge von Einheiten entweder = 0 oder
ebenfalls eine Einheit ist. Also gilt Fj € Afs.(K)™ und damit

F.A[(;,aj](K) = P]*A[(;,aj}(K) =J;.
Wir erhalten schlielich

T =i = (\FApe)(K) = F [ Ape,)(K) = FA;-(K) .
J J

J

Lemma 9.19. Sei F' € A5, (K), und seien Gj € Ap5 ) (K) mat
Gjy1—Gj € FA; . 1(K) fiir alle j > 1;
dann existiert ein G € Aj50y(K) mit
G—GjeFA;.,(K) fir alle j > 1.
Beweis. Die Annahme besagt
Gjp1+ FAjse,,)(K) € G+ FA; ) (K)

fir alle 5 > 1. Auf Grund der Ubungsaufgabe und der Bemerkung
0.16lii. ist jedes G;j + F\Ap5. ) (K) ein vollstdndiger metrischer Raum (bzgl.
der von || ||5¢; induzierten Metrik), und obige Inklusionen sind stetig mit
dichtem Bild. In dieser Situation sagt der Satz von Mittag-Leffler aus der
allgemeinen Topologie, da8 der Durchschnitt ;g G5 + FAj5.,()) nicht
leer ist. Jedes G aus diesem Durchschnitt erfiillt die Behauptung. O

Satz 9.20. Jedes endlich-erzeugte Ideal J C A5 (K) ist ein Hauptideal.

Beweis. Per Induktion kénnen wir annehmen, dal J = < F,G > von zwei
Elementen F,G # 0 erzeugt wird. Nach Satz ist der Abschlufl von J
ein Hauptideal < H >. Es geniigt zu zeigen, da} H € J. Zunéchst gilt
jedenfalls F' = HFy und G = HGo mit Fp, Gy € Aps.)(K). Das von F und
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G in Aj5.,)(K) erzeugte Ideal ist nach Bemerkung [.16lii. abgeschlossen in
Aps e (K). Fiir jedes j > 1 konnen wir also schreiben

H=A,F+B;G mit A; Bjc A[(g,ej}(K) .
In dem Integritétsbereich A ) (K) gilt dann
Aj1Fy+ Bj1Go =1 = AjFy + B;Go
also
(Bj+1— Bj)Go = (A — Aj11)Fo
und damit
Bji1— Bj = (Bj11 — Bj)A; Fo + (Bj41 — Bj) B;jGo
= (Bj+1 — Bj)AjFo + (Aj — Aj1) B, Fo
€ FoAp e (K) .
Gemif Lemma finden wir ein B € A5y (K) mit
B - Bj; = CjF() und Cj S A[57€j}(K)
fir alle j > 1. Es folgt
BG — H = H(BGy — 1) = H((B — B;)Go — A; Fy)
= H(CJGO — Aj)Fo = (CjGO — AJ)F

fiir alle j > 1. Da die A5 )(K) Integritétsbereiche sind, héngt D := C;Go —
Aj nicht von j ab und liegt in Aps.)(K). Wir erhalten schliellich

H=-DF+BGe<F,G>=1J.
O

Integritdtsbereiche, in denen jedes endlich-erzeugte Ideal ein Hauptideal
ist, nennt man Bezoutringe.

Fiir jedes 0 # F(T) = Y,z anT" € Ajs ) (K) haben wir die stiickweise
lineare, stetige, konvexe Funktion

wp : [logd,loge) — R

t t—
— max(nt — v(an))

(deren Einschrinkung auf jedes [logd,loge’] C [logd,loge) mit der zuvor
betrachteten Funktion wr zu F' € A5 1 (K) {ibereinstimmt).
Im Folgenden interessieren wir uns besonders fiir den Fall ¢ = 1.

72



Lemma 9.21. Fiir 0 # F(T) =}, anT" € Aj51)(K) sind dquivalent:
i. Die Funktion p— ||F||, auf [0,1) ist (nach oben) beschrinkt;
ii. die Funktion wp auf [logd,0) ist (nach oben) beschrdnkt;
iii. lim,—q ||F||, < oo bzw. limy_wp(t) < co ezistiert;
w. wr besitzt nur endlich viele Steigungen;
v. es existiert ein C' > 0 mit |ay| < C fiir alle n € Z.
In diesem Falle gilt ||F||1 := sup,cz |an| = maxpez |ap|.

Beweis. Die Implikation iv. = iii. ist offensichtlich. Die Bedingung iii. be-
deutet, daB sich p — ||F||, und wr zu stetigen Funktionen auf den abge-
schlossenen Intervallen [0, 1] bzw. [logd,0] fortsetzen. Also gilt dann i. und
ii. Die Aquivalenz i. <= ii. ist wiederum offensichtlich. (Man beachte iibri-
gens, dafl wg als stiickweise lineare und konvexe Funktion stets nach unten
beschrankt ist.)

i. = v. Nach Annahme existiert ein C' > 0 mit ||F||., < C fiir alle
j > 1,d hfayle] < C fiir alle n € Z und j > 1. Durch Limesiibergang
erhalten wir |a,| < C fiir alle n € Z.

v. = iv. Die Menge der Steigungen von wp ist die nach unten durch
N(F, ) beschrinkte Menge der ganzen Zahlen n(F,p) < N(F,p) fiir p €
(6,1). Es geniigt also zu zeigen, dafl die Menge der N(F,p) nach oben be-
schrénkt ist. Nach Annahme existiert ein C' > 0 mit v(a,) > —log C fiir alle
n € Z. Da die v(a,) ganze Zahlen sind, folgt inf,cz v(a,) = min,ecz v(ay,).
Das beweist den Zusatz. Man beachte zusétzlich, dafl wegen der d-Konver-
genz von F' natiirlich lim,,_,_ |a,| = 0 gilt. Sei nun ny € Z minimal mit
|any| > |an| fiir alle n € Z. Fiir jedes p € [4,1) und jedes n > ng haben wir
dann

|an|

|an |

an = 0 oder pr < [an| <1, also stets |an|p" < |an,|p"° .

|ano| ~
Daraus folgt N(F, p) < nyg. O

Aus Lemma 0. 2Tlv. folgt leicht, dafl
AI[’M)(K) = {F € Aps1)(K) : wr hat nur endlich viele Steigungen }

ein Unterring von A5 1) (K) ist, welcher Aps1)(K) enthilt.
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Bemerkung 9.22. || ||; ist eine Vektorraumnorm auf Al[’m)(K) mit
G = [IFl[x - Gl

fiir alle F,G € Al[’&l)(K).

Beweis. Aus Lemmal[0.2T]folgt, daB || ||; eine Vektorraumnorm ist, fiir welche

17l = tim 1],

gilt. Also ist die Multiplikativitéit von || ||; eine Konsequenz der Multiplika-

tivitat der || |, O

Lemma 9.23. ./41[’571)(.?()X = A (K)™.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Lemma [9.17] O

Satz 9.24. .AI[’(S 1)(K) ist ein Hauptidealring, in dem jedes Ideal von einem
Polynom erzeugt wird.

Beweis. Als Unterring des Integritétsbereiches A5 1)(K) ist AI[’(; 1)(K ) natiir-
lich ebenfalls ein Integritdtsbereich. Wir betrachten zunéchst ein Hauptideal
J=<F>in Al[’é 1)(K ). Da wp nur endlich viele Steigungen hat, folgt aus

Satz [@.12ii., daB ein jo > 1 existiert, so daB F keine Nullstellen € K mit
gjo < |z| < 1 besitzt. Mit dieser Information gehen wir in den 2. Schritt des
Beweises von Satz und sehen, dafl wir in dem einfachen Fall sind, wo
(mit den dortigen Bezeichnungen) @; =1 fiir alle j > jy gilt. Es folgt

FA51(K) = Py Ais 1 (K)
und wegen Lemma also
J = FAIfa,l)(K) = PjoAIfa,n(K) -
Ein beliebiges Ideal J C A?&l)(K ) erfiillt deswegen
J = (JNK[T) A% 1 (K)

und muf} also ein von einem Polynom erzeugtes Hauptideal sein. O
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10 Der Robba-Ring

Fir0< ¢ < <1ist
A1) (K) € Aps 1y (K)

eine Inklusion von Integritétsbereichen. Deswegen ist

Ri = |J Apy(E)

0<s<1
ebenfalls ein Integritdtsbreich. Man nennt R den Robba-Ring (iiber K).
Satz 10.1. Ry ist ein Bezoutring.

Beweis. Sei J C Ry ein Ideal, dal von endlich vielen Elementen Fi,. .., F,
erzeugt wird. Dann existiert ein 0 < § < 1 mit F1, ..., Fj, € Apsq)(K). Nach
Satz gilt

> FiAp1y(K) = FAj ) (K)
=1

und damit auch J = < I >. O

Analog bilden wir die Unterringe

Ric= |J Apy(K)

0<s<1
= {Z anT" € Ri : {|an|}nez ist beschréinkt}
neL
und .
R = {ZanT" € Ri :|ay| < 1fiirallen € Z} .
neL
Also

RE C Ry CRk .
Satz 10.2. RI}{ st ein Kérper.

Beweis. Sei 0# F(T) =, .y anT™ € RY. Auf Grund von Lemma [0.2Tiv.
existiert ein 0 < § < 1,sodafl F' € AI[’&D(K) mit ng := n(F,0) = N(F, p) fir
alle 0 < p < 1. Also gilt |an|p™ < |an,|p™ fiir alle n # ng und alle 6 < p < 1.
Durch Limesiibergang folgt |a,| < |an,| fir alle n € Z. Nach Lemma
ist F' somit eine Einheit in Ay 1)(K), wegen Lemma also schon eine
Einheit in AI[’M)(K ) und damit in R%-. O
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Bemerkung 10.3. R} = (R4)*.
Beweis. Dies folgt aus Lemma [9.23] O

Offensichtlich existiert fiir jedes F' € Rl}{ eine geeignete Potenz 7™, so
daB 7™ F in R2* liegt. Insbesondere ist Rl}{ der Quotientenkdrper von RIZ.
Aus Bemerkung [9.22] folgt, dafl

w: RN\ {0} — Z

Z ap,T" — minv(ay,)
et nez

eine diskrete Bewertung ist, d. h. die Eigenschaften (I) - (III) aus Ab-
schnitt [ besitzt. Offensichtlich ist Ri[r{‘t der zugehorige diskrete Bewertungs-
ring (vgl. Lemma [3.4]). Jedes Primelement von A ist auch ein Primelement
fiir Ri;%t. Einerseits erfiillen alle Laurentreihen EnEZ a,T™ in Ri die Be-
dingung lim,, ., v(a,) = co. Andererseits ist jede Laurentreihe der Form
Y n>ng @n T mit beschrinkter Menge {|an|}n>n, in Rb, enthalten. Deswegen
ist der Restklassenkorper von R gleich k((T')). Der diskrete Bewertungs-
ring R}%t ist nicht vollstéindig. Die Komplettierung von R bzw. RY. wird
mit 5}1{“ bzw. £k bezeichnet.

Lemma 10.4. £ ist der Korper aller Laurentreihen ), ., a,T™, deren
Koeffizienten a,, € K eine beschrinkte Menge bilden und lim,_,_~ v(a,) =
oo erfillen; die diskrete Bewertung w von Ex ist gegeben durch

w(%anT") = ITILlei%l’U(an) .

Beweis. Dis Existenz des Minimums in der Formel fiir w folgt aus der Tat-
sache, daf die v(a,) ganze Zahlen sind. Offensichtlich bilden die in der Be-
hauptung genannten Laurentreihen einen K-Vektorraum Ex der durch

[Py = e

normiert ist. Es ist auch klar, daf Ex den Korper RY, enthilt. Sei F(T) =
Y mez anT" € Ek ein beliebiges Element. Die Fi(T) := Enz—z’ a,T" liegen
fiir jedes 7 € N in RI}<. Wegen

lim [|[F— F||; = lim max |a,| =0
1—00 1—00 n<—1

liegt Rl}{ also dicht ~in 5~’K Um &g = 5~’K zu beweisen, bleibt also nur
noch zu zeigen, dafi Ex bzgl. || ||1 vollsténdig ist. Sei (G;)ieny mit Gi(T) =
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Y nez Gni T™ eine Cauchyfolge in Ex. Dann ist (@ni)ien fir jedes n € Z ei-
ne Cauchyfolge in K, welche also gegen ein a,, € K konvergiert. Wir setzen
G(T) =,z anT". Sei C > 0 vorgegeben. Es existiert ein ig € N mit

HGZ'+1 — Gz”l < (' und damit HG] — G2H1 < C firalle j > 1> 1 .

Aus maxpez |anj — ang| < C fiir alle j > i > i folgt durch Ubergang zum
Limes bzgl. j — oo, dafl auch

(12) sup |an — an;| < C  fiir alle i > 4
nez

gilt. Wegen lim,, ,_ o |an iy| = 0 existiert auflerdem ein ng < 0 mit
(13) lan,i,| < C  firallen <ng .
Insbesondere impliziert (I2)), daf
lan| < max(|an, — anigls |an,io|) < max(C, |G, |l1) fiir alle n € Z,
und (I2) und ([@3) zusammen, dafl
lan| < max(|an — anigl, [an,i,|) < C  fiir alle n <ng .

Ersteres bedeutet, daf§ die Koeflizienten a,, eine beschrénkte Menge in K
bilden, und Letzteres, dal lim,,—, _ |a,| = 0. Also liegt G in Ex. Wiederum
aus (I2)) folgt nun, dafl die Folge (G;);en bzgl. || ||1 gegen G konvergiert. [

Ein diskreter Bewertungsring, der die Behauptung des Henselschen Lem-
mas [4.1] erfiillt, wird henselsch genannt. In der kommutativen Algebra be-
weist man das folgende Resultat.

Lemma 10.5. (Nagata)
Fiir einen diskreten Bewertungsring B mit maximalem Ideal n sind dquiva-
lent:

1. B ist henselsch;

i. jedes normierte Polynom T% 4 by_1T4 " + ...+ byT 4 by in B[T] mit
by € n und by & n besitzt eine Nullstelle in n;

iii. jedes normierte Polynom T¢4by_1T4 ' 4...+by in B[T] mitby_1 € n
und bg_o, ..., by € n besitzt eine Nullstelle in —bg_1 + n.

Satz 10.6. R ist henselsch.
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Beweis. Wir wollen das Lemma benutzen. Sei also P(Z) = Z% +
bg_1Z% 1 4+ ...+ by ein Polynom in Ri;%t[Z] mit bg_1 Z 0 mod 7 und by_o =
... = bgp = 0 modw. Wir haben zu zeigen, daf§ ein x € Ri}(‘t existiert mit
P(z) = 0 und = —by_; mod . Durch Ubergang von P(Z) zu dem Poly-
nom (—bg_1)~?P(—by_1Z) kénnen wir by_; = —1 annehmen. Auf Grund des
Henselschen Lemmas B ] existiert jedenfalls genau ein z € £ mit P(z) = 0
und z = 1 mod 7. Um zu zeigen, dafl x schon in Riﬁt liegt, verwenden wir
das Newtonsche Approximationsverfahren. Zunéchst halten wir fest, daf fiir

jedes y € Riﬁt mit y = 1 mod « gilt
Py)=dy™t —(d—1)y? 2 =1 modnr .
Durch die rekursive Definition

P(z;
z1:=1 und x4 =z — P’((fsi))

erhalten wir also eine Folge (x;)i>1 in 1+ WRi;}t. Induktiv zeigen wir, dafl
P(z;) = 0 mod 7 und Tiy1 = ; mod 7

gilt. Letzteres folgt unmittelbar aus Ersterem. Aus der binomischen Formel
ergibt sich leicht

P(Zy + Zy7') = P(Zo) + P'(Zo) Zyn mod 't .

Insbesondere erhalten wir

P(zip1) = P(x; — 5{%) = P(x; + %”i)

= P(x;) — %ﬂ'i =0 mod 7t .

Also ist (z;);>1 eine Cauchyfolge, welche in £ gegen x konvergiert.

Nach Annahme gilt ||bj][; < |7| < 1 fiir 0 < j < d — 2. Wegen Lemma
[@.2Tliii. finden wir deswegen ein 0 < 6; < 1 mit b; € A%hl)(K) und ||b][, < 1
fiir alle 0 < j < d — 2 und alle p € [§1,1). Samtliche Koeffizienten b der
Polynome P(Z) und P'(Z) erfiillen dann b € A%l’l)(K) mit ||b]|, < 1 fiir
alle p € [01,1). Wir fixieren eine strikt aufsteigende Folge §; < ... < §; <

... <0 < 1 und zeigen induktiv, dafl
zi € Al ) (K) mit lzif, <1 fiiralle p e [6;,1)

gilt. Trivialerweise hat x1 = 1 diese Eigenschaften. Aus der Induktionsan-
nahme folgt

P(x;), P'(x;) € Aly, 1y (K) mit || P(z:)] . 1P/ (@), < 1 fiir alle p € [57,1) .
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Andererseits impliziert die Kongruenz P'(z;) = 1 mod m aber ||P'(z;)|, > 1
fir alle p € [0;,1). Es folgt |P'(x;)||, = 1 fur alle p € [0;,1) was bedeutet,
daf die Funktion wpr(,,) auf [logd;, 0) konstant gleich 0 ist. Mit Satz [Q.121.
und Lemma erhalten wir P'(z;) € Ap,,, 1)(K)* = A? (K)*. Mit

i+1,1 [6i+1,1)
x; liegt dann auch x;41 in ‘A?&-H 1)(K ) und erfiillt

1P (i)l

P, <!

||33i+1||p < maX(HZEiHm

fir alle p € [§;+1,1). Insgesamt ist also (z;);>1 jedenfalls eine Folge in
AI[’é’l)(K) mit [|z;][s < 1 fiir alle 4 > 1. Sei x;(T) = >, cz 0nT" und
z(T) =3, cpanT™. Aus

12> [ills > an 6" = lanlp™ - (2)"

folgt im Limes bzgl. ¢ die Ungleichung
J\—n
lan|p" < (;)

und damit
lim J|a,|p" =0 firalled <p<1.
— 0o

n—

Andererseits folgt aus |a,| < 1 natiirlich lim,_. |a,|p"™ = 0 fiir alle 0 < p <
1. Fiir alle § < p < 1 ist x also p-konvergent und liegt damit in Ri;}t. O

Satz 10.7. Sei A = W(k) der Ring der Wittvektoren mit Koeffizienten in
einem perfekten Kéorper k der Charakteristik p > 0; dann ist 5}1{“ isomorph
zum Cohen-Unterring von W (k((T'))) zur Liftung {T(T)} der p-Basis {T'}
des Korpers k((T)).

Beweis. Wir kénnen den Beweis weitestgehend axiomatisch fithren. Der
vollstdndige diskrete Bewertungsring B := S}Q‘t hat das maximale Ideal pB.
Es bezeichne og := F' den Frobenius-Automorphismus von A = W (k). Wie
wir im Abschnitt [[2] ausfiihrlich besprechen werden, ist dann

o: B— B
ZanT" — Zao(an)T’m
neL nez

ein Ringendomorphismus von B mit den Eigenschaften

o(b) = b’ mod pB fiir alle b € B
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und
Wwoo =w .

Somit erfiillt B insbesondere die Voraussetzungen von Lemma [(.3li. und
Satz Zusammen mit Satz [5.9lii. erhalten wir die Ringmonomorphismen

B
lb»—»(b,a(b),az(b),...)
W (B) 2> p C BNo .

Also gibt es genau einen Ringmonomorphismus

s: B — W(B)
b+ (bo,b1,...) mit 6" (b) = @, (bo,...,by) firallen >0 .

Das Kompositum
s0: B = W(B) 2~ W(B/pB)

ist immer noch injektiv. Sei ndmlich sy(b) = 0 und s(b) = (bg, b1, ...). Dann
gilt b, € pB und wegen Lemma [5.2]i.

o"(b) = @, (bo, ... ,bn) = ,(0,...,0) =0 modp" B

fiir alle n > 0. Es folgt w(b) = w(o™(b)) > n fiir alle n > 0 und damit b = 0.
Offensichtlich ist das Diagramm

W(B/pB)

B = (
N A

B/pB

kommutativ. Also ist so(B) ein Cohen-Unterring von W (B/pB). Anderer-
seits ist {1’} eine p-Basis von B/pB = k((T")). Wegen

o™(T) =TP" = &,(T,0,...,0)

gilt so(T") = 7(T"). Die behauptete Charakterisierung des Cohen-Unterringes
s0(B) folgt deswegen aus Satz [.3] O
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11 HN-Anstiege

In diesem Abschnitt wollen wir der Einfachheit halber die Angabe des Kor-
pers K in unseren Notationen weglassen. Wir haben also die beiden Ringe

RPCR.

Dabei ist R ein Bezoutring und R? ein diskret bewerteter Korper mit diskre-
ter Bewertung w und diskretem Bewertungsring R'™. Wichtig im Folgenden
ist die Eigenschaft (Bemerkung [10.3])

(14) R* = (RY)* .

Fiir diesen Abschnitt sei ¢ : R — R ein beliebiger injektiver Ringendo-
morphismus mit

o(RY) C R® und woo=w .

Allerdings wollen wir das folgende Axiom fordern: Fiir jedes n € N und jede
Matrix A € M, (R™™) ist die Abbildung

R Rb n = R Rb n
v+ (RO — v — Ao (v) + (Rb)"

bijektiv. Wie iiblich ist hier die Anwendung von ¢ auf einen Spaltenvektor

(bzw. spéter ebenso auf eine Matrix) komponentenweise zu verstehen.

Bemerkung 11.1. Mit o erfillt auch o” fiir alle r € N das Aziom (Bij)).

Beweis. Das Axiom angewendet auf die nr x nr-Matrix

0 A
E, 0
A=
0
0 E, 0

ergibt die Bijektivitdt der Abbildung
(Voy ooy Vpo1) — (Vvo—Ao(vy—1),vi—0(vo), va—0o(Vv1),...,Ve_1—0(V,_2))

auf (R/R®)™. Sei nun v € R™ mit v — Ac"(v) € (R")". Wir setzen v; :=
o'(v) fiir 0 <i <r — 1. Dann ist

vo—Ao(ve_1) € (RO, vi—c(vg) =va—0c(vi)=...=v,_1—0(V,_2) =0.
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Also folgt vo,...,v,—1 € (R?)" und insbesondere v € (R?)". Andererseits
sein ein w € R" vorgegeben. Wir finden vg,...,v,_1 € R" mit

w = vg — Ao(v,_1) mod (R®)"
und
vi—o(vo)=ve—0o(vi)=...=v,_1 —0(v,_2) = 0mod (R")" .
Letzteres bedeutet
Vo1 = 0" Y(vg) mod (RO)™ .

Also erhalten wir
w = vg — Ac" (vg) mod (R®)" .
O

Im Abschnitt [l haben wir den Begriff der etalen o-linearen Abbildung
iiber dem Korper R’ eingefithrt. Uber dem Ring R tun wir das in ganz
analoger Weise. Sei V' ein freier R-Modul von endlichem Rang h := rank(V').
Eine additive Abbildung f : V — V heifit o-linear wenn gilt

flav) = o(a)f(v) firallea e Rundv eV .

Bzgl. jeder Basis von V' koénnen wir dann wie zuvor die Matrix Ay € Mp(R)
zu f bilden. Bei Ubergang zu einer anderen Basis mit Basiswechselmatrix
B € GLy(R) geht Ay iiber in B~1 A0 (B). Die Abbildung f heifit etal, wenn
Ay € GLy(R) invertierbar ist.

Definition 11.2. Ein o-Modul ist ein Paar (V, f) bestehend aus einem frei-
en R-Modul V' von endlichem Rang und einer etalen o-linearen Abbildung
f:V—V.

Fiir jeden o-Modul (V, f) ist det(As) wegen (I4)) eine Einheit in R* =
(R?)*, und wir konnen die von der Basiswahl unabhingige ganze Zahl

deg(V, f) := w(det(Ay))
bilden; sie heifit der Grad von (V, f).
Definition 11.3. Fir einen o-Modul (V, f) mit V' # {0} heifit

u(V, f) = 7?2%{‘?‘;))

der HN-Anstieg von (V, f).
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Wenn aus dem Zusammenhang klar ist, welche Abbildung f gemeint
ist, schreiben wir manchmal einfach deg(V') bzw. u(V) statt deg(V, f) bzw.

n(V, f).
Sei (V, f) ein o-Modul. Ein o-Untermodul von (V, f) ist ein R-Untermo-
dul V' CV mit f(V’) C V' und so, da8 (V’, f|V') wieder ein o-Modul ist.

Definition 11.4. Ein o-Modul (V, f) mit V # {0} heifit semistabil, wenn
fiir jeden o-Untermodul V' # {0} von (V, f) gilt
p(V/ V') = u(V, f) -

Das Axiom geht ein in den Beweis der folgenden grundlegenden
Tatsache.

Lemma 11.5. Sei (V, f) ein o-Modul # {0} und V' C V ein echter o-
Untermodul mit rank(V') = rank(V'); dann gilt

p(V9FIVY) > u(Vof)

Beweis. Seivy,..., v bzw. v],...,v) eine Basis von V bzw. V'; sei Ay bzw.
A’y die zugehorige Matrix zu f bzw. f|V'. Wir haben

w(det(A})) > w(det(Ay))

zu zeigen. Bezeichne B € M, (R) die Matrix, welche die v} durch die Basis
U1, ..., v, ausdriickt. Dann gilt det(B) # 0 und Afo(B) = BA’f, also

det(B) — [det(Ay) - det(A'f)_l] o(det(B)) =0.

Ist w(det(4})) < w(det(Ay)), so folgt det(Ay) - det(A’f)_1 € R, Der Fall
n = 1 des Axioms impliziert dann det(B) € R’ \ {0} € R*. Also
ist B € GL,(R) invertierbar und folglich V' = V im Widerspruch zur
Voraussetzung. O

Ist fiir einen freien R-Untermodul U C V mit f(U) C U auch der Fak-
tormodul V/U frei, so sind sowohl (U, f|U) als auch V/U mit der von f
induzierten o-linearen Abbildung f wiederum o-Moduln. Dabei gilt

rank(V') = rank(U) + rank(V/U)
und B
deg(V7 f) = deg(U7 f‘U) + deg(V/U7 f) )

folglich
¢ rank(U) v/ )rank(V/U)
rank(V) a rank(V)

u(V) = p(U)
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Lemma 11.6. Sei V' ein freier Modul von endlichem Rang tber einem be-
liebigen Bezoutring R; fiir einen R-Untermodul U C 'V sind dquivalent

i. U und VJU sind freie R-Moduln;

ii. U ist saturiert, d. h. jedes v € V mit av € U fiir ein 0 # a € R liegt
selbst schon in U.

Beweis. i. = ii. Da V/U frei ist, ist es in einem Vektorraum iiber dem
Quotientenkorper von R enthalten und kann somit keine Elemente & # 0
mit av = 0 fiir ein 0 # a € R enthalten. Folglich ist U saturiert.

ii. = i. Zunéchst beweisen wir per Induktion nach n folgende

Zwischenbehauptung: Zu vorgegebenen FElementen ci,...,c, € R mit
Sy Rei # {0} wibhle ein ¢ € R, so daf Y ;" Re; = Rc; dann existiert
eine Matriz B € GL,(R), deren erste Spalte gerade (c1/c, ..., cn/c) ist.

Der Fall n = 1 sowie der Fall ¢; = ...¢,—_1 = 0 sind beide offensichtlich.
Existiere also ein 0 # d € R mit Rd = Z?:_ll Rc;. Per Induktionsannahme
gibt es eine Matrix By € GL,_1(R) mit erster Spalte (c1/d,...,cn—1/d).
Wir setzen By = (0 0) € GL,(R). Wegen Rd + Rc, = Rc finden wir
a,b € R mit ad — bc,, = c. Die Matrix

djec 0 ... 0 b

0 1 0 0

B:=5B :
0 O 1 0

cnfc 0 0 a

ist invertierbar und hat die gewiinschte erste Zeile. Damit ist die Zwischen-
behauptung gezeigt.

Die eigentliche Implikation beweisen wir jetzt ebenfalls per Induktion
nach h := rank(V). Sei v1,...,v, eine Basis von V. Im Falle U = {0} ist
nichts zu zeigen. Existiere also ein 0 #£ v = Z?:l cv; €U. Sei 0 # ¢ € R mit
Rc = Rcy + ... Rey,. Wir setzen w = Z?:l(c,-/c)v,- € V. Da U saturiert ist,
gilt aber schon w € U. Der Basiswechsel mit der entsprechenden Matrix aus
der Zwischenbehauptung liefert eine Basis von V der Form w,ws, ..., wp.
Folglich ist V/Rw ein freier R-Modul vom Rang h — 1, und wir kénnen
die Induktionsannahme auf den saturierten Untermodul U/Rw von V/Rw
anwenden. Es folgt, dal U/Rw, also auch U, und (V/Rw)/(U/Rw) = V /U
frei sind. O

Lemma 11.7. Fir jeden o-Modul (V, f) ist die Menge der HN-Anstiege
aller o-Untermoduln # {0} nach unten beschrinkt.
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Beweis. Zuallererst stellen wir fest, daf§ fiir jeden o-Untermodul V' von
(V, f) gilt rank(V’) < rank(V) (betrachte dazu die erzeugten Vektorrdume
iiber dem Quotientenkorper von R). Deswegen ist ein Beweis der Behaup-
tung durch vollstdndige Induktion nach rank(V') sinnvoll. Besitzt V' keine
o-Untermoduln # {0} von kleinerem Rang, so folgt die Behauptung aus
Lemma Damit ist insbesondere der Induktionsanfang gewahrleistet.
Sei also U’ # {0} ein o-Untermodul von (V| f) mit rank(U’) < rank(V).
Man priift leicht nach, daf3

U:={veV:aveU firein0+#acR}

ein saturierter R-Untermodul von V ist mit rank(U) = rank(U’) < rank(V)
(wegen Lemma ist U frei), fir welchen f(U) C U gilt (die sogenannte
Saturierung von U’). Auf die o-Moduln (U, f|U) und (V/U, f) 1Bt sich
die Induktionsvoraussetzung anwenden: Die Menge der HN-Anstiege ihrer
simtlichen o-Untermoduln # {0} ist durch eine Konstante C' nach unten
beschrinkt. Sei nun V' # {0} ein beliebiger o-Untermodul nach V. Wir

betrachten die exakte Sequenz
0—V'NU —V —V'+U/U—0.

Offensichtlich ist V' NU saturiert in V’. Wegen Lemma [IT.6] sind also sowohl
V'NU als auch V' +U/U wiederum o-Moduln und zwar o-Untermoduln von
U bzw. V/U. Ist einer von beiden = {0}, so folgt direkt u(V’, f|V') > C.
Andernfalls haben wir

_ deg(V'NU) +deg(V' +U/U)

/ /
/’L(V 7f’v ) - rank(v/)
- , rank(V' N U) , rank(V/' +U/U)
=V Ou) rank (V") +uV+U/U) rank(V”)
sC. rank(V' N U) + rank(V' + U/U)
- rank (V)
]

Lemma 11.8. Sei (V. f) ein o-Untermodul # {0}; unter allen o-Unter-
moduln # {0} mit kleinstmdéglichem HN-Anstieg existiert genau ein grofSter
Vi (der alle anderen enthilt), und dieser ist semistabil und saturiert.

Beweis. Nach Lemma [T1.7] ist
{rank(V)!- u(V) : {0} # V' C V ein o-Untermodul}
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eine nach unten beschrinkte Menge von ganzen Zahlen. Folglich besitzt
die Menge der u(V') sogar ein Minimum A. Sei {0} # U’ C V ein o-
Untermodul mit x(U’) = A. Offensichtlich gilt dann p(U”) > A = p(U’) fiir
jedes o-Untermodul {0} # U” C U’. Also ist U’ semistabil. Wie im Beweis
von Lemma [IT.7] bezeichne U die Saturierung von U’. Dann ist einerseits
w(U) > X = pu(U’) und andererseits rank(U) = rank(U’). Wegen Lemma
impliziert Letzteres p(U’) > p(U). Also gilt u(U) = A. Seien nun
U1,Us C V zwei saturierte o-Untermoduln # {0} mit pu(Uy) = A = u(Us).
Aus den exakten Sequenzen von o-Moduln (benutze Lemma [I1.0))

0—>U1ﬂU2—>U1—>U1+U2/U2—>0

und
0—>U2—>U1+U2—>U1+U2/U2—>0
folgt
w(Ur + Us)
. rank(U2) rank(U1 + U2/U2)
B 'U(Uz)rank(Ul + Us) Tl + 0a/U2) rank(U; + Us)
rank(U:
= () )

rank(U; + Us)
((01) = (@ N U2)

rank(Uy N Ug)) rank(U7)

rank(Uy) rank(U; + Us)
rank(Us) n <)\ B )\rank(Ul N Ug)) rank(Uy)
rank(U; + Us) rank(U7) rank(Uy + Us)

B A(rank(Ug) + rank(Uy) — rank(U7 N U2)>
N rank(U; + Us)
— ),

also (U1 + Uz) = A. Aus der zweiten exakten Sequenz folgt auBBerdem
rank(Us) < rank(Uy + Us) < rank(V) im Falle Uy G Us .

Das sukzessive Aufsummieren saturierter o-Untermoduln mit HN-Anstieg
= A muf} also nach endlich vielen Schritten zu dem gewiinschten maximalen
o-Untermodul Vi mit (Vi) = X fithren. O

Offensichtlich ist (V) f) genau dann semistabil, wenn V; = V gilt. Ein
Homomorphismus « : (V', ') — (V, f) von o-Moduln ist eine R-lineare
Abbildung o : V! — V mit ao f' = foa.
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Lemma 11.9. Seien (V', ') und (V, f) semistabile o-Moduln # {0} mait
w(V' )y < w(V, f); dann ist die Nullabbildung der einzige Homomorphismus
von (V', ') nach (V, f).

Beweis. Sei a : (V') f') — (V, f) ein Homomorphismus. Wire « injektiv,
so wire (im(«), f|im(«)) ein o-Untermodul von (V, f), und es ergibe sich
der Widerspruch

p(V) > u(V') = p(im(a)) > pu(V) .

Also ist ker(a) # {0}. Andererseits ist der R-Untermodul ker(a) von V'
saturiert. Denn aus av’ € ker(a) fiir ein v" € V/ und ein 0 # a € R folgt
0 = a(av’) = aa(v’) und damit a(v') = 0, da R ein Integritéitsbereich ist,
und es deswegen in dem freien Modul V keine Elemente v # 0 mit av = 0
geben kann. Wegen Lemma haben wir also die exakte Sequenz von
o-Moduln

0 — ker(o) BEIN N im(ar) — 0 .

Wiire im(«) # {0}, so ergébe sich der Widerspruch

rank (ker(«))

rank(V”)
> () e )
)
= u(V') .

rank (im(«))
rank(V"’)
rank(im(«))
rank(V”)
rank(im(a))
rank (V")

p(V') = p(ker(a)) + p(im(a))

(V')

g

Satz 11.10. Sei (V. f) ein o-Modul # {0}; dann existiert genau eine echt
aufsteigende Folge {0} = Vo € Vi C ... C Vp = V won saturierten o-
Untermoduln mit:

i. die o-Moduln Vi, Vo /Vi,...,V/Vy_1 sind semistabil;
. p(Vi) < p(Va/Vi) < ... <u(V/Vi1)

Beweis:fEmistenz: Sei Vj der in Lemma [IT.8] konstruierte o-Untermodul. Sei
{0} # V' C V/V; ein o-Untermodul und sei V' sein Urbild in V. Aus der
exakten Sequenz von o-Moduln (Lemma [IT.6))

0—V —V —V' —0
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folgt

) ()~ i
- 2

> (V1)

wegen p(V') > u(Vy). Folglich kénnen wir Vi so wihlen, da8 V5/V; =
(V/V1); gilt. Tterativ liefert dies die Existenz der gewiinschten Folge.
FEindeutigkeit: Seien

{0ycvic...cVy,=V und {0}cV/c...cV. =V

zwei Folgen mit den behaupteten Eigenschaften. Es gelte etwa u(Vp) <
pu(VY). Wegen Lemma [IT.9] mufl dann das Kompositum

VliVLV/Véz 1

die Nullabbildung sein. Also gilt V3 C V,/_, und wir erhalten genauso, da8
das Kompositum

Vi Vi 25 Vi [V
die Nullabbildung ist. Nach endlich vielen Schritten ergibt sich V4 C V{ und
w(V1) = u(VY{). Also kénnen wir analog mit V{ und der Folge V; argumen-
tieren und erhalten schlieBlich V; = V]. Eine Wiederholung der gesamten
Argumentation fiir V5/V; und V3 /V{ in V/Vi = V/V] ergibt Vo = Vj. In-
duktiv folgt V; = V! fiir alle 1. O

Die im Satz I1.10] konstruierte Folge heifit die HN-Filtrierung des o-
Moduls (V, f).

Definition 11.11. Sei (V, f) ein o-Modul # {0} mit h := rank(V) und
w(V, f) = 2, wobei r > 0 und s € Z teilerfremd seien; (V, f) heifit isoklin,
falls V' eine Basis besitzt, bzgl. welcher die Matrixz der o” -linearen Abbildung
775 f7 in GLp(R™) liegt.

Bemerkung 11.12. Mit f ist auch f" fir jedes r € N etal.
Beweis. Dies folgt sofort aus der Identitét Apr = Aro(Ayf)...0" 1 (Ap). O

Als zweite Anwendung des Axioms beweisen wir das Folgende.
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Satz 11.13. Jeder isokline o-Modul (V, f) ist semistabil.

Beweis. Sei u(V') = 2 mit teilerfremdem Zahlen 7 > 1 und s € Z. Weiter
sei U C V ein o-Untermodul # {0}. Wir miissen zeigen, dafl

S

U)> -

pU) =~
gilt. Wegen Lemma[I1.5lkénnen wir U als saturiert annehmen. Sei vy, . .., vy
bzw. ui, ..., u, eine Basis von V bzw. U, und sei B die h x m-Matrix, welche

die u; durch die v; ausdriickt. Weiter bezeichne A € GLj,(R) die Matrix zu
/" bzgl. der Basis vy,...,v, und Ay € GL,,(R) die Matrix zu f"|U bzgl.
der Basis u1,...,u;,. Es gilt

BAg = Ac"(B) .

Es bezeichne Z(m) die Menge aller geordneten Tupel (i1 < ... < iy,) von
ganzen Zahlen in der Menge {1,...,h}. Fiir zwei Elemente I = (i < ... <
im) und J in Z(m) sei By bzw. A; ; die m x m-Matrix, die aus den Zeilen
i1,...,4m von B besteht bzw. die aus A durch Weglassen der Zeilen bzw.
Spalten mit Index nicht in I bzw. J entsteht. Dann gilt

(15) det(Ag)det(By) = Y det(As ;)o"(det(By)) .
JEI(m)
Da (V, f) isoklin ist, kénnen wir die Basis vy, ..., vy so wihlen, dafl 775A €
GL,(R™) gilt. Es folgt
det(Ary) € ™ R™ d. h. w(det(Ar.s)) > ms

fiir alle I, J € Z(m). Wir wollen per Widerspruch argumentieren und neh-

S

men jetzt u(U) < £ an. Dann ist
w(det(Ap)) = rdeg(U, f|IU) = rmu(U, flU) < ms .

Folglich hat die Matrix (det(Ag)~! det(As s)) 1,7€z(m) Sémtliche Eintrége in
7RI, Also konnen wir Bemerkung [IT.1] auf die Identitit (I5) anwenden
und erhalten det(B;) € R fiir alle I € Z(m). AuBerdem folgt dann

mlinw(det(Bj)) > I?%]n(w(det(Ao)_l det(Ar j)) + w(det(By)))

>1+ mJin w(det(By))

und somit det(Bj) = 0 fiir alle I € Z(m). Nach Konstruktion hatte die
Matrix B aber den Rang m, was den gewiinschten Widerspruch liefert. [

Wir halten fest, daf§ wir bisher nur die Injektivitéit der Abbildung im
Axiom [Bij| benétigt haben.
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12 Spezielle Endomorphismen
Wir betrachten ein festes u € Riﬁt mit der Eigenschaft, daf3
u=TYmodn fiir ein ¢ > 1 in N.
Sei etwa u(T) = > o, caT". Es gilt
lcql =1 > |m| > ey fiir alle n # q .

Aus Lemma [@2Tliv. folgt deswegen (vgl. den Beweis von Satz M0.2]) die
Existenz eines 0 < Jp < 1 mit u € AI[’&) 1)(K )* und

(16) len|p™ < |eqlp? = p? fiir alle n # ¢ und alle p € [0p,1) .
Insbesondere ist
flull, =p? <1 fiir alle p € [0p,1) .

Seien nun dgp < § < 1 und F' € Ajp;;1)(K) ein beliebiges Element, etwa
F(T) =3",czanT". Dann gilt

lm [la,u™|, = lim |a,|p™ =0 fiir alle p € [§/9,1) .
n—+oo n—-+oo

Also ist die Reihe
F(u) := Z anu"

konvergent in dem Fréchetraum Agsi/q 1y (K).

Lemma 12.1. ||[F(u)||, = ||F| e fiir alle p € [51/‘7, 1).

Beweis. Aus (I6]) folgt ||u—c,T9, < |cq|p? = p? = ||u||, und damit ||cq% -
1|, < 1.
n
Zwischenbehauptung: || (@%) — 1|, <1 fir alle n € Z.

Die Ungleichung ist trivial fiir n = 0. Setze v := 7. Fiir n > 0 haben
. q
wir

o = o = o =0+ 10" = 1, = 1Y () 0= 1
=1

< — 1L = |lv— ,
_ln;géllv ,=lv-1],<1
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Dies benutzend erhalten wir fiir n < 0 ebenfalls
[0 = 1lp = l["*{lp - o™ =1, < lvlly =1
Damit ist die Zwischenbehauptung bewiesen, und es ergibt sich

[u" — g T, < p" = |[u"]], fiir alle p € [0p,1) .

Fiir
F(u) = Z apu” = Z ancy T + Z an(u" — cgT)
nez nez neZ
folgt
1) " ancgT™ |, = || F |l o
nez
und

[ %:Zan(u" — g™, < maxay| - [u" — T,
n

< max |ay|p?"
neL
= [[Fllpa -

Das bedeutet aber ||F(u)|, = || F||pa-

O

Fiir g < 0 < 1 haben wir also den injektiven stetigen Ringhomomor-

phismus

A (K) — A[al/q,n(K)

Durch Ubergang zur Vereinigung bzgl. § — 1 erhalten wir den injektiven
Ringendomorphismus
Rr — Rk

Aus Lemma[I2.IJund Lemma[9.211i. folgt, dafl sich ersterer Endomorphismus

einschriankt zu einem Ringhomomorphismus

Als ) (K) — Afsijq 1) (K)
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welcher ||[F(u)||1 = ||F||1 erfiillt. Wieder in der Vereinigung ergibt sich ein
Korperendomorphismus
RY — RE. |
welcher die diskrete Bewertung w respektiert und sich insbesondere zu einem
Endomorphismus
Ex — &k

fortsetzt. Letzerer ist wegen Lemma [[0.4] nachwievor durch F' —— F(u)
gegeben.

Andererseits sei oy ein Kérperendomorphismus von K mit der Eigen-
schaft v o o9 = v. Offensichtlich wird dann durch

F(T) =Y a,T" — (00F)(T) = Y ao(an)T"
neL ne”L
ein injektiver Ringendomorphismus all der betrachteten Ringe A5 (K),

Apso) (K), AI[’M)(K), RK,RI}{, Rt £t yund Ex definiert. Dabei gilt

lloo(E)lo = 11E1l,
fiir jedes jeweils zugelassene p.

Definition 12.2. Fin Ringendomorphismus o : Rx — Ry heifst (oo—)
speziell, wenn er von der Form

o(F) = (ooF)(u) fiir alle F € Rk
st fiir ein u € Ri;}t mit uw = T? modw fiir ein ¢ € N.

Ubungsaufgabe 12.3. Das Kompositum zweier spezieller Endomorphis-
men ist speziell.

Satz 12.4. Jeder spezielle Endomorphismus o von Ry erfillt das Axiom

aus Abschnitt [[1.
Beweis. Sei u:= o(T) =T modx. Wie zu Beginn diese Abschnittes disku-
tiert, gilt u € ./41[’50’1)([()X N (Ri]@t)x. mit wy,(t) = gt auf [log dg, 0].

Zu gegebener Matrix A iiber R12* haben wir die Bijektivitéit des Endo-
morphismus v — v — Ao (v) von (Ri /RY)"™ zu zeigen. Fiir jedes m € N
ist A:=T""u™A ebenfalls eine Matrix {iber Ri;}t, und das Diagramm

vi—v—Ao(v)

(R /Ry)" (R /R)"
val VHV—AU(V) val
(Ric/Ri)" (Ric/Ri)"
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ist kommutativ. Die Spalten sind offensichtlich bijektiv. Folglich ist die obere
Zeile genau dann bijektiv, wenn es die untere ist. Wir finden ein dg < 61 < 1,
so daB A und damit auch A eine Matrix iiber Al[’5171)(K ) ist.
Zwischenbehauptung: Zu jedem F € R N “41[76171)(K) existiert ein 01 <
0 <1 und ein m €N, so dafs | T~ u™F||, <1 fir alle p € [6,1] gilt.
Wir wihlen § so, dal wp genau eine Steigung A auf [logd, 0] besitzt.
Wegen wr(0) = —w(F) <0 und

Wp-mymp(t) =m(qg — 1)t +wp(t) = (m(g—1) + A\t

.. . A .
geniigt es, anschliefend m > -1 zu wéahlen.

Die Zwischenbehauptung besagt, dafl wir durch geeignete Wahl von §; <
§ < 1 und m erreichen kénnen, daff simtliche Eintréige F der Matrix A die
Eigenschaft ||F'||, <1 fiir alle p € [4, 1] besitzen.

Injektivitit: Sei v = (vi,...,vp) € R mit w = (wi,...,w,) == Vv —
Ao(v) € (RY)"™. Durch VergroBerung von § koénnen wir annehmen, daf
Wiy n Wy € Al[’&l)(K) und o(v1),...,0(v,) € A1y (K) gilt. Nach Lemma

9.2 bzw. Ubungsaufgabe [@.15] finden wir eine Konstante C' > 0 mit
”wl”paa”wanSC fiir a11e5§p<1

und
o), -5 loa)ll, <C  fiir alle § < p < /9.

Aus v = w + Ao(v) und der Zusatzeigenschaft der Matrix A folgt dann
v1llpy - lonll, < C fiir alle § < p < 64,
Dies impliziert aber auf Grund von Lemma [I2.1] daf3
lo)lp, - lo(a)ll, <C  fiir alle 64 < p < 649",
Induktives Wiederholen dieses Argumentes ergibt
loillps -5 llonll, < C firalle ) <p<1

und damit v € (R%)" wegen Lemma
Surjektivitit: Sei w = (wi,...,w,) € R}%. Wieder konnen wir durch
VergroBerung von ¢ annehmen, daf8 wy,...,w, € Ajs1)(K) gilt. Wir kon-
struieren induktiv eine Folge {w; = (w; 1,...,w;n)}i>0 in A[(;l/qJ)(K)". Sei
wq := w. Wir schreiben
wy; = Z a; ;17

JEZ
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setzen
+ . s oV} - . ot + . + +
Wy ; = E :alva y Wy, = Wi — Wy Wy 1= ( )
j=1
und definieren
A +
w1 = Ao(w]") .

Ersichtlich gilt T w;"; € Ajg 1y(K) und damit w4 € As1/q 1) (K)" und

max ey gllp < me fwrslly < max|fwf]|p
= plmax [T~ wf|lpe < pfmax | T il

= pq_l

mas [,

fiir alle p € [6/9,1). Dabei benutzt der erste Teil der Folgerung sowie die
zweite Ungleichung im zweiten Teil die Zusatzeigenschaft der Matrix A und
Lemma [I2.1] Die dritte Ungleichung ist die offensichtliche Tatsache, daf} fiir
alle F' € Ajp,1y(K) und alle 0 < py < pg < 1 gilt [|[F]|,, < [[F]|p,- Wir sehen
also, daf} gilt

llim wlt. =0 in .A[p,p}(K) firalle1<i<nund 0<p<1.
—00 ’

Somit existiert v; := Y720 w;; in Ajg 1y (K). Wir setzen v := (vy, ..., v,). Es
folgt

w—v+ Ao(v) = Z W, in Ajs1/q 1y (K).
1=0

Der Vektor von Laurentreihen auf der rechten Seite enthilt keine positiven

Potenzen von T und liegt deswegen in .Al[’(s1 /qJ)(K )" O

Theorem 12.5. (Kedlaya)
Ist o ein spezieller Endomorphismus von Ry so ist jeder semistabile o-
Modul isoklin.
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