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Das vorliegende Manuskript enthélt den Inhalt einer einsemestrigen Vor-
lesung in Miinster im Jahre 2000. Ziel der Vorlesung war eine moglichst
umfassende Darstellung der Theorie der Auslander-reguldren Ringe.

Ein herzliches Dankeschon gebiihrt Frau Ina Reckermann fiir das sicher-
lich nicht einfache Texen meiner handschriftlichen Notizen.

In diesem Buch ist R stets ein (assoziativer) Ring mit Eins, und Z(R)
bezeichnet sein Zentrum. Mit R-Moduln sind stets unitale R-Linksmoduln
gemeint. Wir erinnern daran, dafl diese eine abelsche Kategorie Mod(R)
bilden, d. h.:

R-Modulhomomorphismen besitzen Kern, Bild und Cokern,

der Isomorphiesatz gilt,

- die direkte Summe zweier (hier sogar beliebig vieler) R-Moduln exi-
stiert,

Homp (M, N) ist eine abelsche Gruppe (genauer hier ein Z(R)-Modul)
und die Komposition von Homomorphismen ist diesbeziiglich biadditiv
(genauer hier Z(R)-bilinear).






Teil 1

Einiges aus der homologischen
Algebra

1 Komplexe
Fin Komplex von R-Moduln ist eine Sequenz
M — MM M — M —

von R-Moduln M9 und R-Modulhomomorphismen d? : M9 — M4%! (den
Corandoperatoren oder Differentialen) mit der Eigenschaft, dafl

(1) d"od? =0 firalleqeZ.
Der R-Modul
(2) h9(M*®) := ker(d?)/im(d?})

ist somit wohldefiniert und heifit der g-te Cohomologiemodul des Komplexes
M®.

Ein Komplexhomomorphismus o = a® : M®* — N* ist ein kommutati-
ves Diagramm

M—l MO Ml . M4
lal lao lal laq
N—l NO Nl e N4

mit R-Modulhomomorphismen af : M4 — N9.

Es gilt:

x Die Kategorie C'(R) der Komplexe von R-Moduln ist wieder abelsch;
Kern, Bild und Cokern werden komponentenweise gebildet.

* a: M®* — N* induziert R-Modulhomomorphismen
hi(c) : h9(M®) — hI(N*®) fiir alle ¢ € Z

mit folgenden Eigenschaften:



1) hi(id) = id,
2) hi(ao B) = hi(a) o h1(f),
3) hi(a+ B) = h(a) + h?(B).
Sei
0—L* % M* 25 N* — 0
eine kurze exakte Sequenz in C'(R). Dann ist der Verbindungshomomorphis-
mus

67 : hI(N*®) — hITH(L®)
x +— y mit f4(m) = z,d¥(m) = aq+1(y)

ein wohldefinierter R-Modulhomomorphismus. Folgendes Diagramm veran-
schaulicht die Abbildungsvorschrift:

0 L9 M1 Na 0
l lmﬁ. l
0 e+t 225 ppe Nt 0

Die néchsten beiden Lemmas werden durch naheliegende Diagrammjag-
den bewiesen.

Lemma 1.1. Die Sequenz
o Te q(Te h(a) q R ) q .
. — h*(L*) — ... — hI(L*) ——— hI(M*) ——= hi(N*)
5—q)hq+1(L') hat! (o)
st exakt.

Lemma 1.2. Fiir ein kommutatives exaktes Diagramm von Komplezen

0 L M* N* 0
0 Le M* N* 0

ist auch das Diagramm

o ——= h9(L*) — h3(M®*) —= h9(N*) ﬁth(Lo) I

T

.._>hq(j0) _>hq(M-) _>hq(]\7-) i)hqﬂ(jo) S

kommutativ.



Definition. Ein Komplexthomomorphismus o« : M® — N°® heifit Quasi-
Isomorphismus, falls alle h%(a)) Isomorphismen sind.

Dieser Begriff wirft folgendes Problem auf: Fixiere einen R-Modul X
und betrachte den Funktor

(3) Hompg(X,.) : Mod R — Mod(Z(R)) .
Durch komponentenweises Anwenden setzt er sich fort zu einem Funktor
(4) Hompg(X,.): C(R) — C(Z(R)) .

Da (B nicht exakt ist, respektiert () Quasi-Isomorphismen nicht! Diese
Beobachtung ist der Ausgangspunkt fiir eine neue Theorie.

Definition. Zwei Komplethomomorphismen o, 3 : M®* — N°® heifien ho-
motop, wenn R-Modulhomomorphismen

s1: M9 — N fiir alle g € Z
existieren mit
A1 os?+ s o dl = — B9 fiir alle g € Z

(in Zeichen: oo ~ [ oder o ~go 3).
Lemma 1.3. Aus a ~ 3 folgt hi(«) = h4(B) fiir alle q € Z.
Lemma 1.4. i. ~ ist eine Aquivalenzrelation.

1. ag~ By und a1 ~ 1 = ag + a1 ~ By + Bi.

1. a~f=yoa~~vyof und ooy~ For.

Definition. Fin Komplexhomomorphismus o : M® — N*® heifit eine Ho-
motopiedquivalenz (M® und N°® heiffen dann auch homotopiedquivalent),
falls ein Komplexhomomorphismus B : N®* — M*® existiert mit

Boa~idye und aof ~idye
(B heifit ein Homotopieinverses zu ).
Lemma 1.5. 1. Homotopiedquivalenzen sind Quasi-Isomorphismen.

1. ein Kompositum von Homotopiedquivalenzen ist eine Homotopiedqui-
valenz.



Nun gilt das folgende grundlegende Prinzip: Sei
F : Mod(R) — Mod(R')
ein Funktor. Er setzt sich fort zu einem Funktor

F:C(R) — C(R)
(M*,d%) — (F(M?®),F(d*)) .

Wir nehmen an, daf§ F' additiv ist, d. h. F(a + ) = F(a) + F(5) (z. B.
F = Hompg(X, .)). Dann respektiert F' Homotopien und folglich Homoto-
piedquivalenzen.

2 Projektive Aufl6sungen

Satz 2.1. Die Kategorie Mod(R) besitzt geniigend viele projektive Objekte,
d. h. zu jedem R-Modul M gibt es einen projektiven R-Modul P und einen
surjektiven R-Modulhomomorphismus P — M.

Beweis. Wéhle ein Erzeugendensystem {m;};c; von M und definiere
F =@ R— M
(1i)ier = Z Timy; .
i

Der R-Modul F ist frei und somit insbesondere projektiv. O

Corollar 2.2. Zu jedem R-Modul M gibt es eine exakte Sequenz von R-
Moduln

s pr Y, p 0y,
wobei alle P? fiir g < 0 projektive R-Moduln sind.

Eine solche Sequenz heifit eine projektive Aufiésung des Moduls M. Man
sollte sie als einen Quasi-Isomorphismus von Komplexen

P4 e P—l PO 0
k]
0 M 0

auffassen.



Satz 2.3. Seien M und N zwei R-Moduln und P* =+ M und Q* - N
projektive Auflosungen; zu jedem R-Modulhomomorphismus o« : M — N

gibt es genau eine Homotopieklasse [a®] von Komplexhomomorphismen o® :

P* —Q* mitnoa® =aoe.

Corollar 2.4. Zu je zwei projektiven Auflosungen P* <> M und Q°* - M
gibt es genau eine Homotopieklasse [a®] von Homotopiedquivalenzen o :
P* — Q°, so daf$ das Diagramm

kommutativ ist.
Satz 2.5. Zu jeder kurzen exakten Sequenz
0—L—M-—N—70

in Mod(R) gibt es ein kommutatives exaktes Diagramm von projektiven
Auflésungen

0 pe Q° T* 0
L
0 L M N 0

3 Ext- und Tor-Funktoren

Allgemeines Prinzip der Linksableitung von Funktoren:
Wir fixieren ein fiir alle Mal projektive Auflésungen

Py M M fiir jeden R-Modul M

und Komplexhomomorphismen

PM EM M

‘“'l la

Py NN



fiir jeden R-Modulhomomorphismus a.
Sei nun F : Mod(R) — Mod(R') ein additiver Funktor! Fiir ¢ > 0
definieren wir

LIF(M) := h™9(F(Py;)) und
LiF(a) := h™YU(F(a®)): L'F(M) — LIF(N) .
Es gilt:
I) L1F : Mod(R) — Mod(R’) ist ein Funktor; denn:

— Fir @« = id ist «®* ~ id, also F(a®) ~ F(id) = id und somit
h=9(F(a®)) = h71(id) = id;

~fir L 2 M % N st f o f* ~ (a o f3)® nach Satz 2.3 also
F(a*)oF(8%) ~ F((aof)*) und somit h~9(F(a*))oh~1(F(5*)) =
h=4(F((a o B)%)).

Definition. LYF heifst die q-te Linksableitung von F.
IT) L9F ist additiv; denn:

— Aus Py, @ Py ~ Pygy folgt F(Pyey) ~ F(Py @ PY) =
F(Py) @ F(PY).

III) Ist P ein projektiver R-Modul, so ist LYF(P) = 0 fiir alle ¢ > 0; denn:
- Pr~(..—0—P).

IV) Die Funktoren L1F héngen bis auf kanonischen Isomorphismus nicht
von der Wahl der P, und o® ab; denn:

— Satz 23l

V) Zu jeder exakten Sequenz 0 — L 2y M % N — 0 von R-Moduln
hat man eine lange exakte Sequenz von R’-Moduln

- )
%LqF(L) m)L"F(M)

LIF(c)
—

... — LT E(N)
LIF(N) 2% L YF(L) — ...

denn:



— Nach Satz existiert ein exaktes kommutatives Diagramm von
projektiven Auflésungen

0 P Q° T 0

0 L M N 0.
Wegen der Projektivitit von T spalten die kurzen exakten Se-
quenzen

0 P1 QI —=T1 0,

also Q7 = P? @ TY9. Die Additivitdt von F impliziert nun die
Exaktheit von 0 — F(P?) — F(Q?) — F(T'?) — 0. Folglich
ist

0—F(P*) —F(Q°) —= F(T*) —0
eine exakte Sequenz von Komplexen. Die behauptete lange exakte
Sequenz ergibt sich daraus mittels Lemma [[.T] und IV).

.

ein kommutatives exaktes Diagramm von R-Moduln, so ist

VI) Ist

o~

0 0

—— LI FP(N) —— LIF(L) — LIF(M) — LiF(N) —

| L !

—— L9 F(N) — LIF(L) — LiF (M) — LiF(N) —
ein kommutatives exaktes Diagramm von R’-Moduln; denn:

— Lemma [[.2] (und Satz 2.3)).

Beachte: Die lange exakte Sequenz in V) “hort wie folgt auf”:

... — L'F(L) — L'F(M) — L'F(N)
— L°F(L) — L°F(M) — L°F(N) — 0 .



Definition. Der Funktor F heifit rechtsexakt, falls fiir jede kurze exakte
Sequenz von R-Moduln 0 — L — M — N — 0 die Sequenz von R'-
Moduln F(L) — F(M) — F(N) — 0 ezakt ist.

VII) Ist F rechtsexakt, so gilt LOF = F; denn:

— Betrachte die mittels einer projektiven Auflésung gebildete kurze
exakte Sequenz

0— P! /imd P M 0

| A

-1
Py
dann ist

F(Py}'/imd) — F(PY)) —= F(M) —=0

exakt mit surjektivem senkrechtem Pfeil, also

F(M) <— coker(F(Py,'/imd) — F(PY))
= coker F(d) = h°(F(P3;)) = L°F(M) .

Bemerkung 3.1. Ist F' exakt, so gilt L1F = 0 fiir alle ¢ > 0.

Beweis. Mit
e — Pl — .. — P — M -—0
ist auch
. — F(P}) —...— F(M) —0
exakt. O

Fazit: Fiir rechtsexaktes F' messen die Linksableitungen LYF', wie stark F'
davon abweicht, exakt zu sein.

Beispiel A: Sei Y ein R-Rechtsmodul. Dann liefert das Tensorprodukt den
additiven Funktor

Y ®p.: Mod(R) — Mod(Z(R)) .
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Definition. Torf(Y, M) := LYY ®g .)(M) heifit das q-te Torsionsprodukt
von'Y und M (oder einfach der q-te Tor-Funktor).

Satz 3.2. Der Funktor Y ®pg . ist rechtsexakt.

Beweis. Sei 0 — L 25 M %5 N — 0 eine kurze exakte Sequenz von
R-Moduln, betrachte

Y orL 2 vy on M 4% vy op N —5 0 .

Vorab erinnern wir uns daran, dafl jedes Element in Y ®g N eine endliche
Summe von Elementen der Form y ® n ist.

1) Ausn = a(m) folgt y®n = (id ®a)(y®@m). Folglich ist id @ surjektiv.

2) Esgilt (id ®@a)o(id ®3) = id @0 = id ®0 = 0 und damit im(id ®3) C
ker(id ®a).

3) Also bleibt zu zeigen, dafl auch ker(id ®a) C im(id ®7) gilt:
Dazu betrachten wir die Abbildung

Y x N —Y ®g M/im(id ®5)
(y,n) — y@m+im(id®pB), falls a(m)=n;

- ist wohldefiniert: aus a(m) = n folgt a(m—m) = 0, also m—m = [(¢)
firein { € Lunddamit y@m —y@m=y®(m—m) =y ® B({) €
im(id ®B);

- ist biadditiv: klar;
- ist balanciert: klar, da rn = ra(m) = a(rm) und y ® rm = yr @ m.

Die universelle Figenschaft des Tensorproduktes liefert die wohldefinierte
Z(R)-lineare Abbildung

F:Y 9rN — Y ®r M/im(id ®5)
ynr— y@m+im(id®ps), falls a(m)=n.

Es gilt
fo(id®a)(y®m)=fy®alm)) =y@m+im(id®p) .

Im Falle y ® m € ker(id ®«) folgt y ® m + im(id®pB) = f(0) = im(id ®7)
und somit also ker(id ®«a) C im(id ®7). O

11



Insbesondere gilt also Torf (Y, M) =Y ®r M.

Lemma 3.3. Ist Q ein projektiver R-Rechismodul, so ist der Funktor Q®pr
exakt.

Beweis. Ist Q = @;crR =: R! frei, so folgt dies aus
QRrM =R @ M =@;(Rop M) = o;M .

Allgemein sei Q @ P = R!. Zu jeder exakten Sequenz von R-Linksmoduln
0 — L — M — N — 0 ist dann die linke Spalte in

0 0 0

4 4 4
R'@pL = Q®rL ® P®gL

4 4 4
R'@r M = Q®r M ® P®r M

4 4 4
R'@r N = Q®r N @ R®@r N

1 1 1

0 0 0

exakt. Dann miissen auch die mittlere und die rechte Spalte exakt der sein.
O

Corollar 3.4. Torf(Y, M) =0 fiir alle ¢ > 0, falls Y oder M projektiv ist.

Beweis. Ist M projektiv, so wende obigen Punkt III) an. Ist Y projektiv, so
benutze Bem. 3.1l und Lemma [3.3] O

Satz 3.5. Zu jeder kurzen exakten Sequenz 0 — X — Y — Z — 0
von R-Rechtsmoduln hat man eine lange exakte Sequenz von Z(R)-Moduln

... —Torll, (2, M) —
Tor (X, M) — Tor(Y, M) — Torl(Z, M) — ...

Beweis. Betrachte die Sequenz von Komplexen
0—XQ®rPy —YQrPy — ZRr Py —0.

Auf Grund von Lemma B3] (sinngemé&$ in der anderen Variablen) ist dies ist
eine kurze exakte Sequenz von Komplexen. Wende nun Lemma [Tl an. [

12



Corollar 3.6. Sei Q° 25 Y eine projektive Auflésung von R-Rechtsmoduln;
dann gilt
Tor (Y, M) = h™"(Q* ®r M) .

Beweis. Bilde nach Satz die langen exakten Sequenzen zu den kurzen
exakten Sequenzen

0—kern— Q" —Y —0

0—kerd! — Q' —imd?!'—0

0—kerd? — QP — imd? — 0.
Wegen Cor. 3.4 liefern diese Isomorphismen

Torf(Y, M) = ... = Torf(imd P, M)

12

ker((ker d7P™) @ M Lo, QP g M)
> ker((coker d P71 @ M Lo, QP g M)
— ker(coker (d P71 @ id) e, gl gg M)
=hP(Q* ®r M),

wobei die zweitletzte Identitdt die Rechtsexaktheit des Funktors ® gpM be-
nutzt. O

Woher kommt der Name Torsionsprodukt?
Wir betrachten dazu den Fall R = Z, so dafl Mod(R) {ibereinstimmt mit
der Kategorie der abelschen Gruppen.

Definition. Sei M eine abelsche Gruppe; die Untergruppe aller Elemente
endlicher Ordnung in M heifst die Torsionsgruppe Tor(M) von M.

Um den Funktor
Q®z .:Mod(Z) — Mod(Q)

zu verstehen, betrachten wir auf der Menge M x Z \ {0} die Aquivalenzre-
lation

(m,b) ~ (m/,b), falls ein c € Z\ {0} existiert mit cb'm = cbm’ .
Setze

% := Aquivalenzklasse von (m,b)

13



und
Mg := M x Z\ {0}/ ~ = Menge aller Aquivalenzklassen.

Mittels
n  m __ bn+am

a b’ ab
wird Mg zu einer abelschen Gruppe. Dabei gilt:
a) Die Abbildungen
Mo =2Q®zM
s 2®@m
Gr7Om

sind zueinander inverse Isomorphismen von abelschen Gruppen;

b) der Kern des Homomorphismus

M—)Q@ZM
m—1®m
ist wegen a) gleich
{me M: ?:O}:{meM:cszfﬁreincGZ\{O}}:Tor(M);

c¢) der Funktor Q ®z . ist exakt; denn:
Wegen Satz ist nur die Linksexaktheit zu zeigen. Sei also « :
M — N ein injektiver Homomorphismus von abelschen Gruppen,
und sei 3' € Mg mit @ = 0. Dann existiert ein ¢ € Z \ {0} mit
a(em) = ca(m) = ¢b -0 = 0. Da « injektiv ist, folgt em = 0, also
7 =0 (Warnung: Q ist nicht projektiv als Z-Modul.)

Aus Lemma B3 und ¢) (zusammen mit Bem. 3] folgt, daB
z Z ..
Tor, (Z, M) = Tor,/(Q,M) =0 fiir alle ¢ > 0 .
Wir betrachten nun die kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen
0—Z—>Q—Q/Z—0

und die nach Satz zugehorige lange exakte Sequenz. Obige Verschwin-
dungsaussage impliziert dann Torqz(@/ Z,M) =0 fiir ¢ > 2 und

Tor’(Q/Z, M) = ker(Z @5 M —s Q ©z M) 2 Tor(M) .

14



Wir haben bisher nur kovariante Funktoren F', also

M +— F(M),
(¢: M — N)+— (F(a) : F(M) — F(N)
mit F(id) = id, F(ao ) = F(a) o F(B) ,

betrachtet. Genauso natiirlich ist es aber, den Funktor ”die Pfeile umdre-
hen zu lassen”. Ein kontravarianter Funktor G : Mod(R) — Mod(R’) ist
gegeben durch

M — G(M)
(a: M — N)+— (G(a) : G(N) — G(M))
mit G(id) = id, G(a o 8) = G(8) o G(a) .

Der Begriff der Linksableitung LG funktioniert analog (”es drehen sich nur
die Pfeile um”): Sei G ein additiver kontravarianter Funktor. Anwendung
auf eine projektive Auflosung

o — P, — ... — Py — M-—0
ergibt einen Komplex
0— G(M) — G(PY) — ... — G(P{) — ...,
dessen Terme sich in den Graden —1,0,...,—gq,... befinden. Dann sind
LIG(M) := h=(G(P})))

kontravariante Funktoren. Zu jeder kurzen exakten Sequenz von R-Moduln
0 — L — M — N — 0 hat man die lange exakte Sequenz

.5 LIG(N) — LIG(M) — LIG(L) -2 LIMG(N) —> ...

Definition. Der Funktor G heifit rechtsexakt, falls fiir jede kurze exakte Se-
quenz 0 — L — M — N — 0 die Sequenz 0 — G(N) — G(M) —
G(L) exakt ist.

Es gilt:
1) Ist G rechtsexakt, so L°G = G;

2) ist G exakt, so LYG = 0 fiir alle ¢ > 0.

15



Beispiel B: Sei Y ein R-Modul; dann ist

Hompg(.,Y) : Mod(R) — Mod(Z(R))
M —— Hompg(M,Y)
(o : M — N) — (Hompg(N,Y) — Homp(M,Y))
Br— Boa

ein rechtsexakter additiver kontravarianter Funktor.

Definition. Ext},(M,Y) := LYHomg(.,Y)(M) heift die q-te Ext-Gruppe
von M undY.

Zusammenfassung. 1) Ext%(.,Y) : Mod(R) — Mod(Z(R)) ist ein
additiver kontravarianter Funktor.

2) Fiir projektives P ist Exth(P,Y) =0 fiir alle ¢ > 0.
3) Ext%(M,Y) = Homp(M,Y).

4) Zu jeder kurzen exakten Sequenz von R-Moduln 0 — L — M —
N — 0 hat man die lange exakte Sequenz

0 — Homp(N,Y) — ... — Ext%L(N,Y) — Ext%,(M,Y)
— Bxt4(L,Y) - ExtS (N, Y) — ...

Satz 3.7. Zu jeder kurzen exakten Sequenz von R-Moduln 0 — X —>
Y — Z — 0 hat man eine lange exakte Sequenz von Z(R)-Moduln

0 — Homp(M, X) — ... — Exth(M, X) — Ext%L(M,Y)
—s Bxtd (M, Z) 25 ExtG (M, X) — ...
Beweis. Wir betrachte die Sequenz von Komplexen
0 — Homp(Py;, X) — Homp(Py,Y) — Homp(Py, Z) — 0 .

Aus der Projektivitét von Py, folgt die Exaktheit des Funktors Hompg(Py,, .).
Also haben wir oben eine kurze exakte Sequenz von Komplexen und wir
koénnen Lemma [T anwenden. O

Woher kommt der Name Ext?
Das Symbol Ext steht fiir “extension = Erweiterung”. Eine kurze exakte
Sequenz 0 — Y — E — M — 0 nennt man auch eine Erweiterung

16



von M mit Y. Zwei Erweiterungen 0 — Y — F — M — 0 und
0 —Y — E — M — 0 von M mit Y heilen isomorph, falls ein
kommutatives Diagramm der Form

0 Y E M 0
0 Y E' M 0

existiert. Setze

Extr(M,Y) := Menge aller Isomorphieklassen

von Erweiterungen von M mit Y .

Seinune =0 —Y — F — M — 0] € Ext(M,Y). Betrachte die
zugehorige lange exakte Sequenz

0 — Hompg(M,Y) — Hompg(E,Y) — Homp(Y,Y)
D Exth(M,Y) — ...
Faktum. Die Abbildung
Extz(M,Y) = ExtL(M,Y)
e — 0z (idy)
1st eine Bijektion.

Alle Ext-Gruppen EXt;I%(M ,Y) haben eine konkrete Interpretation in
ghnlicher Form.
4 Cartan-Eilenberg-Auflésungen

In diesem Abschnitt wollen wir eine weitgehende Verallgemeinerung von Satz
herleiten.

Lemma 4.1. Sei

Pl P/l
0 M’ M M 0
0 0

17



ein exaktes Diagramm von R-Moduln, wobei P und P" projektiv seien; dies

laft sich stets erginzen zu einem kommutativen exakten Diagramm

0 P’ P 0

l |

P
0 M’ M M" 0
0

l |

0 0
mit projektivem P.
Beweis. Wir definieren P := P’ ® P”. Dann ist
0—P S p2pr sy,
eine kurze exakte Sequenz von projektiven Moduln. Das Kompositum
Pl
N
|
N
Q
M/ - M7
eine beliebig gewihlte Liftung
Pl/
|
T ,
Ve
»
M—M"——0
sowie die Abbildung

P—M
@', p") — u(p") + 7 (p")

liefern die gewiinschte Ergénzung.

O

Satz 4.2. Zu jeder kurzen evakten Sequenz 0 — M’ — M — M" — 0
von R-Moduln und vorgegebenen projektiven Auflosungen P'® —s M’ und
P"* — M" existiert eine projektive Auflésung P®* — M und ein kommu-

tatives exaktes Diagramm

0 Pl. PO P/l. O
0 M’ M M 0.



Beweis. Wir konstruieren P* — M per Induktion nach ¢. Sei also

0—— platl —— pg+l —— pig+l — )

0—— p/q+2 - > pq+2 - p//q+2 ——0

0—— plat3 —— pg+3 —— plg+3 —— ()

fiir ein ¢ > 0 schon konstruiert. Auf Grund des Schlangenlemmas ist die
Sequenz
0— ker(d‘};l) — ker(d‘]]fl) — ker(dg;,r,l) —0

ist exakt (im Falle ¢ = 0 sind die Kerne der Abbildungen in die Moduln M’
bzw. M bzw. M" zu nehmen). Mit Hilfe von Lemma [£]] kénnen wir dann
das Diagramm

0 pPi-—---- >pPl———-—-- > P’ 0
|
ld;, Ld; ldiu
0—> ker(d‘}jl) — ker(d‘lljl) — ker(dg;,r,l) —0
0 0 0
mit einem projektiven Modul P? wie angegeben erginzen. O

Notation. Sei L*® ein Komplex von R-Moduln; dann heif3t

24(L*) := ker d? der Modul der g-Cozykel von L® und
bI(L*) :=imd?"  der Modul der ¢-Coriinder von L® .

Offensichtlich gilt
PIL®) = 21(L%) B(LY) .

Definition. Sei M* ein Komplex von R-Moduln; eine projektive Cartan-
Eilenberg-Auflosung von M* ist eine exakte Sequenz von Komplexen

=P s PO s N0
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[d. h. ein kommutatives Diagramm

0 0 0
.._>Mp—1 MP Mp+1_>...
e — Pp—l,O Pp,O Pp—i—l,O - > ...
-» — pr—1lgq ppr4 pr+lg —— ...

mit exakten Spalten und Komplezen in den Zeilen/, so daf fiir alle p € Z
gilt:

x PP* — MP st eine projektive Aufiésung von MP,

x 2P(P*®) — 2P(M™) ist eine projektive Auflésung von zP(M*),
x bP(P*®) — bP(M™) ist eine projektive Auflosung von bP(M™),

x hP(P**) — hP(M™) ist eine projektive Auflosung von hP(M*).

Satz 4.3. Jeder Komplexr M* von R-Moduln besitzt eine projektive Cartan-
Eilenberg-Auflosung.

Beweis. Wir schreiben abgekiirzt
ZP = ZP(M*), BP :=bP(M*), HP := hP(M™) .
1. Schritt: Wir konstruieren projektive Auflésungen
P*(MP), P*(ZP), P*(BP), P*(H?) der R-Moduln M?, ZP BP HP

zusammen mit kommutativen exakten Diagrammen

(i/p) 0 —— P*(ZP) — P*(M?) — P*(B"*!) —0
o,
0 YAz = MP Brtl1 0
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und

(ii/p) 0 — P*(BP) — P*(ZP) —— P*(H?) —0
P
0 BP VA H? 0.

wie folgt: Zunéchst wiahle P*(BP) und P*(HP) fiir alle p € Z. Dann benutze
Satz zuerst, um P®(ZP) mit (ii/p)), und anschlieBend, um P*(MP) mit

(i/p) zu konstruieren.
2. Schritt: Wir definieren P** := P*(M*) und

. D . p+1 o/ r7p+1 . p+1
P*(MP) e PY(BPH) G P20 e PR MY

O

Bemerkung 4.4. Man kann Homomorphismen, Homotopien zwischen Ho-
momorphismen und Homotopiedquivalenzen zwischen projektiven Cartan-
Eilenberg-Aufiosungen definieren. Es gilt dann: Je zwei projektive Cartan-
Eilenberg-Auflosungen des Komplexes M* sind homotopiedquivalent mittels

einer eindeutig bestimmten Homotopieklasse von Homomorphismen (vgl.
[CE] Chap. XVII Prop. 1.2).
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Teil 11
Spektralsequenzen

5 Filtrierte Komplexe

Sei M*® ein Komplex von R-Moduln. Ein Unterkomplex N® C M* ist eine
Inklusion von Komplexen.

Definition. Eine Filtrierung von M® (M® heifit dann filtriert) ist eine ab-
steigende Folge von Unterkomplexen

L DPMCD PHN D L fiirp € 7
m M®, so daf gilt

M1=|JPM?  firalleq€eZ .
PEZL

Fiir jedes p € Z hat man dann den Quotientenkomplex PM*® /PHLAT®.
Problemstellung. Kann man h%(M?®) aus den hi(PM® /P M*®) berechnen?

Fiir p,q,r € Z setze

7P .=z € PAPYY . oy € p+rMp+q+1} — d—l(p+rMp+q+l) N PMPTe
ng pp— d( p—rMp-i-q—l) N 1Y iaxl

und
Zgg = zp+q(M') N PMP-HZ ,
BPY .= pPTI(M®) N PMPTT
Es gilt:
a) PMPY = . =272 Z0 > ... DZ8 DB D ... 2B DB =

d(pMp+q—1) D BI_’ql = d(:n+1Mp+q—1) D.

b) zPT1t € zP4 und Z5TH ¢ Z8.

c) BMY =dzp et
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Wir definieren
BP9 = ZP9/(BP, + ZPH Y i r € Z
und
EPS .= 7P /(BPY + Z2haty |
Es gilt:
d) Fiir r <0 ist

qu — pMp-i-q/(d(p-i-l—rMp—i-q—l) + p+1Mp+q)
_ pMp—l—q/ p+lppta

Aus dem kommutativen Diagramm

d

Z,Pq Zg—i—r,q—r—i—l

_ p+l,q—1 _ pptrg—r+l
szl + ijll’q p— er—l 2 Br—l

c)

p+1,q—1
ai...)+ 2
ersehen wir, dafl d einen Homomorphismus
Dq . FPq ptr,g—r41
dbt . EPY — EF .

induziert. Die folgende Graphik deutet die Richtung dieser Pfeile fiir » > 1
an:

AN

Es gilt:

23



e) detma—rtl o grd = () (wegen dod = 0).
£) dB9: ppgprapirta Ly pprptatl plpptatl
Definition. Die Familie {(EP9,dP7)}, q.rez heifst die Spektralsequenz zu M*®.

Satz 5.1. Die Abbildung

EPY =5 ker(dP?)/ im(d )

o+ (BR 4 Z2P ) s (w4 (BPY + 205 00Y) 4 im (a2t
ist ein Isomorphismus.

Beweis. Wir berechnen zuerst die rechte Seite. Sei z € ZP4 mit dz € BP9 4

Zrtrthar J dzPthaTl o Pt also do = dy + 2z mit y € ZPT97T und

r— r—1
ze ZPHTh T Piir =z — y gilt dann du = z € ZPTTTHT und w = 2 — y €P

Mp+a 4 pHUNPTa = PAPHa. Es folgt u € ZP9,, also x € ZP9, + ZPT 177! Das

zeigt
Ker(dPt) = (229, + Z25 0 /(B0 + 2041

Weiter ist d(ZP~™9+"—1) = BP?1 C BP?, wegen c¢) und damit
fm(dp ) = d(Z ) (B 4+ 20T J(BYL 4+ 27
= (BP+ ZI4 0" J(BYL + 220
Mit 2?9, D BP9 und ZP%, N 2P 97" == Zpt1a=1 ergibt sich folglich
ker(dp?)/ im(dl =" = (274, + ZEETT (BR + 270

= 201,/ 20, N (BY + 221

= 201, /(B + 2
— qu

r+1 *
Corollar 5.2. EV? = prta(Ppf®/PHLA®).
Wir definieren eine absteigende Filtrierung auf h?(M*®) durch
PRa(M®) :=im(h?(PM®) — h1(M*®)) .
Satz 5.3. Die Abbildung

EP9 =, php+q(M°)/p+lhp+q(M°)
r+...—x+...

ist ein Isomorphismus.
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Beweis. Es ist klar, dafl Z24 = {x € PMPT: dx =0} — hPT4(PM*®) surjektiv ist.
Somit ist auch die Abbildung in der Behauptung surjektiv. Sei nun x € P MP+¢ mit
dz = 0 und z +im(d) € PTLRPT(M*®). Dann existiert ein y € PHLMPT mit dy = 0
und z — y = dz € BE. Folglich gilt z € BRI + ZpF1a—1, O

Die Cohomologiegruppen hPT%(M®) bauen sich aus den EP? wie folgt auf.
Zunéchst haben wir das kommutative exakte Diagram

0_>p+1hp+q(M-)_>php+q(M') EPrd 0
s hp+q(p+1M°) —— hPTI(PM®) —> thrq(pM'/erlM-) _ ...
B,

wobei der Zusammenhang zwischen den beiden rechten dufleren Termen sukzessive
durch die EP? approximiert wird:

(+) B = 2/ (B + 20

Zpa/(Bra + ZPT 10

2y (BYg 4 283197

BRI = 788/ (BL & 25517
Definition. Die Filtrierung auf M*® heifit requlir, falls zu jedem q € Z einn(q) € Z
existiert mit (O M = 0.
Im Folgenden setzen wir die Filtrierung stets als regulér voraus. Dann ist
PM?=0 firp>n(q) .
Es gilt:

g) 2P =Z8 firr > n(p+q+1) - p;
denn: Aus z € ZP4 folgt dx € PTIMPTITL = (.

h) Fiir s > r > n(p+qg+1)—p haben wir (vgl. (F)) das kommutative Diagramm

B2t = 788 /(BPY, + 753070 B

\ /

B2 = 788/(BES + Z51),
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D i Pq — EP4.

i hgrzn(zﬂrqﬂ)*q Byt = B
denn: Wegen h) bedeutet die Behauptung, dafl zu jedem s > n(p+q+1) —1
und jedem e € ker(EP? — EP7) ein t > s mit e € ker(EP? — E}7) existiert.
Dies folgt sofort aus BL = J,, BYY.

j) Ist EP? =0, so auch E?? = 0 fiir alle s > r und damit E%? = 0;

denn: Satz Bl und h).

Satz 5.4. Die Filtrierung auf M® sei requldr; weiter existiere ein r € 7 und zu
jedem n € Z ein q(n) € Z mit

E!~%9 =0 fir allen € Z und alle g # q(n) ;
dann gilt
RM(M*®) = R g glle n € 7
(Man sagt in diesem Fall: Die Spektralsequenz degeneriert.)
Beweis. Aus j) folgt E~%9 = EI~%9 = EI-%9 = ( fur alle s > r und ¢ #

g(n). Wegen Satz 5.3 verschwinden also in der Filtrierung von h™(M*®) alle Schritte
auBer dem (n — g(n))-ten, und dieser ist gleich B 1M Nup ist aber einerseits
U, Ph"(M®) = h"(M?®). Andererseits ist PA"(M*®) = 0 fir p >> 0 wegen der

Regularitit der Filtrierung von M*. Also folgt h"(M*) = By 7-a(m), O

6 Doppelkomplexe

Definition. FEin Doppelkomplex M®® ist ein kommutatives Diagramm der Form

di,j+1
s NI s il s

ij it1,5
dir dir

dy o
M M+l —— -

fiiri,j € Z, in welchem alle Spalten und Zeilen Komplexe sind.

Beispiel. Cartan-Eilenberg-Auflosungen.
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Zu jedem Doppelkomplex M*® ist der assoziierte Totalkomplez Tot®(M*®) de-
finiert durch

Tot™(M*®®) := ®ip jmn MY
Tot™ (M**) = ®ipjmn MY RN Ditjmnt1 MY = Tot" ™ (M**)
(Iij)iJrj:n N (dzflijifl,j + (_1)id§7}-71$i7j71)i+j:n+1 )
Ubungsaufgabe. Rechne die Komplexeigenschaft von Tot®(M*®) nach.
Der Doppelkomplex besitzt zwei Filtrierungen:
e 1. Filtrierung nach den Spalten (“beginne mit der p-ten Spalte”):

PAfi MY firi>p,
I 0 sonst

e 2. Filtrierung nach den Zeilen (“beginne mit der p-ten Zeile”):

PMij — Mij fU.I’ij,
1 0 sonst .

Dies fiihrt zu entsprechenden Filtrierungen des Totalkomplexes.

e 1. Filtrierung: § Tot" (M*®®) :== & M%
i+j=n
i>p
e 2. Filtrierung: 7, Tot™(M*®) := & MY
i+j=n
Jjzp
Definition. FEin Doppelkomplex M®® heifit nach oben beschrinkt, wenn r,s € Z
existieren mit M =0 fiir i > r oder j > s.

Bemerkung 6.1. Ist M*® nach oben beschrinkt, so sind beide Filtrierungen von
Tot® (M**) reguldr.

Betrachten wir die Spektralsequenz zur 1. Filtrierung genauer:

PTIEFT O = o M8, MY
i>p i>p+1
= MPY

(hier sehen wir den Grund fiir unsere Nummerierungskonvention in §5l) und

P Tot? T4 (M**) P+ TotPT9(A**) —Ls » Tot? T+ (Are®) /p+1 Tot? T+ (Ar*®)

_1)Pqu
MPe ( . Mpatl
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Aus Cor. 52 folgt 1EY? = hi,(MP-*), wobei das Diagramm

qu
qu ! E;DJrl,q

Mp—l-l

q (gp,®
hg] Mp’ hi,(d7*)

kommutativ ist. Somit erhalten wir folgenden Sachverhalt.
Lemma 6.2. (EY? = b, (MP*) und 1 E5? = b (R, (M**)).

Das entsprechende Ergebnis fiir die Spektralsequenz zur 2. Filtrierung lautet
wie folgt.

Lemma 6.3. [ EY? = hY(M*P) und ;1 ES? = bl (R} (M**®)).
Anwendung 6.4. FEs gelte
a. MY =0 fiiri >>0 oder j > 0;
b. alle Spalten des Doppelkomplexes M*®® seien exakt in den Graden < 0.

Betrachte nun die Spektralsequenz zur 1. Filtrierung von Tot®(M®®): Wegen a) ist
die 1. Filtrierung ist requldr. Wegen b) und Lemma [62 gilt (EY? = 0 fiir ¢ # 0.
Also

(EST - 0\0 o
0 0 0 0
0 0 0 0

Folglich ist (Ey° = B0, Mit Satz[5.4) ergibt sich

h"™(Tot®(M**)) = 1 E3°

MQ,O M"O
= hn( .. — coker Tdu d—I> coker Tdu — .. )
M.’_l M.,—l

Gilt sogar
c. alle Spalten von M*®® sind exakt,

so ist Tot®*(M®*®) ist exakt.
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Teil I1I
Dimensionsbegriffe fiir Moduln

7 Projektive Dimension

Definition. FEine projektive Auflosung P* — M des R-Moduls M heifst von der
Linge < n, falls P1 =0 gilt fir alle ¢ < —n.

Satz 7.1. Sei M ein R-Modul und n > 0; dann sind dquivalent:
i. BExth™ (M, X) =0 fir alle R-Moduln X ;
i1. in jeder exakten Sequenz von R-Moduln
0—L—P D 4 5P 5 M-—0
mit projektiven P°, ..., P~("=1 st quch L projektiv;
wi. M besitzt eine projektive Auflosung der Linge < n.

Beweis. i. = ii. Wir spalten die gegebene exakte Sequenz auf in kurze exakte
Sequenzen
0— L' —PI——L7—0

mit L° := M und L~" := L. Die zugehorigen langen exakten Sequenzen ergeben
Exth(L, X) = Ext% (L~ "D X) = = Exth™ (M, X) =0

fiir alle X. Betrachte nun ein Testdiagramm
, s

B

s

Fir X := ker a erhalten wir

Homp(L,Y) — Homg(L, Z) — Exth(L, X) =0
B — 3.

Also ist L projektiv.
Die Implikationen ii. = iii. und iii. = i. sind klar. o

Definition. pdgp(M) := min{n > 0 : Ext}%™ (M, X) = 0 fir alle X} heift die
projektive Dimension des R-Moduls M.

Corollar 7.2. i. pdg(M) =0 genau dann, wenn M projektiv ist.
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it. Fir jedes n > pdp(M) gilt
Exth(M,X)=0 fiir jeden R-Linksmodul X und
TorR (Y, M) =0 fiir jeden R-Rechtsmodul Y.
Beweis. Satz [[liii. O

Definition. [.gldim(R) := sup{pdg(M) : M beliebiger R-Linksmodul} heifst die
linke globale Dimension des Ringes R.

Beispiel. 1.gldim(R) = 0 genau dann, wenn R halbeinfach ist.

Beweis. Wegen Cor. [[2i gilt l.gldim(R) = 0 genau dann, wenn alle R-(Links)
Moduln projektiv sind.

1) Seien alle R-Moduln projektiv. Betrachte eine Inklusion von Moduln N C M

und dazu das Testdiagramm

M/N

7
7 lid
s
A

pr

M M/N 0.

Also ist N ein direkter Summand von M. Dies zeigt, daf3 R halbeinfach ist.

2) Umgekehrt sei nun R halbeinfach. Wir betrachten ein beliebiges Testdia-
gramm

Da ker(f3) ein direkter Summand von M ist, existiert ein o : L — M mit
B oo =idr. Dann gilt fo (0 0a) = a. Also ist P projektiv.

O

Definition. idg(N) := min{n > 0 : Ext%™ (Y, N) = 0 fir alle Y} heifit die
injektive Dimension des R-Moduls N.

Satz 7.3.

Lgldim(R) = min{n > 0 : Ext};"" (M, N) = 0 fiir alle R-Linksmoduln M, N}
= sup{idg N : N beliebiger R-Linksmodul} .

Theorem. (ohne Beweis) Sei R = S[x1,...,x,] der Polynomring in n Variablen
iber dem kommutativen Ring S; dann gilt:

gldim(R) = gldim(S) +n .
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8 Kohirente Ringe

Definition. Ein R-Modul M heifit endlich-prdsentiert, falls eine exakte Sequenz
R" — R"— M —0

mit m,n € No existiert.

Lemma 8.1. i. Jeder endlich-prdasentierte Modul ist endlich-erzeugt.

Jeder endlich-erzeugte projektive Modul ist endlich-prdasentiert.
i15. Ist R noethersch, so ist jeder endlich-erzeugte Modul endlich-prdsentiert.

Lemma 8.2. Sei M endlich-prisentiert; in jeder exakten Sequenz 0 — L —»
N — M — 0 mit endlich-erzeugtem N ist auch L endlich-erzeugt.

Beweis. Wir finden ein kommutatives exaktes Diagramm der Form

R™ R M 0
Pl
0 L N M

0.

Aus dem Schlangenlemma folgt coker(8) = coker(a). Mit N ist also auch coker(f)
endlich-erzeugt. Daraus folgt wiederum, dafl L endlich-erzeugt ist.

O
Lemma 8.3. i. Fiir eine exakte Sequenz 0 — L — M — N — 0 gilt:

a) mit L und N ist auch M endlich-prisentiert;
b) ist M endlich-prisentiert und L endlich-erzeugt, so ist N endlich-pri-
sentiert;
i. set M = L@ N; dann ist M endlich-prdisentiert genau dann, wenn L und N
endlich-prdsentiert sind.

Beweis. i.a) Wir haben ein kommutatives Diagramm der Form

0 R™

R™ +ma R™M2 0
|
|
Y
0 ker ker ker 0
Cc l c c
0 R™ R™ +n2 R"2 0
|
|
¥
0 L M N 0

(vgl. Beweis von Lemma [.T]).
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i.b) Jetzt haben wir ein kommutatives Diagramm der Form

R’ R™

und somit eine exakte Sequenz der Form

Rmtt R" N 0.

ii. Dies folgt aus i.
O

Definition. Ein endlich-prisentierter Modul M heifit kohdrent, wenn jeder endlich-
erzeugte Untermodul von M ebenfalls endlich-prisentiert ist.

Lemma 8.4. Jeder endlich-erzeugte Untermodul eines kohdrenten Moduls ist kohd-
rent.

Satz 8.5. Fiir eine exakte Sequenz von R-Moduln 0 — L = M i> N —0
qilt:

1. Ist L endlich-erzeugt und M kohdrent, so ist N kohdrent;

1. mit je zwei Moduln ist auch der dritte kohdrent.

Beweis. i. Sei Ny C N ein endlich-erzeugter Untermodul (dies schliefit insbesondere
Nop = N ein). Mit L ist dann auch 37!(Np) endlich-erzeugt. Wegen der Kohérenz
von M ist B71(INg) also sogar endlich-priisentiert. Mit Hilfe von Lemma RB.3li.b)
folgt dann, dafl Ny endlich-présentiert ist.

ii. 1. Fall: Seien M und N kohédrent. Wegen Lemma ist L endlich-erzeugt
und wegen Lemma [B4] dann auch kohérent. 2. Fall: Seien L und N kohérent.
Sei My C M ein endlich-erzeugter Untermodul (insbesondere auch My = M).
Dann ist S(My) € N ein endlich-erzeugter Untermodul und ist damit endlich-
prasentiert. Wegen Lemma ist L N My ein endlich-erzeugter Untermodul in L
und ist damit endlich-présentiert. Schliefilich impliziert Lemma B3li.a), da M

endlich-préasentiert ist. O

Corollar 8.6. i. Seia: M — N ein Homomorphismus zwischen kohdrenten
R-Moduln; dann sind auch ker(«), im(a) = M/ ker(«) und coker(«) kohdren-
te R-Moduln.
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7. Eine endliche direkte Summe von kohdrenten R-Moduln ist kohdrent.

745. Seien L C N und M C N kohdrente Untermoduln des kohdrenten R-Moduls
N; dann sind auch die Untermoduln L + M und L N\ M kohdrent.

Beweis. i. Als Faktormodul von M ist im(«) endlich-erzeugt und damit wegen
Lemma [B4] sogar kohérent. Mit Hilfe der exakten Sequenzen

0 — ker(a) — M — im(a) — 0
0 — im(a) — N — coker(a) — 0

und Satz RAHlii folgt dann die Kohérenz von ker(«) und coker(a).
ii. Dies folgt per Induktion aus Satz [B.5lii.
iii. Nach ii. ist L & M kohéarent. Wir betrachten nun die Abbildung

LeM =N
(y) —z+y.
Nach i. sind ker(a) = LN M und im(a) = L + M kohérent. O

Definition. Der Ring R heifst (links) kohdrent, falls R als R-Linksmodul kohdrent
18t.

Satz 8.7. Sei R ein kohdrenter Ring; ein R-Modul M ist kohdrent genau dann,
wenn er endlich-prdsentiert ist.

Beweis. Die eine Richtung gilt per definitionem. Sei also M endlich-présentiert, d.
h., es existiert eine exakte Sequenz der Form R -+ R" —s M — 0. Nach Cor.
RAii sind R™ und R™ kohiirent. Wegen Cor. BGli ist dann auch M = coker(«)
kohé&rent. O

Bemerkung 8.8. Uber einem kohdirenten Ring R gelten Lemma[S4), Satz[83 und
Cor. sinngemdf fir endlich-prdsentierte Moduln.

Beispiele. a. Noethersche Ringe sind kohé&rent.
b. Ist S noethersch, so sind die Ringe
R:=S[x1,z2,...] und R:= S[[x1,z2,...]]

kohérent (aber nicht noethersch, falls die Anzahl der Variablen unendlich
ist).
c. Bewertungsringe sind kohérent.

Erginzung zum Thema ”projektive Auflésungen”: Sei R ein kohérenter
Ring.
A) Jeder endlich-prisentierte R-Modul M besitzt projektive Aufldsungen

P*— M,
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in welchen alle P? ebenfalls endlich-prisentiert sind. (Im Folgenden werden wir kurz
von einer endlich-prisentierten projektiven Auflosung sprechen.) Denn: Zunéchst
finden wir eine exakte Sequenz

ap

R™ — PY:=R™ =5 M — 0.

Nach Cor.[B6ist P kohiirent. Aus Satz B35 folgt dann, daB ker(ap) endlich-prisen-
tiert ist. Also finden wir eine exakte Sequenz

R — P71 = R™ 2 ker(ag) — 0 .

Diese Argumentation induktiv wiederholend erhalten wir die gewiinschte projektive
Auflosung.

B) Sei M* ein Komplex von endlich-prisentierten R-Moduln. Einerseits impli-
ziert Cor. B, dafl alle zq(M*) be4(M*), h9(M*) endlich-prisentierte R-Moduln
sind. Andererseits bleibt Satz 2] wegen Cor. B.Glii richtig fiir endlich-prisentierte
projektive Auflssungen. Mit Hilfe dieser beiden Tatsachen folgert man leicht (un-
ter Benutzung von A): M* besitzt eine ”endlich-prisentierte” Cartan-Eilenberg-
Auflésung

P s M* ,

d. h. eine Cartan-Eilenberg-Auflésung, so dafl

PPt — MP
(P") — (M)
WVP(P**) — bP(M™)
W (P™*) — (M)

sémtlich endlich-prasentierte projektive Auflésungen sind.

9 Dualitét

Fiir jeden R-Linksmodul M haben wir
e den R-Rechtsmodul Hompg (M, R) — das Dual von M,
e den R-Linksmodul Hompg(Homp (M, R), R) — das Bidual von M, sowie

e sowie den R-Modulhomomorphismus

5M M —>H0mR(HomR(M R) R)
z s [0 0(2)]

als die zugehorige Bidualitdtsabbildung.

Satz 9.1. Fiir jeden endlich-erzeugten projektiven R-Linksmodul P gilt:
i. Hompg(P, R) ist ein endlich-erzeugter projektiver R-Rechtsmodul;
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ii. die Bidualititsabbildung §p : P —s Homp(Homp(P, R), R) ist ein Isomor-
phismus.

Beweis. Sei R = P & Q. Aus der Additivitdt des Hom-Funktors folgt
Homp(P, R) @ Homg(Q, R) = Homp(R", R) = Homg(R,R)" = R"
und damit i. Weiter folgt die Kommutativitdt des Diagrammes

o o
P o Q 2 Homp(Homp (P, R), R) & Hompg(Homz(Q, R), R)

R" m Homp(Hompg(R", R), R)

H §r)™
R" ©n) Hom p(Homg(R, R), R)".
Da ég offensichtlich ein Isomorphismus ist, ist es also auch dp. O

Fiir den Rest des Paragraphen sei R ein links- und rechtskohérenter Ring, M
ein endlich-présentierter R-Linksmodul und

QF — M

eine endlich-présentierte projektive Auflésung von M.
Wegen Satz [@.11i ist
Hompg(Q™*, R)

ein Komplex von endlich-présentierten projektiven R-Rechtsmoduln. Wir wéhlen
eine endlich-présentierte Cartan-Eilenberg-Auflosung

pP** — HOmR(Qi*, R)
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und erhalten so einen Doppelkomplex (A):

0 0 0
Homg(M, R) — — > Homg(Q°, R) — Homg(Q ',R) ——= - —— Homgr(Q *,R) ——>

A A A
| | |
| I |

P0,0 Pl,O Pp,O

PO’71 -, Pl,fl Pp,fl

PO,q Pl,q PPaq

Wir setzen R
PP9:=Hompg(P™"7% R)
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und erhalten dann den Doppelkomplex (B):

pra . pP-la —— po.q

16—1,1 —>160,1

o))
=

~

,0 . 16—1,0 - 160,0
A

D

A A

| |

| I

4 Q—l QO M 0
0 0 0

Man beachte hierzu, dafl wegen Satz [0.1lii die Identitét

Hompg(Hompg(QP, R), R) = Q°

gilt.
Wir analysieren nun die Spektralsequenz zu dem Doppelkomplex (B):

1. Filtrierung: Alle (erweiterten) Spalten von (A) sind per Konstruktion exakt und
bestehen aus projektiven R-Rechtsmoduln (benutze Satz [0l fir die Top-Terme).
Daraus folgt

0 firg>0,

hi(PP*) = Ext, (H P R),R) =
(o) =t om0, 070

projektiv

Wir sehen, daf in (B) alle (erweiterten) Spalten ebenfalls exakt sind. Mit Lemma
ergibt sich also
0 fiir ¢ > 0,

PEE = W0 (B)) = { o om) {0 fiir ¢ = 0,p <0,

M firg=p=0.
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Da die 1. Filtrierung (“beginne mit p-ter Spalte”) regulér ist, erhalten wir mit Hilfe
von §0li), dal

M firp=¢g=0
1E§q=zE£Q=1E£§={ S

0  sonst,
fiir 7 > 2, und mit Satz [.4] schlieBlich
n . M firn=0
(Tt (B) = {O
sonst.

Kommentar: In diesem sehr indirekten Sinne der Einbeziehung aller hoheren Ext-
Gruppen Extj(M, R) gilt also doch eine Art Bidualitétssatz.

2. Filtrierung: Zunichst betrachten wir eine feste Zeile P*? in (A). Nach Kon-
struktion sind z?(P*?), b?(P*9) und h?(P*9) projektiv. Also ist

PP pP(Pea) @ hP(PH9) @ b H(PHT) .
Wegen der Additivitét von Hompg(e, R) erhalten wir daraus
Hompg (h?(P*9), R) = h;P(P*~1) .
Nach Konstruktion ist h%(P**) eine projektive Auflésung von
h?(Hompg(Q~°, R)) = Ext}, (M, R) .
Wir folgern

Ext? (Bxt?, (M, R), R) = h?(Homp(h? (P*~*), R))
= hi;(hy 7 (P™*))
= k37,
wobei die letzte Identitit Lemma benutzt.

Resultat 9.2.
1 EY = Ext%(Extgq(M, R),R)

Die 2. Filtrierung induziert auf M = h°(Tot®((B))) eine absteigende Filtrierung
AP(M) = PRO(Tot* ((B)))

mit

M=AM)DAYM)D...

und (Satz [£.3)
AP(M) /AP (M) = BETP
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Bemerkung 9.3. Ist M endlich-prisentiert mit pdg(M) < oo, so besitzt M eine
endlich-prasentierte projektive Auflosung der Linge pdg(M).

Beweis. Sei Q* —> M eine beliebige endlich-présentierte projektive Auflosung,
und sei n := pdp(M). Dann ist

0— P:=ker(d ™ V) —Q "V 5 . Q" =M-—0

eine Auflosung wie gewiinscht. Wegen Satz [[.1] ist P nidmlich projektiv und wegen
Cor. B8l endlich-priisentiert. O

Wir setzen nun zusétzlich pdz(M) < co voraus und stellen die obigen iiberle-
gungen an mit einer endlich-présentierten projektiven Auflésung von M der Léinge
pdg(M). In diesem Falle ist auch die 2. Filtrierung zu (B) regulidr. Genauer gilt:
Der Komplex P Tot*((B)) beginnt im Grade > p — pdz(M).

M

—pdg(M) 0

Satz 9.4. Sei M endlich-prisentiert mit pdp(M) < oo; dann gilt
M =AM) DAY M) D... D APIRMD (A D AP+ (A1) = |

diese Filtrierung ist unabhdngig von der gewdhlten Aufliésung Q* — M der Linge
pdg(M) und

AP(M)/APTH (M) = Subquotient von Exth(Exth (M, R),R) .
Beweis. Nach obiger Diskussion gilt
PTot*((B)) =0 und damit AP(M)=0 fir p>pdz(M) .

Die Unabhéngigkeit der Filtrierung ergibt sich mit Hilfe der Homotopietheorie fiir
Cartan-Eilenberg-Auflosungen (vgl. [God] Thm. 1.4.3.1). Die Aussage iiber den Sub-
quotienten folgt aus Satz Bl §5lh) und Resultat O
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Zusatz. Ext} (Ext}, (M, R),R) = 11ES ™ hat den Subquotienten

1Bl Mo = oo = nERTP = AP(M)/APTH(M)

Insbesondere: M/AY(M) = UEg)dOR(M)H C 17EY° = Hompg(Homg(M, R), R) ist
die Bidualitdtsabbildung dpr.

Definition. Fir endlich-prasentiertes M mit pdg(M) < oo heifit AP(M) die Di-
mensionsfiltrierung von M.

Beispiel. Sei R = Z. Nach dem Hauptsatz iiber abelsche Gruppen haben wir M =
F @ F mit F 27" und endlichem E. Also

Syt M 5 M/E = Homg(Homgz (M, Z),Z) .

Aus obigem Zusatz folgt also A'(M) = E. Wegen gldim(Z) = 1 ist pd,(M) < 1
und damit A%(M) = 0. Also:

M

AY(M) = Torsionsuntergruppe = alle Elemente endlicher Ordnung

A2(M)=0.

Ist L.gldim(R) < oo, so besitzt also jeder endlich-priisentierter R-Modul M die
Dimensionsfiltrierung. Allgemeiner gilt das unter folgender schwécherer Vorausset-
zung.

Definition. FEin linkskohdrenter Ring R heifst linksregulir, wenn pdg(I) < oo fiir
jedes endlich-erzeugte Linksideal I C R.

Bemerkung 9.5. In jeder kurzen exakten Sequenz von R-Moduln 0 — L —
M — N — 0 hat mit irgend zwei Moduln auch der dritte endliche projektive
Dimension.

Beweis. Betrachte zugehorige lange exakte Ext-Sequenz. O

Satz 9.6. Ist R linksregulir, so gilt pdr(M) < oo fiir jeden endlich-prisentierten
R-Modul M.

Beweis. Per Induktion nach der Anzahl der Erzeugenden (mit Hilfe von Bem. [0.5])
geniigt es, ein M zu betrachten, welches von einem Element x erzeugt wird. Dann
ist die Sequenz

0—I—R—M-—70
r——7rr.
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exakt. Nach Lemma ist I endlich-erzeugtes Linksideal. Nach Voraussetzung
haben also I und R endlich projektive Dimension. Aus Bem. folgt schlieflich
pdg(M) < oc. O

Beispiele. 1. Sei R kommutativ noethersch lokal mit maximalem Ideal m. Dann:
R regulir <= Krulldim(R) = dimpg/y(m/m?) .

In diesem Falle gilt: gldim(R) = pdp(R/m) = Krulldim(R).
Vgl. [Eis] §10.3, Cor. 19.5., Cor. 19.6, Thm. 19.12 - Theorie des Koszul-
Komplexes.

2. Sei R kommutativ noethersch. Dann:
R regulir <= Ry, regulér fiir alle maximalen Ideale m C R .
In diesem Falle gilt:
gldim(R) = sup gldim(Ry,) = sup Krulldim(Ry,)
m m
= Krulldim(R) .

Vgl. [Bas] Cor. III. 6.6 und Prop. III. 6.7.

3. Sei m > 1 und G, = ker(GL2(Z,) — GL2(Z/p™Z)). Der komplettierte
Gruppenring R := Z,[[Gy,]] ist links- und rechts-noethersch und links- und
rechtsregulir mit 1.gldim(R) = r.gldim(R) = 5.

10 Stufe und Codimension eines Moduls

Sei R stets links- und rechtskohérent, und sei M # 0 ein endlich-présentierter
R-Linksmodul endlicher projektiver Dimension d := pdz (M) < oo!

Lemma 10.1.
ExtG(M,R) #0 .

Beweis. Wir werden die Annahme Ext}i%(M , R) = 0 zum Widerspruch fiithren.

1. Fall: Sei d = 0. Nach Cor. ist M endlich-erzeugt projektiv. Also ist dps
wegen Satz ein Isomorphismus. Daraus ergibt sich der Widerspruch M = 0.

2. Fall: Sei d > 0. Aus der Additivitit des Funktors Ext% (M, e) folgt

Ext4(M,R™) =0 fiir alle m € N.

Zu jeder exakten Sequenz 0 — L — R™ — N — 0 ist

Ext% (M, R™) — Ext&4(M, N) — Ext%™ (M, L)

0 0
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exakt. Folglich gilt Ext% (M, N) = 0 fiir jeden endlich-erzeugten R-Modul N. Sei
nun N ein beliebiger R-Modul. Schreibe N = U;crN;, wobei N, alle endlich-
erzeugten Untermodul von N durchlduft. Da M endlich-erzeugt ist, gilt

Homp (M, N) = | | Hompg (M, N;)
el

und ebenso fiir alle Terme in einer endlich-préasentierten projektiven Auflésung von
M. Das impliziert Ext% (M, N) = lim, Ext%4(M,N;) = 0 und damit den Wider-
spruch pdg(M) < d. O

Definition. Fiir einen beliebigen R-Links- oder Rechtsmodul N heifst
J(N) :=min{q > 0 : Ext%(N, R) # 0}
die Stufe (the grade) von N (kann = oo sein).
Aus Lemma [I0] folgt
0 <j(M) < pdp(M) .

Um eine bessere obere Abschéitzung zu bekommen, betrachten wir die Dimensions-
filtrierung

M=A"M)DAYM)D...DAYM)D A M)=0.

Definition. y(M) := max{p > 0: AP(M) = M} heifst die Codimension von M.

Wegen M # 0 ist 0 < y(M) < d = pdg(M).
Lemma 10.2. j(M) < ~(M) < pdp(M).
Beweis. Nach Satz @04 ist AP(M)/APTY(M) ein Subquotient von

Ext} (Exth, (M, R), R) .

Folglich ist AP(M) = APTY(M) fiir p < j(M), also M = A®(M) = ... = AV (M)
und damit j(M) < v(M). O
Bemerkung 10.3. Fir alle p > 0 gilt:

i. AP(M) und AP(M)/APTY(M) sind endlich-prisentierte R-Linksmoduln;

. Exth (M, R) ist ein endlich-prisentierter R-Rechtsmodul.
Beweis. Das folgt aus Cor. und Satz O

Definition. Man sagt, der Modul M erfillt die Gorenstein-Bedingung, falls fiir alle
endlich-erzeugten Untermoduln N von Extlh, (M, R) und von Exth, (Ext% (M, R), R)
mait beliebigen p,q > 0 gilt

JN)=p.
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Satz 10.4. Erfillt M die Gorenstein-Bedingung, so gilt:
i. Exth(Exth(M,R),R) =0 firp<q;
. AP(M)/APTY(M) ist ein Untermodul von Exth(Exth (M, R), R),
iii. §(M) = ~(M).
Beweis. i. Wir haben j(Ext% (M, R)) > q.

ii. Aus i. folgt, daBl das ;7 E5?-Tableau aus dem Resultat [0.2 nichtverschwinden-
de Terme nur in dem schraffierten Bereich besitzt:

Folglich ist HEf';zp C 1EY7P. Die Behauptung folgt daraus mit Hilfe des

Zusatzes zu Satz
iii. Die Gorenstein-Bedingung fiir den Untermodul in ii. liefert

J(AP(M) /AP (M) = p .

Per Induktion mit Hilfe der langen exakten Ext-Sequenz folgt daraus j(AP(M)) > p.
Wegen AYM)(M) = M gilt also j(M) > (M) und somit wegen Lemma 02 sogar
J(M) = ~(M). O
Definition. Der Ring R heifst Auslander-linksregulir, wenn gilt:

- R ist links- und rechtskohdrent,

- R ist linksreguldr,

- jeder endlich-prdsentierte R-Linksmodul erfillt die Gorenstein-Bedingung.

Beispiele. 1. Sei R ein kommutativer regulidrer noetherscher lokaler Ring und
M # 0 ein endlich-erzeugter R-Modul. Setze n := gldim(R) und m :=
Krulldim(M). In [BH] Cor. 3.5.11 finden sich folgende Aussagen:

i j(M)+m=n;
ii. Krulldim(Exth, (M, R)) <n — p.
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Sei nun N C Exth, (M, R) ein Untermodul. Dann ist
Krulldim(N) < Krulldim(Ext?, (M, R))
und somit

J(N) =n- Krulldim(N) > n — Krulldim(Ext%, (M, R))
zn—(n-p)=p.
Folglich ist R Auslander-regulir mit
gldim(R) — Krulldim(M) = (M) = j(M)
(daher der Name Codimension).

2. Sei R ein kommutativer reguldrer noetherscher Ring. Fiir jeden endlich-
erzeugten R-Modul N und jedes maximale Ideal m C R gilt

Exth (N, R)m = Ext}y (Nm, Rm)

und somit
J(N) = min j(Na)

Mit R sind auch alle Ry, reguldr. Also ist R Auslander-regulér.

3. R = Z,[[Gy]] fiir die Gruppen G,, aus §9 Beispiel 3 ist Auslander-links- und
rechtsregulér.

Bemerkung 10.5. Fir jede kurze exakte Sequenz 0 — N' — N — N” — 0
von R-Links- oder Rechtsmoduln gilt

J(N) = min(j(N'), j(N"))

und
F(N") = min(j(N'), j(N)) .

Beweis. Betrachte die lange exakte Ext-Sequenz. O

Sei EP? := 17 EP? die Spektralsequenz aus dem Resultat Auf Grund der
Definition von j(M) sieht das Tableau EY? und damit alle Tableaus fiir » > 2 so
aus:
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_‘] (M) e o o o o o o o o
_d e o o o

mit nichtverschwindenden Termen hochstens in den punktierten Bereichen. Erfiillt
M die Gorenstein-Bedingung, so konnen nichtverschwindende Terme wegen Satz
[[04li sogar nur in dem fett punktierten Bereich auftreten. Nach Bem. [[03lii sind
alle Terme EP? endlich-présentiert.

Lemma 10.6. Fir jedes r > 2 hat man eine exakte Sequenz von R-Moduln

0 —s Ef;r—lj(M) _§_> Ef.,fj(M) dr Sf — im(dr) C E’,Z‘J“r?”.,*j(M)*TJrl :

erfillt M die Gorenstein-Bedingung, so gilt j(SF) > p+r.

Beweis. Man vergleiche das Subquotientenargument im Beweis des nachfolgenden
Satzes [[0.12 n

Lemma 10.7. M erfille die Gorenstein-Bedingung; fiir jedes p > j(M) gilt dann
FEP=IMY > p 4y fir aller > 2 .

Beweis. Nach SatzBE3list E% ) ein Subquotient von 2P~ (M) (Tot*((B))), wobei
(B) der in §9 eingefiihrte Doppelkomplex ist. Dort wurde auch gezeigt, dafl die Co-

homologie von Tot®((B)) in allen Graden # 0 verschwindet. Also folgt ELM —

fiir p > j(M). Aus der Form der Tableaus ergibt sich dann Ep—IM) _ pr=i(M) _
0 fiir alle geniigend grossen r. Eine absteigende Induktion nach r unter Benutzung
von Lemma und Bem. liefert schliesslich die Behauptung. O

Definition. Ein R-Links- oder Rechtsmodul N heif$t rein, falls gilt

Exth, (Exth,(N,R),R) =0 fiir alle p # §(N) .
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Bemerkung 10.8. Erfillt M die Gorenstein-Bedingung und ist M rein, so gilt
M =N () 2 ALY =0 .
Beweis. Das folgt aus Satz [0.4lii. O

Satz 10.9. Erfillt M die Gorenstein-Bedingung, so ist der R-Rechtsmodul N :=
Extiq(M) (M, R) rein von der Stufe j(N) = j(M).

Beweis. Wir haben Exth, (N, R) = EPIM) - Aus Lemma [[077 folgt
Exth (Exth,(N,R),R) =0 fir p > j(M) .

Andererseits ist Ext}, (N, R) = 0 fiir p < j(M) wegen Satz [[0.4li. Nach Satz [0.4lii
und iii. gilt schlieBlich Ext/\" (N, R) # 0. Also ist j(N) = j(M). O

Bemerkung 10.10. Erfillt M die Gorenstein-Bedingung, so gilt
AY(M) = Ext%(Ext%(M, R), R) .

Beweis. Aus der Form der Tableaus ergibt sich Eg’_d =Bl 1 = EL4 = AYM).
- O

Fiir den Rest des Paragraphen sei R Auslander-links- und rechtsre-
gulér!

Lemma 10.11. Ext? (Ext}, (M, R), R) ist entweder = 0 oder rein von der Stufe p.

Beweis. Setze N := Extl,(M, R). Nach Bem. [0.3lii ist N endlich-priisentiert. Aus
der Gorenstein-Bedingung fiir M folgt 7(N) > p. Sei nun

Exth, (Exth, (M, R),R) #0 ,

also j(N) = p. Wegen Satz [[0.9] (fiir N statt M) ist dann Ext?, (Exth, (M, R), R) =

Extfq(N) (N, R) rein von der Stufe j(N) = p. -

Satz 10.12. AP(M) = APTL(M) genau dann, wenn Exth(Exth (M, R), R) = 0.

Beweis. Die Implikation von rechts nach links folgt aus Satz [0.4lii. Umgekehrt
gelte AP(M) = APFL(M). Aus der Form der Tableaus ergeben sich fiir r > 2
einerseits exakte Sequenzen

0 — BV — EP7P — TP C Epnor=ril

und andererseits

EPtmP=r+l — Qubquotient nach endlich-erzeugten Untermoduln

p+r,—p—r+1
von E5 .
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Also ist auch

TP = Subquotient nach endlich-erzeugten Untermdouln von E5 ™77+

Die Gorenstein-Bedingung impliziert, daf jeder endlich-erzeugte Untermodul von
EPTTP="H gine Stufe > p + 7 besitzt. Wegen Bem. 0.5 gilt also

JT>p+r>p+2.

Der Zusatz zu Satz ergibt EY",7 = 0. Eine absteigende Induktion nach r unter
Beachtung von Bem. 0.5 liefert nun

J(EY") Zp+2.
Wegen Lemma [I0.1T muss also E5' ™7 = 0 gelten. O
Lemma 10.13. i. Fir endlich-erzeugte Untermoduln My C My C M gilt
J(Mo/My) = j(M) .
#. Fir jeden endlich-erzeugten Untermodul My C M gilt
J(M) = min(j(Mo),j(M/My)) -

Beweis. i. Wegen Bem. [10.5] kénnen wir M; = 0 annehmen. Wir betrachten die
Filtrierung

My =AN"M(MYN My D AYMIYNMY A My D ... DAY (M)N My =0.

Wegen Bem. [[0.3] und Cor. R.6liii ist dies eine Filtrierung durch endlich-erzeugte
P
Untermoduln. Also ist % isomorph zu einem endlich-erzeugtem Untermo-

dul von AP (M)/APTH(M) C Exth(Exth (M, R), R). Aus der Gorenstein-Bedingung
folgt dann
. AP(M) N Mo
i +1 )=p,
APFTL(M) N My

und Induktion unter Benutzung von Bem. j(My) > ~v(M). Der Satz M04liii
ergibt schliesslich j(Mp) > j(M).
ii. Dies folgt aus i. und Bem. [10.5 O

Satz 10.14. i. AP(M) ist endlich-prisentiert einer Stufe > p.

it. Fiir jeden endlich-erzeugten Untermodul L C M gilt j(L) > p genau dann,
wenn L C AP(M).

ii1. Fiir jeden endlich-erzeugten Untermodul L C M gilt

AP(L) = AP(M)N L .
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iv. AP(M/AP(M)) =0, d. h. M/AP(M) besitzt keine endlich-erzeugten Unter-
moduln # 0 einer Stufe > p.

v. AP(M)/APTY(M) = 0 oder ist rein von der Stufe p.

Beweis. i. Nach Bem. [[03i ist A?(M) endlich-présentiert. Mit Hilfe des Beweises
von Satz [[0.4liii folgt dann j(AP(M)) > p.

ii. Fiir die Implikation von rechts nach links bemerken wir, dafl i. und Lemma
0T fiir AP(M) (statt M) zusammen j(L) > j(AP(M)) > p implizieren. Fiir die
Umkehrung halten wir zunéchst fest, dal die Funktorialitit der Spektralsequenz
AP(L) C AP(M) impliziert. Andererseits ist (L) > p nach Satz [0:4liii und damit
L = AP(L). Beides zusammen ergibt L C AP(M).

ili. Wieder die Funktorialitét der Spektralsequenz ergibt AP(L) C AP(M) N L.
Nach Cor.[Rliii ist A?(M)NL endlich-erzeugt in AP(M). Anwendung von ii. auf M
und dann L ergibt zuerst j(AP(M)NL) > p und anschlieBend AP(M)NL C AP(L).

iv. Sei L C M das Urbild von AP(M/AP(M)), so daf die Sequenz

0— AP(M) — L — AP(M/AP(M)) — 0,
exakt ist. Insbesondere ist L endlich-erzeugt. Aus i. und Bem. folgt j(L) >
min(p, p) = p. Aus ii. folgt dann weiter L C AP(M) und somit AP (M/AP(M)) = 0.
Wieder wegen ii. besitzt also M /AP (M) keinen endlich-erzeugten Untermodul # 0
einer Stufe > p.

v. (Man beachte, da8 alle auftretenden Moduln endlich-prisentiert sind.) Unter
Benutzung von iii. und iv. erhalten wir

APFL(AP(M) /AP (M) = AP (M /AP (M)) 1 AP(M) /AP (M) = 0.
Wegen iii. gilt andererseits
AP(AP(M)) = AP(M)NAP(M) = AP(M) .
Die Funktorialitdt der Spektralsequenz zeigt, dafl

AP (M)

AP(M)/APTH(M)

]

AP(AP(M)) —— AP(AP(M)/APTH(M))

Folglich ist AP(AP(M)/APTY(M)) = AP(M)/APL(M). Der Modul
N := AP(M) /AP (M)

erfiillt also

N=A%N)=...=AP(N)D APTH{(N) =0
Aus Satz erhalten wir deswegen Ext%(Ext%, (N, R), R) = 0 fiir alle ¢ # p. Im
Falle N # 0 folgt v(N) = p und damit j(N) = p wegen Satz [[0.4Liii. O
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Bemerkung 10.15. Der Modul M heifst Cohen-Macaulay, falls gilt
J(M) = pdg(M) .

In diesem Falle ist das Fo-Tableau der Spektralsequenz eine einzige Zeile und damit

Ext%(Exth(M,R),R) = B¢~ = E4=4 = M .
Insbesondere ist M rein von der Stufe d.

Wir verschérfen unsere Voraussetzungen noch etwas und setzen R als links-
und rechtsnoethersch mit ;= l.gldim(R) < co und Auslander-links- und
rechtsregulér voraus.

Bemerkung 10.16. = idgr(R).

Beweis. Wegen Satz [[3] gilt idg(R) < u. Nach Lemma [0l ist pdz(M) < idg(R)
fiir jeden endlich-erzeugten R-Modul M. Schliellich gilt (vgl. [McL] Cor. VII 1.5)

p = sup{pdg (M) : M endlich-erzeugt} .

Definition. Ein endlich-erzeugter R-Modul M # 0 heifit holonom, falls gilt
JM) =p .
Ist M holonom, so ist M Cohen-Macaulay mit
J(M) = pdg(M) = Leldim(R) .
Nach Bem. ist dann
M = Exty (Extls (M, R),R) .

Lemma 10.17. Sei M endlich-erzeugt und 0 G Mo S M; dann ist M holonom
genau dann, wenn My und M /My holonom sind.

Beweis. Wegen Lemma [[0.13]ist j(M) = min(j(Mo), j(M/Mpy)). AuBerdem haben
wir j(M),j(My),j(M/My) < p nach Lemma [T0.11 O

Satz 10.18. Jeder holonome R-Modul M ist von endlicher Ldnge.

Beweis. Nach Satz 2.16 ist zu zeigen, dal M artinsch ist. Sei also M 2 My 2
My 2 ... eine echt absteigende Folge von Untermoduln. Wegen Bem. I0.3lii ist
Exty (M, R) ein endlich-erzeugter R-Rechtsmodul. Nach Lemma [0.17sind alle M;
und M /M; holonom. Somit sind die Sequenzen

0 —> Extl(M/M;, R) —s Ext (M, R) — Ext’(M;, R) — 0

exakt. Folglich bilden die Ext,(M/M;, R) eine echt aufsteigende Folge von Unter-
moduln in Extl (M, R). Diese muf abbrechen und damit auch die urspriingliche
Folge. O
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Teil IV
Filtrierte Ringe

11  Grundbegriffe

Definition. Fin Ring R (assoziativ mit Fins) heif$t filtrierter Ring, falls eine auf-
steigende Folge
...CF,RCF,1RC...

fiir n € Z von additiven Untergruppen von R gegeben ist mit 1 € Fy R und
F,R-Fp,RC FoimR fir allen,m € Z .
Beachte:
* FpR ist ein Unterring von R.
* Fir n <0 ist Fj, R ein 2-seitiges Ideal in FyR.
Beispiele. 1. Die triviale Filtrierung

. >
F.R— R firn >0,
0 firn<O.

2. Sei I C R ein 2-seitiges Ideal; dann heifit

S
F.R— R fir n > 0,
I firn<0

die I-adische Filtrierung von R.

3. Der Polynomring R := S[z1,...,z,] in r Variablen iiber einem Ring S ist
filtriert durch

PR alle Polynome vom Totalgrad <n fiirn >0,
0 fiirn < 0.

4. Die Weyl-Algebra A, (k) in r Variablen iiber einem Korper k der Chara-
rakteristik 0 ist der nicht-kommutative Polynomring k[z1,...,zy, 01,..., 0],
wobei die Multiplikation durch die Kommutationsregeln

TiT; =TT fiir alle 4, 7,

0;0; = 0;0; fiir alle 14, 7,

x;0; = 024 fiir alle 7 # 7,
2;0; +1 = 0;x; fiir alle ¢
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festgelegt ist. Alternativ 148t sich A, (k) charakterisieren als derjenige Un-
terring des Endomorphismenrings von k[z;, . .., z,] als k-Modul, der von den
Linksmultiplikationen mit Elementen in k[z1,...,2,] sowie den partiellen
Ableitungen 0; := B%i erzeugt wird. Jedes Element p € A, (k) schreibt sich
eindeutig als endliche Summe

o mni n M1 192
p= 5 Snysma, T e T Oy IR e

und hat also einen Totalgrad deg(p) := max{ni + ...+ nay : Spy,....na. 7 0}.
Definiere

{p € A.(k) : deg(p) < n} firn >0,
0 fir n < 0.

F, A (k) := {

(Der 2. Fall ist wegen deg(0) = —oo eigentlich im 1. Fall enthalten.)
Sei R im Folgenden ein filtrierter Ring.

Definition. Fin R-Linksmodul M heifit filtrierter R-Modul, falls eine aufsteigende
Folge
.CEMCF, 1 MC...

fiir n € Z von additiven Untergruppen von M gegeben ist mit
F.R-F, M C Frppe M fiir alle n,m € Z .

Beachte:
* Alle F,,M sind FyR-Untermoduln von M.

*x Wir befolgen hier eine andere Konvention als in §5

Definition. Die Filtrierung FeM von M heifst

ausschépfend, falls U F,.M =M,
ne”z

separiert, falls ﬂ F,M =0,
nez
diskret, falls F, M =0 fiirn << 0,

vollstindig, falls M =, l&n M/F_, M.
ne

Beachte:

% Ist Fy R ausschopfend, so ist (), ., FnM ein R-Untermodul von M.

neZ
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x Der projektive Limes in der Definition von “vollsténdig” wird von der Folge
von Projektionsabbildungen

.. —m M/F_ 1M — M/FobM — M/FAM — ...

gebildet.

Im Folgenden besprechen wir diverse Konstruktionen im Kontext von filtrierten
Moduln.

A) Sei M; eine Familie von filtrierten R-Linksmoduln. Dann ist ®;c; M; filtriert
durch

Es gilt: Fo(;M;) ausschopfend bzw. separiert genau dann, wenn alle FyM,; aus-
schopfend bzw. separiert sind.
B) Sei M; eine Familie von filtrierten R-Linksmoduln. Dann ist []

durch
Fo([[ M) =[] Fui .

Es gilt: Fo(]]; M;) ist separiert genau dann, wenn alle Fy M; separiert sind.
C) Seien M, N zwei filtrierte R-Linksmoduln.

ier Mi filtriert

Definition. FEin R-Modulhomomorphismus f: M — N ist vom Grade < p, falls
f(F,M) C FotpN fir allen e Z .
Es gilt:

* IstLi>MvomGradeSpundMLNvomGradegq, soisthi>N
vom Grade < p+q.

* Homp(M, N) ist eine filtrierte abelsche Gruppe durch

F,Homg(M,N) :={f € Homg(M,N) : f vom Grade < n}.

D) Die Kategorie der filtrierten R-Linksmoduln:

Definition. Fin Homomorphismus von filtrierten R-Moduln f : M — N ist ein
R-Modulhomomorphismus vom Grade < 0.

Sei f € Fo Homp(M, N). Dann ist:

— ker(f) filtriert durch F, ker(f) := ker(f) N F, M;

— im(f) filtriert durch F, im(f) := im(f) N F,, N;

— coker(f) filtriert durch F, coker(f) := (F,N + im(f))/im(f).
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Die Kategorie der filtrierten R-Moduln ist im Allgemeinen nicht abelsch! Der
Homomorphiesatz gilt ndmlich nicht: Die kanonische Abbildung

f: M/ ker(f) == im(f)

ist zwar bijektiv und vom Grade < 0, denn

J(Fn(M/ker(f))) = f((FnM + ker(f))/ker f) C Fyim(f) .

Aber sie ist kein Isomorphismus, falls f(F, M) G im(f) N F,N.

Beispiel. Der Ring R trage die triviale Filtrierung. Wir versehen einen R-Modul
M # 0 einmal mit der Filtrierung 0 = F_1 M C FyM = M und einmal mit der Fil-
trierung 0 = F_oM C F_ 1M = M. Dann ist idps ein bijektiver Homomorphismus,
aber kein Isomorphismus von filtrierten R-Moduln.

Aus dem filtrierten Ring R kann man einen neuen ”einfacheren” Ring - den
zugehorigen graduierten Ring - bilden:

gr,(R) :=F,R/F, 1R
gr(R) := ®pez gr, (R) als additive Gruppe

mit der Multiplikation

(D (an + FaciR) (D (b + Frea1R)) ==Y (( D anbm) + Fe1R) .

n m k n+m=~k

Beispiel. gr(A,(k)) = k[z1,...,2,01,...,0,] ist der kommutative Polynomring, da
Analog konstruieren wir zu jedem filtrierten R-Modul M den zugehdrigen gra-
dugerten gr(R)-Modul durch:

gr, (M) :=F,M/F,_ 1M
gr(M) := ®pezgr, (M) als additive Gruppe

mit der Skalarmultiplikation

(D (an + FaciR) (D (@m + Fna M) =) (( D anam) + Fra M)

n m k n+m=~k
Dies fiihrt auf folgende allgemeine Konzepte.

Definition. Ein Ring S (assoziativ mit 1) heifit graduiert, falls S = ®,czSn als
additive Gruppe mit Sy, - Sy C Spgm fiir alle n,m € Z.

Beachte: 1 € Sy, und Sy ist ein Unterring von S.

Definition. Sei S ein graduierter Ring; ein S-Linksmodul M heiffit graduierter
S-Modul, falls M = @pezM, als additive Gruppe mit Sy, - My, C My, fiir alle
n,m € 7.
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Die Elemente in M,, heiflen homogen vom Grade n. Jedes x € M besitzt eine
eindeutige Zerlegung
=Y u,

in seine homogenen Komponenten x, € M,,.
E) Die Kategorie der graduierten S-Moduln

Sei S ein graduierter Ring, und seien M und N zwei graduierte S-Moduln.

Definition. 1. Ein S-Modulhomomorphismus f : M — N heifst vom Grade
p, falls gilt
f(My) C Nyyp firaleneZ.

#. Ein Homomorphismus von graduierten S-Moduln ist ein S-Modulhomomor-
phismus vom Grade 0.

Hat f # 0 einen Grad, so ist dieser eindeutig bestimmt. Sei f : M — N ein
Homomorphismus von graduierten S-Moduln; dann ist:

— ker(f) graduiert durch ker(f), := M, Nker(f),
— im(f) graduiert durch im(f), := N, Nim(f),
~ coker(f) graduiert durch coker(f), := (Nn +im(f))/im(f) = Ny/f(M,).

Ubungsaufgabe. Der Homomorphiesatz gilt. Also ist die Kategorie der graduier-
ten S-Moduln abelsch.

Lemma 11.1. Seien
P

lﬁ
M—>=N—=0

graduierte S-Moduln und Homomorphismen von graduierten S-Moduln, wobei o
surjektiv ist; ist P projektiv als S-Modul, so existiert ein Homomorphismus von
graduierten S-Moduln 6 : P — M mit o 8 = 3.

Beweis. Es existiert jedenfalls ein S-Modulhomomorphismus 8’ : P — M mit

a o ' = . Definiere )
B pn) = B(pn)n

nez neZ
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F) Der Funktor “filtriert” zu “graduiert”

Sei R ein filtrierter Ring. Auf Objekten haben wir den Funktor

Kategorie der Kategorie der
—
filtrierten R-Moduln graduierten gr(R)-Moduln
M — gr(M)

schon konstruiert. Sei f € Fo Hompg(M, N), also f(F,M) C F,,N. Somit sind

grn(f) : grn(M) = FnM/anlM — grn(N) = FnN/anlN
x4+ Fy M v— f(z)+ F,1N
und
gr(f) = @nezgr, (f) : gr(M) — gr(N)

wohldefniert. Man rechnet leicht nach, da8 gr(f) ein Homomorphismus von gradu-
ierten Moduln ist. Weiter gilt:

1) gr(idM) = idgr(M)a
2) gr(fog)=gr(f)ogr(g)
Beachte: Ist Fy M ausschopfend und separiert, so gilt: M = 0 <= gr(M) = 0.

Definition. i. Ein Homomorphismus f € FyHompg(M, N) von filtrierten R-
Moduln heifit strikt, wenn gilt f(F,M) = im(f) N F,N und f(F,M) =
F,im(f) fir alle n € Z.

ii. Eine Sequenz L L5 M LN (von. Homomorphismen) von filtrierten R-
Moduln heifit strikt-exakt, falls sie exakt ist und f und g strikt sind.

Satz 11.2. Sei
g f
(5) L—-M-—N
eine Sequenz von filtrierten R-Moduln mit fog =0, und sei

(6) gr(L) 22 gr(ar) 240, gr()

die zugehdrige Sequenz von graduierten gr(R)-Moduln (mit gr(f)ogr(g) = 0); dann
gilt
i. Ist @) strikt-exzakt, so ist (@) exakt;
ii. ist @) exakt und FoeM ausschipfend, so ist [ strikt;
iii. ist @) exakt, FoL vollstindig und FeM separiert, so ist g strikt;
. ist (O) exakt und FoM diskret, so ist g strikt;
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v. es gelte:
(a) FoL ist vollstindig und FeM ausschipfend und separiert
oder
(b) FoM ist ausschipfend und diskret;
dann ist (@) strikt-ezakt genau dann, wenn [@) exakt ist.

Beweis. i. Sei x + F,_1M € ker(gr, (f)), also f(x) € F,_1N. Wegen der Striktheit
von f existiert ein 2’ € F,_1 M mit f(z) = f(2'). Also x — 2’ € ker(f)NF,M =
im(g) N F,, M. Wegen der Striktheit von g existiert weiter ein z € F,, L mit g(z) =
x—a'. Esfolgt gr,,(9)(y + Foo1 L) =z —2'+ FooitM = o+ F,_1 M.

ii. Sei y € im(f) N F,N. Wir wéhlen ein x € M mit f(z) = y. Da Fo.M
ausschopfend ist, gilt € F,,4sM fiir ein s > 0. Ist s = 0, so sind wir fertig. Sei
also s > 0. Dann

grn+s(f)(‘r + Fn+5*1M) =Y + FnJrS*lN =0+ Fn+sle .
Wegen der Exaktheit von () existiert ein z € F, L mit
ng+S(g)(Z + Fn+sflL) =+ Fpyps 1M .

Also haben wir ein 21 := 2 — g(2) € Fp1s—1M gefunden mit y = f(z) = f(z —
g(2)) = f(x1). Induktiv konstruieren wir so ein zs € F, M mit f(z;s) =y.

ili. und iv. Sei x € im(g) N F,, M, also insbesondere f(z) = 0. wegen der Ex-
aktheit von () existiert ein z, € F,L mit gr, (9)(zn, + F,—1L) = = + F,_1 M.
Dann x — g(z,) € im(g) N F,—1M. Induktiv finden wir also fiir jedes s > 0 ein
Zn_s € F_ gL mit

x—g(zn+ -1+ ...+ 2n-s) € Fus—1M .

Setze
Ys = 2p + Zp—1+ ...+ 2n—s e F,L.
Dann haben wir:
D) 2—g(ys) € Foes—1M

2) Die Projektionsabbildung L/F,,_s_oL — L/F,_s_1L bildet ys11 + F,—s_2L
ab auf ys + F,,_s_1L.

1. Fall: Sei FoM diskret. Dann ist F,,_;_1 M = 0 fiir geniigend grofles s und damit
x = g(ys) mit ys € F, L wegen 1). 2. Fall: Sei F,L vollstindig und Fe M separiert.
Wegen der Vollstindigkeit von F, L folgt aus 2) die Existenz genau eines z € L mit

z2—1ys € Fy_s_1L fiir alle s > 0 ,
und insbesondere z € F,,L (“z =00 zp—s"). Mit 1) folgt weiter

g(z) —r=g(z —ys) +g(ys) —v € g(Frs 1 L) + Fos 1M CF, o 1M
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fiir alle s > 0. Die Separiertheit von Fq M impliziert dann g(z)—x = 0, also 2 = g(z)
mit z € I, L.

v. Wegen i. bleibt die Implikation von rechts nach links zu zeigen. Nach ii. - iv.
sind g und f strikt. Sei also x € M mit f(x) = 0. Da Fe M ausschopfend ist, gilt
x € F, M fiir ein n € Z. Wegen der Exaktheit von (@) existiert ein z, € F,, L mit

grn(g)(zn + Fn—lL) =x+ Fn_lM .

Dann ist © — g(zy,) € Frp—1M mit f(z — g(zy,)) = 0. Induktiv fortfahrend finden wir
fiir jedes s > 0 ein z,_s € F,,_sL mit

x—g(znt+zn1+...+2n-s) € Fuos 1M .

Im Fall (b) ist F,,_s—1M = 0 fiir geniigend grofles s und damit x = g(z, + ... +
Zn—s) € im(g). Im Fall (a) impliziert die Vollsténdigkeit von F, L, daf} das Element
z:= "3 i zn—s " € L wohldefiniert ist. Wegen der Separiertheit von Fy M muf
schliellich © = g(z) gelten. O

Corollar 11.3. Sei f : M — N ein Homomorphismus von filtrierten R-Moduln,
sei FoM ausschiopfend und vollstindig, und sei Fo N ausschipfend und separiert;
dann gilt:

gr(f) bijektiv = [ bijektiv .

12 Ubertragung von Endlichkeitseigenschaften

Sei R ein filtrierter Ring.

Definition. Fin filtrierter R-Modul M heifst filt-frei, falls eine R-Basis {x;}icr
von M und ganze Zahlen {m;};cr existieren mit

FoM = ®icrFr—m, R x; fir allen € Z .
Die Menge {(x;, m;)}ier heifft dann eine filt-Basis von M.
Beachte:
* ry =12, € FpR-z; CF,,, M.

* X g FmiflM, falls 1 g FflR.
Denn sonst ist x; = Zjel a;x; mit a; € Fp,_1-m, R, und aus der Eindeu-
tigkeit der Zerlegung folgt 1 = a; € F_1R.
(Ubrigens folgt aus 1 € F_1 R, dal F,,R = FyR fiir alle n € Z.)

* Sei z; 1= x; + Fyp, -1 M € gr,, (M). Dann ist
gr, (M) = @igr, ,, (R) - 2
und somit
gr(M) = ©ngr, (M) = &, ®igr,,_,,, (R) - T; = @i gr(R) - 24

(mit “eindeutigen Koeffizienten”). Also ist gr(M) ein freier gr(R)-Modul mit
Basis {&; }ic1-
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Lemma 12.1. Sei M filt-frei mit filt-Basis {(x;, m;) }icr; dann gilt:

i. Gegeben seien ein p € Z und Elemente y; € Fpym, N in einem filtrierten R-
Modul N; dann existiert genau ein R-Modulhomomorphismus f: M — N
vom Grade < p mit

flz) = vy fir allei e I ;

i. ist N ein weiterer filtrierter R-Modul und f : gr(M) — gr(N) ein gr(R)-
Modulhomomorphismus vom Grade p, so existiert ein R-Modulhomomor-

phismus f: M — N vom Grade < p mit gr(f) = f.

Beweis. i. Dies ist klar. ii. Wir wéhlen Elemente y; € Fjq,,, N mit f(:iz) =y +
Fyim,—1N und wenden i. an. O

Lemma 12.2. Sei FoR ausschopfend, und sei M ein filtrierter R-Modul mit aus-
schopfender Filtrierung FoM ; dann existiert eine strikt-exakte Sequenz von filtrier-
ten R-Moduln

q 89 51 o &°
..—Pl—s  —— P — M —0,

in welcher alle P9 filt-frei sind; sind FoR und FeM diskret, so konnen zusdtzlich
auch alle Fo P? diskret gewdhlt werden.

Beweis. Setze I, := F, M \ {0} fiir alle m € Z und bezeichne I die disjunkte
Vereinigung aller I,,,. Wir definieren einen filt-freien R-Modul P° durch

P° =@y, ®rer,, R und  F,P° := @y, @aer,, FamR
sowie einen Homomorphismus von filtrierten R-Moduln
60 P’ — M

(ama)ma—> D > Uma T

meZx€l,,

Da F,M ausschopfend ist, ist 6° surjektiv. Wir haben

F,M\{0}C Y RRaCOEFEP)=Y > Fi.R-zCFM
zeF, M\{0} m x€Fn, (M)\{0}

und folglich §°(F, PY) = F,, M. Dies zeigt, dafl §° strikt. Existiert auflerdem ein
N € Z mit F,R =0 und F,, M = 0 fiir alle n < N, so ist

F,PY = Sm>N Paer, FnemR =0 fiir n < 2N .

Mit Fy R sind Fy P° und dann auch F, (ker §°) ausschopfend. Wir kénnen also diese
Konstruktion fiir ker 6° wiederholen und auf diese Weise induktiv die gewiinschte
Sequenz konstruieren. O
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Sei S ein graduierter Ring und N graduierter S-Modul. Durch “Verschieben”
der Graduierung definieren wir zu jedem m € Z einen neuen graduierten S-Modul
N(m) durch N(m) := N als S-Modul und N(m), := Nptm.

Analog sei M ein filtrierter R-Modul. Zu jedem m € Z haben wir dann den fil-
trierten R-Modul M (m) gegeben durch M (m) := M als R-Modul und F,, (M (m)) :=
FoimM.

Beachte:

i. Ist S ein graduierter Ring und f : Ny — Nz ein S-Modulhomomorphismus
vom Grade p, soist f : N1(—p) — Nz ein Homomorphismus von graduierten
S-Moduln.

ii. Ist f : M7 — M> ein R-Modulhomomorphismus vom Grade < p, so ist
f: Mi(—p) — M3 ein Homomorphismus von filtrierten R-Moduln.

iii. gr(M(m)) = gr(M)(m).

iv. M ist filt-frei iiber der filt-Basis {(x;, m;)}ier genau dann, wenn
M = @ierR(—m)
gilt im Sinne von filtrierten R-Moduln.

Konstruktion 12.3. Gegeben sei ein filtrierter R-Modul M, so daf$ gr(M) endlich-
erzeugt ist als gr(R)-Modul; weiter gelte:

(a) FoR ist vollstindig und FeM ausschipfend und separiert
oder
(b) FoM ist ausschopfend und diskret.
Wir wdihlen homogene Erzeugende T; = x; + Fn, 1M € gr,, (M) firi=1,...,r
von gr(M) als gr(R)-Modul. Dann ist
gr(R)(—n1) @ ... ® gr(R)(—n,) — gr(M)
(@,...,a;) — a1 @1 + ... + 4y &y

ein surjektiver Homomorphismus von graduierten gr(R)-Moduln von der Form gr(5°)
zu dem Homomorphismus von filtrierten R-Moduln

P =R(-m)@®...® R(—n,) — M
(a1,...,a;) — a1x1 + ... + arxy .

Per Konstruktion ist P° endlich-erzeugt und filt-frei. Ist FyR wollstindig, so ist
es auch FyP°. Aus Satz[IILAwv folgt also: 6° : P° — M ist strikt und surjektiv;
insbesondere ist M endlich-erzeugt (von héchstens r Elementen).
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Satz 12.4. Sei M ein filtrierter R-Modul, so dafi gr(M) als gr(R)-Modul endlich-
prasentiert ist; weiter sei Fo R ausschopfend und vollstindig und Foe M ausschipfend
und separiert (z. B. falls FeR und FeM ausschipfend und diskret sind). Dann
existiert eine strikt-exzakte Sequenz von filtrierten R-Moduln

Pl po o

mit P°, P~1 endlich-erzeugt und filt-frei; insbesondere ist M endlich-présentiert.
Ist gr(R) dariberhinaus linkskohdrent, so existiert sogar eine strikt-exakte Sequenz
von filtrierten R-Moduln

eo— P — P M —0

mit P? endlich-erzeugt und filt-frei fiir alle ¢ < 0.

60
Beweis. Sei P — M wie in konstruiert. Setze L := ker(d°) als filtrierter R-
Modul. Mit F, R ist auch F, P° und damit F,L ausschépfend und separiert. Weiter
ist
0—L-=+P°—M-—0

per Konstruktion strikt-exakt. Nach Satz [[T.2li ist auch
0 — gr(L) — gr(P%) — gr(M) — 0

exakt. Aus Lemma B2] (bzw. Satz B35 folgt dann, da gr(L) endlich-erzeugt (bzw.
endlich-prisentiert) ist. Wir wiederholen nun Konstruktion [2.3] fiir L statt M und
fahren gegebenenfalls induktiv fort. O

Satz 12.5. Sei M ein filtrierter R-Modul, und sei

(a) FoR vollstindig und FeM ausschipfend und separiert
oder

(b) FoM ausschopfend und diskret;
dann gilt:

gr(M) ist noetherscher gr(R)-Modul = M ist noetherscher R-Modul .

Beweis. Sei N C M ein R-Untermodul betrachtet als filtrierter Untermodul. Also

ist die Inklusionsabbildung N =5 M strikt. AuBerdem erfiillt Fu N ebenfalls (a)
oder (b). Wegen Satz [T2li ist gr(N) <— gr(M) auch injektiv. Auf Grund der
Voraussetzung ist gr(N) also endlich-erzeugt. In haben wir gesehen, daf3 dann
auch N endlich-erzeugt ist. O

Corollar 12.6. Sei Fo R ausschopfend und vollstindig; dann gilt:

gr(R) ist linksnoethersch = R ist linksnoethersch.
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Beweis. Wende Satz auf M = R an. O
Anwendung. Die Weyl-Algebren A, (k) sind (links)noethersch.

Definition. Fin filtrierter R-Modul P heifit filt-projektiv, wenn es zu jedem Dia-
gramm, von filtrierten R-Moduln

P

=/

B

)
¥

M—>N—>0,

wobei o strikt und surjektiv ist, einen Homomorphismus von filtrierten R-Moduln
B:P— M mitaof =/ gibt.
Beachte: Wegen Lemma [I2.71i ist jeder filt-freie Modul auch filt-projektiv.

Lemma 12.7. Sei P ein filtrierter R-Modul mit ausschépfender Filtrierung Fo P.
Dann ist P filt-projektiv genau dann, wenn P isomorph ist zu einem direkten Sum-
manden (im Sinne filtrierter R-Moduln) eines filt-freien R-Moduls. Insbesondere ist
jeder filt-projektive Modul P auch projektiv.

Beweis. Ist P& P’ (mit einem geeigneten weiteren filtrierten B-Modul P’) filt-frei,
so ergédnzen wir ein gegebenes Testdiagramm

zu dem Diagramm

und definieren 3 := ~|P.

Fiir die umgekehrte Implikation nehmen wir P jetzt als filt-projektiv an. Im
ersten Teil des Beweises von Lemma [I2.2] in welchem die dortige Voraussetzung
“Fe R ausschopfend” noch nicht gebraucht wurde, haben wir gesehen, daf} ein filt-
freier R-Modul P° zusammen mit einem strikten surjektiven Homomorphismus von
filtrierten R-Moduln §° : P° — P existiert. Aus dem Testdiagramm

P
Ve
Y
Ve
%
POT)P—>O
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erhalten wir dann einen Homomorphismus von filtrierten R-Moduln v : P — P°
mit §° o v = idp. Offensichtlich gilt

P° =im(y) @ ker(8°) .

als R-Moduln. Wir priifen zunéchst nach, daf§ vy strikt ist. Dazu sei z € F,, P°Nim(y)
bzw. x = y(y) € F, P fiir ein y € P. Es folgt y = §°(y(y)) = §°(z) € F,P und
somit x € y(F,,P). Es bleibt zu zeigen, da8

F,P° = F,P° = F,P’nim(y) + F,P° Nker(6°)  fiir alle n € Z

gilt. Offensichtlich ist die rechte Seite in der linken enthalten. Sei also umgekehrt
r=y+z€ F,P’ mit y =7(y’) € im(y) und z € ker(¢6"). Dann

y' =0"(v(y)) =8(y) = 8°(x) € F. P,
also
y=7(y") € v(F,P) C F,P° Nim(y)

und somit
z=x—y€ F,P’Nker(s?) .

O

Im Folgenden wollen wir die projektiven Dimensionen von M und gr(M) ver-
gleichen. Dazu miissen wir aber etwas ausholen. Sei M ein filtrierter R-Modul.
Dann:

* FyEndg(M) ist ein Ring bzgl. Komposition.

* Endgr(R) (gr(M)) := {a € Endgy(gry(gr(M)) : @ hat Grad 0} ist ein Ring bzgl.
Komposition.

+ Die Abbildung
FyEndg(M) — Endy, ) (gr(M))
fr—er(f)
ist ein Ringhomomorphismus mit Kern F_; Endg(M).

Wir erinnern auch daran, daf} ein Element e eines Ringes S idempotent heifit,
falls €2 = e.

Lemma 12.8. Sei M ein filtrierter R-Modul, und sei Fo M ausschopfend und voll-
stindig; weiter sei f € FoEndgr(M), so daf$ gr(f) idempotent ist; dann existiert
ein idempotentes und striktes g € Fo Endg(M) mit gr(g) = gr(f).
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Beweis. Wegen gr(f) = gr(f)? = gr(f?) ist gr(f? — f) = 0. Folglich ist h := f2— f
vom Grade < —1 und damit A" vom Grade < —n fiir jedes n € N.

Sei nun x € M. Da FoM ausschopfend ist, finden wir ein m € Z, so dafl
z € F,,M. Dann gilt h"(x) € F,,—,M fiir alle n > 0. Beachten wir, daf§ (27?) als
“mittlerer” Koeffizient der Binomialentwicklung von (1—1)2" = 0 eine gerade ganze
Zahl sein muss, so ist also

rim 3 g () 0) € i B M/

1<n<k n E>1
ein wohldefiniertes Element. Dadurch erhalten wir einen R-Modulhomomorphismus

loo : M — lim M/FM
E>1

T— Too -

Aus der Vollstiandigkeit von FqM folgt dann die Existenz des schridgen Pfeils in
dem kommutativen Diagram

M s lim, o M/F M.

Per Konstruktion gilt | € F_; Endg(M) C FoEndr(M) und lo f = fol. Wir
definieren nun

gZ:f+lO(idM—2f) .
Es gilt g € Fo Endg(M) und gr(g) = gr(f) (beachte | € F_y und idy; —2f € Fy,
also Lo (idpyr —2f) € F_1). Um zu beweisen, dafl g idempotent ist, benutzen wir die

Identitat )
= () () -+
n m k

n+m=k
n,m>1

%) gilt und rechnet

n

Dazu iiberlegt man sich zuerst induktiv, daf (2:) = (=1)mam(
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dann

Mit dieser Formel rechnet man explizit nach, daf}
(I =)o (idps +4R) + h =0 .
Es folgt
9 —g=(f+1(dn —2f))* = (f +1(idr —2f))
— 2+ 1(2f — 4f?) + P(idar —4f +4F2) — f — U(idas —2)
=2 — f—1(idy —4f +4f%) + P(idy —4f +4f?)
=h+ (® = D(idpa +4(f2 = f)) = h+ (1> = )(idps +4h) = 0 .
Also ist g idempotent. Es bleibt die Beobachtung, daf} iiberhaupt jedes idempotente
Element g € FyEndg(M) strikt ist. Fir z = ¢(y) € F,M haben wir nlamlich
z=g°(y) = g(z) € g(Fn M). O
Satz 12.9. Sei Il ein graduierter gr(R)-Modul, welcher projektiv ist; weiter gelte:
(a) FoR ist ausschopfend und diskret, und I1,, = 0 fiir alle n << 0
oder
(b) FoR ist ausschopfend und vollstindig, und 11 ist endlich-erzeugt.
Dann ezistiert ein filt-projektiver R-Modul P mit gr(P) = 11 und
F,P ist ausschipfend und diskret im Falle (a) bzw.
F, P ist ausschipfend und vollstindig, und P ist endlich-erzeugt im Falle (b).

Auferdem existiert zu jedem filtrierten R-Modul M und zu jedem gr(R)-Modulhomo-
morphismus
¥ : 11 — gr(M) wvom Grade p

ein R-Modulhomomorphismus

v: P — M wvom Grade < p mit gr(y) = 7.
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Beweis. Wir fixieren homogene Erzeugende z; € 1I,, fiir ¢« € I und erhalten so
einen surjektiven Homomorphismus von graduierten gr(R)-Moduln

A= ®iergr(R)(—ny) BN |
(C_Li)i — Zaiffi .

Da II als projektiv vorausgesetzt ist, existiert wegen Lemma [[T.1] ein Homomor-
phismus von graduierten gr(R)-Moduln

B:IIl— A mit oo =idp .
Wir definieren h := Boa: A — A. Es gilt h? = h und im(h) = II. AuBerdem ist
L:=®;crR(—n;) filt-frei mit gr(L) =A .

Nach Lemma [[2711ii existiert ein f € Fy Endg(L) mit gr(f) = h.

An dieser Stelle halten wir fest, dafl wir ohne Beschréankung der Allgemeinheit
annehmen koénnen:

Im Falle (a): Die Menge {n;};cs ist nach unten beschrinkt. Dann gilt A,, = 0
fiir n << 0, und F,L ist diskret (und ausschépfend).

Im Falle (b): I ist endlich. Dann ist Fo L vollstéindig (und ausschopfend), und
L ist endlich-erzeugt.

Somit sind die Voraussetzungen von Lemma [[2.§ erfiillt, und wir finden ein
idempotentes und striktes g € Fy Endg(L) mit gr(g) = gr(f) = h. Wir definieren

P :=im(g) als filtrierten Untermodul von L .

Insbesondere ist Fo P ausschopfend und im Falle (a) auch diskret. Da g strikt ist
mit g2 = g, gilt

L =ker(g) ® im(g)
= ker(g) ® P

im Sinne von filtrierten R-Moduln. Im Falle (b) ist insbesondere F, P vollstéindig
und P endlich-erzeugt. Wegen Lemma [[2.7] ist P filt-projektiv. Und wegen Satz
M1.2li impliziert die Striktheit von g, daf3

gr(P) = gr(im(g)) = im(gr(g)) = im(h) =1I .

SchlieBlich sei ein 4 : II — gr(M) vom Grade p gegeben. Wir betrachten die
Abbildung

gr(L) = gr(ker(g)) @ gr(P) = gr(ker(g)) ® 11— gr(M) .

Nach Lemma [[2.11ii existiert ein 4 : L — M vom Grade < p mit gr(¥) = 0+ 7.
Dann erfiillt v := 4| P die Behauptung. O
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Satz 12.10. Sei M ein filtrierter R-Modul, und seien FqR und FeM ausschopfend
und diskret; dann gilt

pdg(M) < pdg,(g)(gr(M)) .

Beweis. Nach Lemma [[2.7] existiert eine strikt-exakte Sequenz von filtrierten R-
Moduln .
P P M0,

so daf alle P? filt-frei und alle F, P? diskret sind. Wegen Satz [I1.2li ist dann auch
die Sequenz

(P B e (PY) s gr(M) — 0

exakt, und alle gr(P?) sind frei und damit projektiv. Sei d := pd,,(g)(gr(M)). Da
sonst nichts zu beweisen ist, kénnen wir d < oo annehmen. Auf Grund von Satz [l
ist I := ker(gr(§~9*1)) ein projektiver graduierter gr(R)-Modul. Die Filtrierung
F,P~4+1 st diskret. Also gilt gr,, (P~9"!) = 0 und damit IT,, = 0 fiir n << 0. Nach
Satz[12.9(a) existiert dann ein filt-projektiver R-Modul P mit ausschépfender und
diskreter Filtrierung F, P sowie ein Homomorphismus von filtrierten R-Moduln
v : P — ker(6~9t1) mit

gr(y) : gr(P) =11 = ker(gr(6~")) = gr(ker(6~1)) .
Wegen Cor. ist v bijektiv. Also erhalten wir eine exakte Sequenz

d+1

0—sP—pPp ¥ 5P s M—0

von R-Moduln, wobei P und P? filt-projektiv und alle Filtrierungen ausschopfend
sind. Nach Lemma [I2.7 ist dies ist eine projektive Auflésung von M. Aus Satz [l
folgt schliefllich pd (M) < d. O

Corollar 12.11. Ist FoR ausschipfend und diskret, so gilt
l.gldim(R) < l.gldim(gr(R)) .

Beweis. Sei M ein beliebiger R-Linksmodul M. Wir machen M zu einem filtrierten
R-Modul durch

F,M := die von F, R - M erzeugte abelsche Untergruppe.

Ersichtlich ist FeM diskret und wegen FoM DO FoR-M DO 1-M = M auch
ausschopfend. Satz impliziert dann

pdg(M) < pdy, (g (er(M)) < lgldim(gr(R)) .
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Die Ungleichung im obigen Corollar ist eine sehr grobe Abschétzung. Zum Bei-
spiel fiir die Weyl-Algebren A, (k) besagt sie

Lgldim(A,(k)) < lgldim(k[z1,...,2,,01,...,0:]) =21 .
Es gilt aber in der Tat
Lgldim(A, (k) =r
(vgl. [Bjo] Thm. 2.3.15 (und Prop. 2.2.5)).

Satz 12.12. Sei FyR ausschipfend und vollstindig und gr(R) linksnoethersch;
weiter sei M ein filtrierter R-Modul mit ausschopfender und separierter Filtrierung
FoM und endlich-erzeugtem gr(M); dann gilt

pdp(M) < pdgr(R) (gr(M)) .

Beweis. Dies ist analog zu Beweis von Satz [[2.10] unter Benutzung von Satz [12.4]
und Satz [[2.9(b). O

Corollar 12.13. Sei Fo R ausschipfend und vollstindig und gr(R) linksnoethersch;
dann ist R linksnoethersch mit

l.gldim(R) < l.gldim(gr(R)) .

Beweis. Nach Cor.[I2.6]ist R linksnoethersch. Wir betrachten zunéchst einen belie-
bigen endlich-erzeugten R-Modul M. dann existiert ein surjektiver R-Modulhomo-
morphismus « : R™ — M. Wir fassen M auf als filtrierten R-Modul mittels
F,M = «(F,R™). Mit FR ist dann auch F¢M ausschépfend. Den Beweis, dafl
Fy M separiert ist, geben wir spéiter in Satz 4.4l Da « per Konstruktion strikt ist,
ist nach Satz [T.2li auch die Abbildung gr(a) : gr(R)™ — gr(M) surjektiv und
gr(M) somit endlich-erzeugt. Aus Satz folgt dann

pdg(M) < pdy,(g)(er(M)) < lgldim(gr(R)) .
Es gilt aber
Lgldim(R) = sup{pdr (M) : M endlich-erzeugt} < l.gldim(gr(R))
(vgl. [McIL] Cor. VII 1.5). O

Corollar 12.14. Sei FoR ausschipfend und vollstindig und gr(R) linksnoethersch
und linksreguldr; dann ist R linksnoethersch und linksrequldr.

Beweis. Nach Cor. ist R linksnoethersch. Sei I C R ein Linksideal betrach-
tet als filtrierter Untermodul. Insbesondere ist FoI ausschopfend und separiert.
Auf Grund von Satz [[T2li ist also gr([) ein Linksideal in gr(R). Da gr(R) links-
noethersch und linksregulér ist, ist gr(/) endlich-erzeugt mit pd,,(g)(gr(l)) < oco.
Aus Satz [[2.12 folgt dann pd (1) < pdg,(g)(gr(l)) < oo. O
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13 Gute Filtrierungen

Sei R ein filtrierter Ring mit ausschopfender Filtrierung F, R.

Definition. Sei M ein endlich-erzeugter filtrierter R-Modul; die Filtrierung Fo M
heifst gut, wenn ein Erzeugendensystem x1,...,x, von M und p1,...,p, € Z exi-
stiert mit

FoM =Y F, ,R-z; firalencZ.
i=1
Beachte:

1) FoM ist gut genau dann, wenn ein strikter surjektiver Homormorphismus
von filtrierten R-Moduln

R(-p1)®...®R(-p,) > M
existiert.

2) Gute Filtrierungen sind ausschopfend.

3) Ist FoM gut, L C M R-Untermodul und N := M/L als filtrierter R-Modul,
so ist Fy N ist ebenfalls gut. (Warnung: FoL := LN Fy M ist im Allgemeinen
nicht gut.)

4) Sei M ein endlich-erzeugter R-Modul mit Erzeugendensystem z1, . .., z,, und
seien p1,...,p, € Z. Dann wird durch F,M := Y. | F,,_p, R - x; eine gute
Filtrierung auf M definiert.

Lemma 13.1. Seien FoM und F,M gute Filtrierungen des endlich-erzeugten R-
Moduls M ; dann existiert ein ¢ € N mat

FoeM CFMC F, .M fiir allen € Z .
Beweis. Sei

FoM=F, , R-21+...+Fy_p R-2,
F'M=F, gR-y1+...4+ Fu_g.R-ys .

Wir wihlen N, N’ € N mit
xl,...,:cTEFJ/VM und  yi1,...,ys € Fn/M .
Setze N” := max{|p1|,...,|prl,|q1],---,]¢s|} und ¢ := N + N’ + N”. Dann

F;lM - Fn+|q1‘R M+ ..+ Fn+‘qS|R - Fne M
CFEoinR-FnM C Fyy e M

und

Fo_.M C Fn_c_le‘R : FJ/VM +...+ Fn—c-l—\pr\R : F]/VM
g F7/7,—C+N+N”M - F’I/I,—N/M g F,,/ZM .
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Der graduierte Ring
R:= ®nezFoR als abelsche Gruppe

mit der Multiplikation

(@n)n + (bm)m = ( Z Anbm )k

n+m==k

heifit der Rees-Ring zu FeR. Fiir jeden filtrierten R-Modul M heifit der graduierte
R-Modul

M = DpepFnM als abelsche Gruppe
mit der Skalarmultiplikation
(an)n ) (ym)m = ( Z anym)k
n+m==k

der Rees-Modul zu FgM.
Fiir f € FoHompg(M, N) ist

I M — N

ein Homomorphismus von graduierten R-Moduln. Also ist

filtrierte R-Moduln — graduierte R-Moduln

M +— M
=
ein Funktor.
Offensichtlich ist
R — gr(R)

(an)n — (an + Fn—lR)n

ein surjektiver Homomorphismus von graduierten Ringen. Was ist der Kern?

Notation. Fiir y € F,, M bezeichne [y],, € M das durch
0t YOt € D A M®FAM® Frg @ ...

gegebenen Element. Wir setzen

Beachte:
1) X liegt im Zentrum von R und ist kein Nullteiler.
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2) Fiir y € FouM gilt X - [yl = [t 1 2150 [glons1 — [yl € (X — 1)7. Wenn
FoM ausschopfend ist, ist folglich
M — M/(X —1)M
Y — [Ylm + (X —1)M , falls y € F,, M
eine wohldefinierte additive Abbildung. Fiir M = R ist diese Abbildung ein
Ringhomomorphismus.
3) Die Abbildung
Yy v
ist stets injektiv, denn X - (yn)n = (Yn—1)n-
Satz 13.2. Sei M ein filtrierter R-Modul; dann gilt:
i. Die Abbildung

M /XM = gr(M)

ist bijektiv;
ii. ist FoM ausschopfend, so ist M —s M /(X — 1)M ein Isomorphismus.

Insbesondere hat man die Ringisomorphismen
R/XR=gr(R) und R=ZR/(X-1)R.

Beweis. i. Wegen X -(yn)n = (yn—1)n ist die Abbildung wohldefiniert. Offensichtlich
ist sie surjektiv. Seien also (yn ), und (y),)n € M mit 2,1 := y,, —y., € F,_1 M fiir
alle n € Z. Dann ist

(Yn)n — (y%)n = (Yn — y;)n = (Zn-1)n =X - (2n)n € XM .

ii. Es wurde schon begriindet, dafl die Abbildung wohldefiniert ist. Injektivitdt:
Seien z € F,, M und 2z’ € F;M mit m <l und [z]n, — [¢]; = (X — 1)(yn)n. Das
bedeutet

(yn_l—yn)n:(...,o, % ,O,...,O, _TZI707'”)'
Stelle m Stelle 1

Es folgt 2 = ym—1— Ym, 2’ =y —y;—1 und vy, = y,,_1 fiir alle n # m,l. Aber
yn = 0 fiir n << 0 und n >> 0 und somit y,,—1 = y; = 0. Wir erhalten schliellich
2= —Ym = —Ymt1 = ... = —y—1 = 2. Surjektivitit: (Yn)n = >, czlYnln- O

Satz 13.3. Sei M ein filtrierter R-Modul; dann gilt:

i. Ist M endlich-erzeugt mit guter Filtrierung FoM, so ist M endlich-erzeugt
als R-Modul und gr(M) ist endlich-erzeugt als gr(R)-Modul;
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i, ist M endlich-erzeugt als R-Modul und ist FoM ausschiopfend, so ist M
endlich-erzeugt und FoM st gut.

Beweis. i. Seien z1,...,z, Erzeugende von M und p1,...,p, € Z mit

F,M = Z Fp p.R-x;

Dann gilt x; € F},, M und
1= ZR [xl]iﬂz :
i=1

Aus Satz [[3.2li folgt also, dafl
Z gr xz + F, -—lM)

ii. Sei M endlich-erzeugt. Wegen (y,,)n = > nezl¥nln in M finden wir endlich
viele Erzeugende der Form

[Z1]pes - -5 @], mit x; € Fp, M .

Also M =Y, R - [2;]p, und

pi

F,M = MH_ZRn pi - [Tilp ZFn Rz

Ist Fo M ausschopfend, so folgt M = >""_| Rux;. O

Corollar 13.4. Sei R linksnoethersch; weiter sei M ein endlich-erzeugter filtrierter
R-Modul und N C M ein filtrierter Untermodul; dann gilt:

FoM gut = F N gut.

Beweis. Nach Satz[[3.3l1 ist M endlich-erzeugt als R-Modul. Da R linksnoethersch
ist, mufl der Untermodul N C M ebenfalls endlich-erzeugt sein. Mit Fq M ist auch
Fy N ausschopfend. Also ist Fe N gut nach Satz [13.3lii. O

Beachte: (Satz[3.2) R linksnoethersch = R und gr(R) sind linksnoethersch.

Lemma 13.5. Sei Fo R vollstindig; weiter sei M ein filtrierter R-Modul mit aus-
schopfender und separierter Filtrierung Fo M ; dann ist M endlich-erzeugt mit guter
Filtrierung FeM genau dann, wenn gr(M) endlich-erzeugt ist als gr(R)-Modul.

Beweis. Die direkte Implikation folgt aus Satz [[3.3li. Fiir die Riickimplikation be-
nutze man die Existenz einer strikten Surjektion

R(-p1)®...® R(-p.) > M
nach 123 O
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Das graduierte Jacobson-Radikal von R ist definiert als

Jac® (R) := Durchschnitt aller maximalen echten graduierten

Linksideale von R .
Mit vollstdndig analogem Beweis gilt dann das ”graduierte Nakayama-Lemma”:
Sei L endlich-erzeugter graduierter R-Modul; aus Jac®" (R)L = L folgt L = 0.

Satz 13.6. Sei R linksnoethersch und gelte F1 R C Jac(FoR); ist fir einen fil-
trierten R-Modul M der Rees-Modul M ein endlich-erzeugter R-Modul, so ist Fo M
separiert.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, daf
L= NpenX"™M = Gnez( Nmen FnM) =0

gilt. Auf Grund der Voraussetzungen an R und M ist L ein endlich-erzeugter R-
Modul. Auflerdem gilt XL = L. Die Behauptung folgt deswegen aus dem gra-
duierten Nakayama-Lemma, sobald wir gezeigt haben, da X € Jac®(R). Sei
dazu m C R ein beliebiges maximales graduiertes Linksideal. Aus 1 ¢ m folgt
myg=mn RO #+ RO. Dann existiert ein maximales Linksideal n C ]:20 mit mp C n.

Aus der Voraussetzung, dafl F_1 R C Jac(FyR), ergibt sich andererseits
XRN Ry C Jac(Ry) .
Wir erhalten ~ ~ ~
(m+XR)0 =mg + (XR)() Cn+ Jac(Ro) Cn
und damit m+ X R # R. Aus der Maximalitét von m folgt dann aber X RCm. Da
m beliebig war, beweist dies, dal X R C Jac® (R). O
Corollar 13.7. Sei R linksnoethersch und gelte F_1 R C Jac(FoR); weiter sei M
ein endlich-erzeugter filtrierter R-Modul mit guter Filtrierung Fo M ; dann gilt:
i. Fir jeden Untermodul N C M ist N = Npez(N + F,,M);
1. FoM ist separiert;
iii. fir filtrierte Untermoduln L C N C M gilt: gr(L) = gr(N) = L = N.
Beweis. Nach Satz [33li ist M endlich-erzeugt als R-Modul. Aus Satz folgt

dann, dafl Fe M separiert ist. Wenden wir dies an auf den filtrierten Faktormodul
M/N, so ergibt sich

0= () Fu(M/N) = () (F.M+N)/N |
nez nez

was nichts anderes als die Behauptung i. ist. Schliefllich gelte gr(L) = gr(V). Sei
x € N. Da F, M ausschépfend ist, existiert ein m € Z mit € F,, N. Nach Annahme
gilt gr, (L) = gr,,(N) und damit z € L + F,,, 1 N. Induktiv folgt so x € (), ., L +
F,N C ﬂnez L+F, M. Wegeni. heilt dasx € L,also N C Lund damit L = N. O
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Bemerkung 13.8. ist Fo R vollstindig, so gilt F_1R C Jac(FyR).

Beweis. Sei x € F_1R. Dann ist 2™ € F_, R fiir alle n € N. Wegen der Vollsténdig-
keit von FoR ist y := 1 + 2 + 22 + ... € R wohldefiniert mit y(1 — z) = 1.
Da F_iR ein Ideal in FyR ist, gilt —az € F_1R fiir alle a € FyR und folglich
1+ (FoR)x C (FoR)*. Letateres impliziert aber x € Jac(FyR). O

14 Die Artin-Rees-Eigenschaft

Weiterhin sei R ein filtrierter Ring mit ausschépfender F, R.

Definition. Sei M ein filtrierter R-Modul; die Filtrierung Fo M heifit Artin-Rees,
falls zu jedem endlich-erzeugten R-Untermodul N C M eine gute Filtrierung GoIN
auf N und ein ¢ € N existieren mit

NNF,MCGpycN fir allen € Z .

Lemma 14.1. Sei M ein filtrierter R-Modul, und sei die Filtrierung FeM aus-
schopfend und Artin-Rees; dann existiert zu jedem endlich-erzeugten Untermodul
N C M und zu jeder guten Filtrierung GeN auf N ein ¢ € N mit

Gn-eNC NNE,M C GpyeN fir allem € Z .

Beweis. Seien zundchst Go/N und ¢ € N gegeben wie in der Definition verlangt.
Gelte etwa

K
GuN=> FopR-y; fiirallencZ
i=1
mit geeigneten Erzeugenden y; € N. Da Fye M ausschopfend ist, existiert ein a € N
mit y1, ...,y € F,M. Wir setzen b := max(|p1],...,|pr|). Dann gilt

GuN C FryappM  bzw. Gp_(aqpyN S NN EF, M .
Fiir d := max(a + b, ¢) ergibt sich also
Gn—aN CNNF,M C GpiaN .

Daraus folgt die Behauptung fiir eine beliebige gute Filtrierung auf N mit Hilfe von
Lemma [T31] O

Lemma 14.2. Sei (N,G,N) C (M, Fe M) eine Inklusion von filtrierten R-Moduln,
wobei GoN ausschipfend sei; fir die Rees-Moduln N und N zu den Filtrierungen
GoN und FoN := NN F M gilt dann:

i. NS C N¥F ist R-Untermodul;

1. 2u jedem a € NF ezistiert ein k > 1, so dafs X*a € N¢;
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1. GeN = FyN genau dann, wenn die Abbildung M/NG = M/NG injektiv

1st.

Beweis. 1i. Dies ist klar wegen G,,N C F,, N.
ii. Es geniigt, Elemente a der Form a = [y],, mit y € F,,, N zu betrachten. Da
GeN ausschopfend ist, existiert ein [ > m mit y € Gy N. Dann ist

X [yl = [yl € N9

iii. Zunéchst gelte GeN = F,N. Wir betrachten M/N als filtrierten R-Modul
beziiglich der Quotientenfiltrierung F,(M/N) = F,, M + N/N. Dann ist

0—s NC=NF 5 N — M/N —0

eine exakte Sequenz von R-Moduln. Folglich erhalten wir M /NG = m Auf

dem Rees-Modul M/N ist die Multiplikation mit X aber injektiv, wie wir schon
festgehalten haben.
Umgekehrt sei jetzt die waagrechte Abbildung in dem kommutativen Diagramm

M/NG —> N[/NG

A

NF/NG

injektiv. Wegen ii. ist aber die schrige Abbildung nur injektiv, wenn NF/NG =0,
also Fo N = G4 N gilt. O

Satz 14.3. Fir einen filtrierten R-Modul M mit ausschépfender Filtrierung Fo M
sind dquivalent:

i. M ist noethersch;
i. M und gr(M) sind noethersch, und FoM ist Artin-Rees.

Beweis. i. => ii. Wegen Satz sind M und gr(M) sind noethersch. Nach Satz
[[33lii ist die Filtrierung FeM gut. Sei nun N C M ein (endlich-erzeugter) R-
Untermodul. Im Beweis von Cor. 3.4 haben wir gesehen, dafl dann auch die Fil-
trierung Fo N := N N Fy M gut ist. Also ist Fe M Artin-Rees.

ii. = i. Schritt 1: Sei N' C M ein graduierter R-Untermodul. Wir wollen
zeigen, dafl N endlich-erzeugt ist. Dazu definieren wir einen R-Untermodul N C M
durch

N+ (X = 1)M/(X = 1)M —= NI /(X — 1)NI

- |

N M

1R

N
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und setzen B
G,N := Bildvon N,, + (X —1)M in N .

Hierzu ist zu beachten:

* Fiir a € N, gilt Xa = a+ (X — 1)a, also a = Xa — (X — 1)a. Es folgt
N+ (X —1)M C Nyy1 + (X —1)M und damit

GuN C GpyiN .

x Wegen F,R-N, = Ry - Ny, € Ny gilt FyR-GuN C G N. Also ist N
ein filtrierter R-Modul.

x Wegen NV, N (X — 1)M = 0 ist die rechte waagrechte Abbildung in dem
Diagramm

My+ (X = D)M/(X = 1)M 2 N+ (X —1)M/(X —1)M~—N,

f‘J’_>[?/]7711m 51/

.M ) G, N

ein Isomorphismus. Das bedeutet, da§ die Inklusion (N,GeN) C (M, F M)
ein Homomorphismus von filtrierten R-Moduln ist, der beim Ubergang zu
den Rees-Moduln die Inklusion

N¢=NCM
induziert.

Andererseits haben wir die Filtrierung FoN := N N FeM (2 G¢N) auf N. Als
Untermoduln noetherscher Moduln sind N € M und grf(N) C gr(M) endlich-
erzeugt iiber R bzw. gr(R). Wir withlen endlich viele homogene Erzeugende Z; =
zi + Fp, 1N € grl (N) (fir ¢ = 1,...,r) fiir gr(N). Durch Hinzufiigen geeigne-
ter weiterer Elemente konnen wir annehmen, dafl die z1,...,z, den R-Modul N
erzeugen.

Wir behaupten nun, dafl die Filtrierung Fe N gut ist. Es gilt

grh (N) = er,_, (R)T:
i=1
und damit

(7) FuNC () (O FupR-ai+ FiN)
kezZ =1

Andererseits ist wegen N = >_'_| Rx; jedenfalls die Filtrierung

F/N := iFn,piR T

i=1
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auf N gut. Per Konstruktion gilt
F/N CF,N .
Da FoM als Artin-Rees vorausgesetzt ist, finden wir nach Lemma [[4J] ein ¢ € N
mit
F,N=NNF,MCF, N unddamit F, .NCF,N=> F, ,R-
i=1
fiir alle n € Z. Zusammen mit (7)) erhalten wir
FuNCY Fo pReawi+Foc=Y FopR-ai=F,N
i=1 i=1

Somit ist Fy N = F.N gut.
Es folgt (vgl. den Beweis von Satz [[3.3]), dafl

F= Z R- [Zi]p:
i=1
endlich-erzeugt ist. Wegen GeN C FoN und Lemma ist N¢ = N C NF ein
R-Untermodul, und es existiert ein & >> 0 mit X* N¥ C N. Folglich ist
N/XENF c NF/XENF
- -~ k. -~
ein R-Untermodul. Andererseits ist M /N F X—~> M /NF injektiv wegen Lemma
[[Z2iii. Somit ist die von der Inklusion N¥ C M induzierte Abbildung
NE/XENF — M/X*M

injektiv. Beides zusammen impliziert, daf N/X kNF isomorph ist zu einem Unter-
modul von M /X* M. Wir betrachten nun die exakte Sequenz von R-Moduln

~ ~ C ~ ~ T ~ ~
0 — X* 1N/ X*N ——— N /X*M —> N[/ X" 1N — 0

XMTE

M /XM = gr(M).

Da gr(M) noethersch ist, folgt induktiv, daf auch M/X*M noethersch ist. Somit
ist N/X N als Untermodul endlich-erzeugt. Aber X*NF 2 NT ist ebenfalls
endlich-erzeugt. Folglich ist A/ endlich-erzeugt.

2. Schritt: Wir zeigen, dafl M,,, fiir alle m € Z ein noetherscher Ro Modul ist.
Dazu sei L C Mm ein RO Untermodul. Der von L in M erzeugte R-Untermodul
N = @neZRn m - L ist ein graduierter R-Untermodul von M und ist somit nach
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dem 1. Schritt endlich-erzeugt. Per Konstruktion kénnen entsprechende Erzeugende
in L gewonnen werden, also

S
NZZRzi mit 21,...,25 € L .
i=1

Insbesondere folgt
LQNm=ZROzl§L
i=1
Alsoist L=3"_, Roz; endlich-erzeugt.
3. Schritt: Wir betrachten den graduierten Modul M T := @Bn>0M,, liber dem
graduierten Ring RT := &,,>0R,. Sei L C M ein graduierter R*-Untermodul.
Wir wollen zeigen, dafl £ endlich-erzeugt ist. Sei A der von £ in M erzeugte R-

Untermodul. Dies ist wiederum ein graduierter Untermodul, der deshalb nach dem
1. Schritt von endlich vielen homogenen Elementen erzeugt wird, etwa

N = ZR% mit y; € Ly, CN,,.
i=1
(insbesondere p; > 0). Dann gilt

Nn = Zén*pi “Yi .

=1

Mit p := max(ps,...,p,) erhalten wir

T
Dnopln €Y RT -y .

=1

Auf Grund des 2. Schrittes ist Lo®...®L,_1 als Ro-Untermodul von My®. . .@Mp_l
endlich-erzeugt etwa von 21, ..., 2s. Dann sind y1, ..., ¥y, 21, ..., 2s Erzeugende von
£ als Rt-Modul.

4. Schritt: Sei L € M+ ein beliebiger R-Untermodul. Wir wollen zeigen, daB
L endlich-erzeugt ist. Dazu definieren wir zu L einen graduierten R*-Untermodul
Lg" C M™ durch

L¥:={x e M,, : es existiert ein y € Lmity—z€ @n<mj\7[n} .

Nach dem 3. Schritt wird L#" erzeugt von endlich vielen homogenen Elementen
Ti,...,T, Mit x; € L%f. Wir fixieren Elemente y; € L mit y; € z; + @ <p, My, und

wir zeigen, daB y1,...,y, den RT-Modul L erzeugen. Sei also z € L ein beliebiges
Element, das wir in seine homogenen Komponenten z = 21 + ...+ z; mit z; € M,
und my < ... < my zerlegen. Dann gilt z; C L%ik. Genauer sei

T
2K = Z a;x; mit a; € Rypp—p;, C R*.
i=1

mg>p;
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T
Wir setzen 2z’ := Y. a;y; € L. Dann gilt
i=1
Mk >pi

z—Z eLn ®n<man und z € (ZRJF%) + (@n<mk Mn) .
i=1

Diese Argumentation wiederholend und induktiv so fortfahrend erhalten wir schlief-
lich z € > RTy;.
5. Schritt: Sei nun NCM ein beliebiger R-Untermodul. Wir definieren einen
graduierten R-Untermodul N7 C M durch
N! = {x € M,, : es existiert ein y € N mit y — & € BpsmM,} .

Nach dem 1. Schritt wird N’ als R-Untermodul erzeugt von endlich vielen ho-
mogenen Elementen z1,...,z, mit x; € Néi. Wir fixieren Elemente y; € N mit

Yi € T; + EB,D,,ZJ\;[H. Mit dem gleichen Argument wie im 4. Schritt folgt induktiv

N TS Ryi+ (NN

=1

Nach dem 4. Schritt ist NN M endlich-erzeugt iiber Rt. Beides zusammen ergibt,
dafl N endlich-erzeugt ist. O

Satz 14.4. Sei FoR ausschipfend und vollstindig, und sei gr(R) linksnoethersch;
dann gilt:

i. R und R sind linksnoethersch;
1. FoR ist Artin-Rees.

Fiir jeden endlich-erzeugten filtrierten R-Modul M mit guter Filtrierung FoeM gilt
auferdem:

1i1. FoM st separiert;

w. fir jeden filtrierten Untermodul N C M ist FeN gut und

N=()(N+F,M);
nez

v. fiir filtrierte Untermoduln L C N C M gilt: gr(L) =gr(N) = L = N.

Beweis. Nach Cor.[I2.6list R linksnoethersch. Sei L C R ein Linksideal mit Fy L :=
LN F,R, so dafl gr(L) C gr(R). Da gr(R) als linksnoethersch vorausgesetzt ist, ist
gr(L) endlich-erzeugt. Wegen Lemma ist dann (L endlich-erzeugt und) F,L
gut. Insbesondere ist Fo R Artin-Rees. Aus Satz [[43] erhalten wir, da R links-
noethersch ist. Wegen Bem. gilt F 1R C Jac(FoR). Also folgen iii. - v. mit
Hilfe der Corollare [I3.4] und I37 O
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15 Ubertragung der Auslander-Regularitit

Wir setzen in diesem Paragraphen F,R als ausschopfend und vollstéindig voraus
und gr(R) als links- und rechtsnoethersch. Wegen Cor. ist dann auch R links-
und rechtsnoethersch.

Sei M ein endlich-erzeugter R-Modul. Wir fixieren eine gute Filtrierung Fo M
auf M. Wegen Satz[[4Alist Fy M automatisch separiert. Nach Satz[[33list gr(M) ein
endlich-erzeugter gr(R)-Modul. Nach Satz [[2.4] existiert eine strikt-exakte Sequenz

Pt Y PO M0,

wobei die P? fiir alle ¢ < 0 endlich-erzeugt und filt-frei sind. Dann ist auch (Satz
[T2) die Sequenz

(P B e (PY) s gr(M) — 0

exakt mit endlich-erzeugten freien gr(R)-Moduln gr(P?) fiir alle ¢ < 0. Wir halten
fest:
* Extr (M, R) wird berechnet durch den Komplex

0 —4q
8) Hompg(P°, R) < ... — Hompg(P, R) = ...

mit d? := Homg(6~ 971, R).
* Exty, g (gr(M), gr(R)) wird berechnet durch den Komplex

(9) Homg,(p) (gr(P°), gr(R)) L ...

—q

d
... — Homyg,(g) (gr(P9),er(R)) —— ...
mit d? := Homg, (g (gr(67971), gr(R)).
Auf Homp(P?, R) hatten wir die Filtrierung
F,Hompg(P!, R) ={f € Homgr(P? R) : f(F,P?) C F,+, R fiir alle n € Z}

definiert. Dadurch wird Hompg(P?, R) zu einem filtrierten R-Rechtsmodul und (&)
zu einem Komplex von filtrierten Moduln. Auflerdem erhalten wir induzierte Fil-
trierungen

F, Ext},(M, R) = Fp,(ker(d”)/im(d?~ "))
= (ker(d?) N F,, Homg(P~?, R) +im(d?~ ")) /im(d?~") .

Behauptung 1:
i. FyHompg(P?, R) ist gut;
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ii. FoExth(M,R) ist gut.
Beweis. i. Aus P12~ R(n1) & ... ® R(n,) folgt
Homp(P?, R) = ®;_, Hompr(R(n;), R) = ®; Homg (R, R)(—n;) = ®;R(—n;) .

ii. Dies folgt aus Satz [[Z4liv mit i. und der Tatsache, dafi Quotientenfiltrierungen
von guten Filtrierungen wieder gut sind. O

Behauptung 2: Homg, () (gr(P?),gr(R)) ist mittels
Homyg, () (gr(P?), gr(R))m := {fe Homyg, () (gr(P?), gr(R)) : f hat Grad m}

ein graduierter gr(R)-Rechtsmodul, und (@) ist ein Komplex von graduierten Mo-
duln. Insbesondere sind damit auch die

Ext? (R) (gr(M), gr(R)) = ker(d?)/im(dP~ ")

gr

graduierte Moduln.
Behauptung 3: Wir haben
gr, Homp(P?, R) = Homg,(g)(gr(P?), gr(R))
als graduierte gr(R)-Rechtsmoduln.
Beweis. Die Abbildung

Fy, Hompg (P, R) — Homyg, () (gr(P), gr(R))
fr—rer(f)

ist wohldefiniert mit Kern F,,_1 Hompg(P?, R). Nach Lemmal[T21lii ist sie surjektiv.
O

Wir erhalten also
gr. @) = @ -
Betrachten wir die Spektralsequenz zu dem filtrierten Komplex
PHomg(P~*,R) := F_,Homg(P~*,R) ,
so folgt mit Cor. 5.2, dafl
EP" = hP4(gr_, Hompg(P~*, R))
= "7 (Homg(r) (gr(P~*), g1(R))-p)

= EXtZg):EZII%) (gr(M)7 gr(R>)7p )
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gilt, und mit Satz [5.3] daf
im(hPT4(F_, Homg(P~*, R)) — h?T?(Homg(P~*, R)))
*  im(h?t4(F_,_1 Hompg(P~*, R)) — h**¢(Hompg(P~*, R)))
=gr_, Exti (M, R) .

Pq ~

Die Filtrierung auf (8) ist im Allgemeinen nicht regulir, weswegen die Diskussion
in §Blnicht ausreicht. Allgemein hatte man

(10) EP = zpa)(BP 4 zptlal)

Zpa/(Bra + ZPT 10

2y (BE 4 Z8 197

B = 788 (BY 4 2551

Behauptung 4: Fiir jedes k > 0 existiert ein r(k) > 1, so daB fiir alle r > r(k)
und p € Z gilt:

a. ZpkP 4+ F_, 1 Homp(P~* R) = ZP*P + F_, 1 Homg(P~* R),
b. BRk—r = ppk-p

- - +1,k—p—1
c. Zpk—p = Zpk-p 4 ZPT o ETPTE

Beweis. a. Wir setzen L* := Homg(P~*, R). Nach Behauptung 1 sind F,L* und
F,L**1 gut. Damit sind auch die Filtrierungen d*(F, L*) und (nach Satz M[44liv)
F, L1 nim(d¥) auf im(d*) gut. Wegen Lemma [[3.0] existiert dann ein ¢ > 1 mit

FE,L*'ndb(LF) C d*(FpyoL¥)  firallen€Z .
Sei nun x € ZPF P = (d%) " (F_p_c1 L*1) N F_, L. Dann gilt
d*(x) € F_p o 1 L* P ndb(F_,LF) Cd¥(F_, 1 L) .

Also d*(x) = d*(y) fiir ein y € F_,_1L*. Wir erhalten d*(z —y) =0 und x —y €
F_,L* und somit # — y € Z2:*~P. Es folgt

e ZbF P+ P, LF.
b. Ganz analog wie eben haben wir ein d > 1 mit

F,LFnds=Y(LF 1) Cd" Y (Fuql® ') firallencZ .
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Dann gilt
BRRP — ghY (LR F L C NP g LYY N F,LF = BRRTP

Deswegen nehmen wir r(k) := max(c + 1, d).

c. Offensichtlich ist die rechte Seite in der linken enthalten. Umgekehrt sei also
€ ZPFP Aus a. folgt = z +y mit z € Z2F P und y € F_,_1 L*. Also erhalten
wiry=x—ze Zph PR, Lk = zPthEerl O

Durch Einsetzen in (I0) erhalten wir Folgendes.
Behauptung 5: EP*—P = EPE=P fiir alle p € Z,k > 0 und r > r(k).
Insbesondere ist

8y Extip(M, R) = E_PFP = ET_(Z’)IHP — Subquotient von E; ?**?

= Subquotient von Ext’gr(R) (gr(M),gr(R))p -
Behauptung 6: jr(M) > jgr(r)(gr(M)).

Beweis. Sei k < jg(ry(gr(M)). Aus Behauptung 5 folgt gr, Exth (M, R) = 0. Nach
Behauptung 1 ist die Filtrierung auf Ext} (M, R) gut und damit ausschépfend und
separiert (Satz[[ZAliii). Also folgt Ext¥ (M, R) = 0. O

Satz 15.1. Sei FoR ausschipfend und vollstindig; dann gilt: Ist gr(R) links- und
rechtsnoethersch und Auslander-links- und rechtsregulir, so ist auch R links- und
rechtsnoethersch und Auslander-links- und rechtsrequldr. In diesem Falle hat man

JR(M) = jgr(r) (gr(M))
fiir jeden endlich-erzeugten R-Modul M mit guter Filtrierung FoeM .

Beweis. Nach Cor. 214l ist R links- und rechtsnoethersch und links- und rechts-
reguldr. Sei M ein endlich-erzeugter R-Modul (links oder rechts), und sei N C
Ext% (M, R) ein Untermodul. Wir haben zu zeigen, daB j(N) > k gilt. Dazu fixie-
ren wir eine gute Filtrierung auf M. Mit Hilfe von Behauptung 1 erhalten wir eine
gute Filtrierung auf Ext¥, (M, R) und damit (Satz[IZ4liv) auf N. Nach Behauptung
6 gilt j(N) > Jer(r) (gr(N)). Aber gr(N) C gr, Ext¥ (M, R), und Letzteres ist wegen
Behauptung 5 isomorph zu einem Subquotienten von Extgr( r)(gr(M), gr(R)). Mit
Lemma [[0.13li folgt also

jgr(R) (gI‘(N)) > jgr(R) (Ethr(R) (gI‘(M), gI‘(R)) > k.

Fiir den Zusatz bleibt wegen Behauptung 6 noch

JR(M) < jgr(r)(gr(M))
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zu zeigen. Wir kénnen M # 0 und damit auch gr(M) # 0 annehmen. Sei | :=
Jer(r)(gr(M)) < oo. Dann gilt EfY = 0 fiir p + ¢ < .

N

Wir erhalten exakte Sequenzen von endlich-erzeugten gr(R)-Moduln

.

C d
pqg & ,q—T+1
0 Opre=1E7 11 Dprq=t 77 > 5 C 69p-i-q:lEf-i_Tq T

AuBerdem ist S, ein Subquotient von @, - EY T = Extg(lR) (gr(M), gr(R)).
Wegen Lemma [[0.13i bzw. ii gilt dann

jgr(R) (ST) > jgr(R) (Eth_(lR) (gr(M), gr(R))) >1+1

bzw.
jgr(R)(Ga;DJrq:lEfq) = min(jgr(R) (@PJrq:lEfil)ajgr(R) (ST)) .
Nach Satz gilt zudem

Jer(r) (@t EVY) = Gy (Bxtly iy (g1 (M), gr(R))) = 1 .
Diese Tatsachen kombinierend folgt induktiv
Jer(R) (Pprq=1 EP?) =1 fir aller > 1.
Mit Behauptung 5 erhalten wir
Jer(r) (8re Extr(M, R)) = jgr(r) (Pprqm ELY) = 1 < 00 .

Insbesondere ist gr, Extl (M, R) # 0, also Extly(M, R) # 0 und folglich j(M) <
l. (]

Lemma 15.2. Sei FoR ausschipfend und vollstindig, und sei gr(R) links- und
rechtsnoethersch und Auslander-links- und rechtsrequldr; dann gilt:
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1. Auf jedem endlich-erzeugten reinen R-Modul M ezistiert eine gute Filtrie-
rung FoM, so daf§ gr™ (M) ebenfalls rein ist;

it. sei M ein endlich-erzeugter R-Modul mit vorgegebener guter Filtrierung Fo M ;
ist grl’ (M) rein, so ist auch M rein.

Beweis. i. Sei M rein von der Stufe | := jr(M). Wir setzen N := Extl (M, R)
und fixieren eine gute Filtrierung auf N. Nach Satz [[0.9ist N rein von der Stufe
I. Dabei gilt I = jr(N) = jgr(r)(gr(N)) wegen Satz [51l Wieder nach Satz
ist Extlgr(R) (er(N),gr(R)) rein von der Stufe [. Mit Hilfe von Satz und Satz
[[0.I4liii erhalten wir, daf§ jeder Untermodul # 0 von Extlgr(R) (gr(N), gr(R)) rein
von der Stufe [ ist.

Wir betrachten nun das Analogon fiir NV der obigen Spektralsequenz. Nach
Behauptung 1.ii existiert eine gute Filtrierung F, Ext’ (N, R). Nach Satz @dlist M
ein Untermodul von Exth, (N, R). Also ist gr(M) beziiglich der induzierten guten
Filtrierung ein Untermodul von gr Extl (N, R). Aber aus Behauptung 5 und der
Gestalt der Spektralsequenz

N

folgt, daB gr Exth (N, R) = @py =i FRI = ®p+q:lEfgl) ein gr(R)-Untermodul von

Bptpq= BV = Extér(R) (gr(N),gr(R)) ist. Also kénnen wir das eingangs Gezeigte
auf gr(M) anwenden und erhalten, da§ gr(M) rein ist von der Stufe .

ii. Nach Satz[I5.Tlgilt | := jr(M) = jgr(r)(gr(M)). Aus der Reinheit von gr(M)
folgt

Extot o (Exty! s (er(M), gr(R)), gr(R)) =0 firalle s > 1.

Zusammen mit der Gorenstein-Bedingung ergibt sich

Jer(R) (Ethg-:(SR) (gr(M),gr(R))) >1+s+1.
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Da gr, Ext'*(M, R) nach Beh. 5 ein Subquotient von Extg(SR) (gr(M),gr(R)) ist,
erhalten wir mit Lemma [[0.13li also jg.(r)(gr Extt*(M, R)) > 1+ s +1 und damit

Exttrs (gr(Extiy*(M, R)),gr(R)) =0 .

l
gr(R)

Aus dem gleichen Grunde ist gr, Exti(Ext' (M, R), R) ein Subquotient von
Exty! % (gry Exty *(M, R), gr(R)). Es folgt
gro Extt (Ext'*(M,R),R) =0 .

Nun ist aber die Filtrierung auf Ext4* (Ext'y*(M, R), R) gut und damit ausschop-
fend und separiert. Also erhalten wir schliefflich

Exti*(Ext*(M,R),R) =0  fiiralles > 1.

Dies zeigt, dafl M rein ist von der Stufe [. O

85



Literatur

Bass H.: Algebraic K-Theory. New York: Benjamin 1968

Bjork J.-E.: Rings of Differential Operators. Amsterdam: North-Holland
1979

Bruns W., Herzog J.: Cohen-Macaulay rings. Cambnridge Univ. Press 1993
Cartan H., Eilenberg S.: Homological algebra. Princeton Univ. Press 1956

Eisenbud D.: Commutative Algebra. Berlin - Heidelberg - New York: Sprin-
ger 1995

Godement R.: Théorie des faisceaux. Paris: Hermann 1964

MacLane S.: Homology. Berlin - Heidelberg - New York: Springer 1975

86



	I Einiges aus der homologischen Algebra
	Komplexe
	Projektive Auflösungen
	Ext- und Tor-Funktoren
	Cartan-Eilenberg-Auflösungen

	II Spektralsequenzen
	Filtrierte Komplexe
	Doppelkomplexe

	III Dimensionsbegriffe für Moduln
	Projektive Dimension
	Kohärente Ringe
	Dualität
	Stufe und Codimension eines Moduls

	IV Filtrierte Ringe
	Grundbegriffe
	Übertragung von Endlichkeitseigenschaften
	Gute Filtrierungen
	Die Artin-Rees-Eigenschaft
	Übertragung der Auslander-Regularität

	Literatur

