Die folgende Ubersicht ist eine Zusammenstellung der Inhalte der Vor-
lesung. In der Priifung wird nicht verlangt, Beweise fiir die namentlich
erwiahnten Sétze zu geben. Die Priifungskandidat(inn)en konnen individu-
ell eines der Themengebiete 1-4 angeben, iiber das sie nicht gepriift werden
mochten.

0 Grundbegriffe

e Mengen, Teilmengen, Aquivalenzrelationen, Abbildungen, injek-
tiv/bijektiv/surjektiv, Bild und Urbild, Komposition

e natiirliche Zahlen, vollstéandige Induktion, ganze Zahlen, rationale Zahlen,
reelle Zahlen, komplexe Zahlen



1

Analysis 1

. Folgen

Grenzwert, Konvergenz, Beschrianktheit, Cauchy-Folgen, Vollstandigkeit,
Bolzano-Weierstrafl, unendliche Reihen, Konvergenzkriterien, absolute
Konvergenz

. Abbildungen und Funktionen

Teilmengen reeller Zahlen, offene und abgeschlossene Intervalle, Schran-
ken, Supremum und Infimum, Graph von Funktionen, Zusammensetzun-
gen von Funktionen, Umkehrfunktion, Stetigkeit, Zwischenwertsatz, steti-
ge Funktionen auf beschrankten abgeschlossenen Intervallen, gleichméfBige
Stetigkeit, Konvergenz von Funktionenfolgen

Elementare Funktionen
Polynome, Exponentialfunktion, Logarithmus, Trigonometrische Funktio-
nen

. Differentiation

Differenzierbarkeit, Ableitung, Produktregel, Kettenregel, Differentiation
elementarer Funktionen, hohere Ableitungen, lokale Extrema, Mittelwert-
satz

. Integralrechnung

Treppenfunktionen, Integral von Treppenfunktionen, Regelfunktionen,
Integral von Regelfunktionen, Mittelwertsatz, Stammfunktion, Haupt-
satz der Differential- und Integralrechnung, Substitutionsregel, Partial-
bruchzerlegung, partielle Integration, uneigentliche Integrale, Integrale
von Funktionenfolgen

. Taylor-Formel

Konvergenzradius von Potenzreihen, Taylor-Reihe, Taylor-Formel



2

Lineare Algebra

. Grundlagen

Gruppen, Ringe, Korper K, Vektorrdume, Standardvektorraum K™, Ma-
trizen M (m x n, K), Untervektorraume

. Vektorrdume

Linearkombination, linear (un)abhéngig, Erzeugendensystem, Basis, Aus-
tauschsatz, Dimension, Summen und direkte Summen von Vektorraumen

Lineare Abbildungen
Definition, Homo-/Iso-/Endomorphismen, Einschrankung auf Untervek-
torrdume, Definition und Eigenschaften von Bild und Kern, Rang, Ma-
trizen und Beziehung zu linearen Abbildungen, Multiplikation, Transpo-
sition, inverse Matrix

. Lineare Gleichungssysteme

homogen, inhomogen, Losungsraum, Beziehung zum Rang, Zeilenstufen-
form, Gaufisches Eliminationsverfahren, erweiterte Koeffizientenmatrix,
elementare Zeilenumformungen, Losungsraum aus Blockdarstellung der
erweiterten Koeffizientenmatrix, Elementarmatrizen, Berechnung der in-
versen Matrix

Determinanten

Definition und Eigenschaften der Determinante, Entwicklungssatz, kom-
plementére Matrix, Cramersche Regel, Determinante von Endomorphis-
men

Eigenwerte

Eigenwerte, Figenvektoren und Eigenraum, Diagonalisierbarkeit, charak-
teristisches Polynmom, Nullstellen und Linearfaktoren, Bestimmung des
Eigenraums, Diagonalisierbarkiet und Dimension der Eigenrdume

Euklidische und unitédre Vektorrdume

Skalarprodukt, Norm, Metrik (Abstand), Cauchy-Schwarzsche Un-
gleichung, Bilinearformen und Sesquilinearformen, positive Definit-
heit, Orthonormalbasis, Orthonormalisierungssatz, orthonormale, unitére
und selbstadjungierte Endomorphismen und Matrizen, Diagonalisierung
selbstadjungierter Matrizen



3 Differential- und Integralrechnung im R"

1. Topologie metrischer Radume
Metrik, offene und abgeschlossene Teilmengen, Grenzwerte und Konver-
genz in metrischen Réumen, Cauchy-Folgen, Vollstéandigkeit, Stetigkeit,
Kompaktheit

2. Differenzierbarkeit
Tangentialvektoren an Kurven, partielle Ableitungen, Satz von Schwarz,
Vektorfelder, Gradient/Divergenz/Laplace, (totale) Differenzierbarkeit,
Richtungsableitung, Taylor-Formel, Hessesche Matrix und lokale Extre-
ma, Banachscher Fixpunktsatz, Satz {iber implizite Funktionen, lokale
Umkehrfunktion, Untermannigfaltigkeiten, Extrema mit Nebenbedingun-
gen, Euler-Lagrange-Gleichungen

3. Integralrechnung
Treppenfunktionen, Hiillreihe, L!-Halbnorm, Lebesgue-Integral, Satz von
Fubini und von Tonelli, Me3barkeit, Nullmengen, Modifikationssatz, Satz
von Riesz-Fischer, Satz von der monotonen Konvergenz (Beppo Levi),
Satz von der majorisierten Konvergenz (Lebesgue), Transformations-
satz, Integration durch Polarkoordinaten und Jacobi-Abbildung, Ober-
flichenintegrale, Gauflscher Integralsatz



4 GewoOhnliche Differentialgleichungen und
Hilbert-Riume

1. Differentialgleichungen 1. Ordnung
Losung bei getrennten Variablen, lineare DGL, Variation der Konstanten,
exakte DGL, Stammfunktion, System von DGL 1. Ordnung, Satz von
Picard-Lindel6f, Lipschitz-Bedingung

2. Lineare Differentialgleichungen
Losungsfundamentalsystem, Variation der Konstanten, Wronski-
Determinante, Losungsansétze bei konstanten Koeffizienten

3. Hilbert-Réaume
Definition, Beispiele L?(Q) und ¢*(N), Lot und orthogonale Projektoren,
Rieszscher Darstellungssatz, Summierbarkeit, Orthonormalsystem, Bes-
selsche Ungleichung, Parsevalsche Gleichung, Orthonormalbasen, Fourier-
Reihe, Fourier-Integral, adjungierter Operator, selbstadjungierte Opera-
toren, Eigenwerte/Eigenvektoren/Eigenrdume

4. Anwendungen
Sturmsche Randwertaufgaben, Greensche Funktion, Sturm-Liouvillesche
Eigenwertaufgaben, Figenschaften der Eigenwerte, schwache Formulie-
rung des Dirichlet-Problems



