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Wir brauc hen gro�e Kardinalzahlen, um ric h tige An t w orten auf F ragen zu erhal-

ten { grunds

�

atzlic he F ragen, die wir ohne gro�e Kardinalzahlen nic h t b ean t w orten

k

�

onn ten. Beispiele hierzu sind et w a F ragen b ez

�

uglic h pro jektiv er Mengen reeller

Zahlen.

Do c h es gilt mehr. Oftmals sc ha�en gro�e Kardinalzahlen sogar erst den geeig-

neten Rahmen f

�

ur die Diskussion eines v orliegenden Problems. Ein Beispiel hierf

�

ur

ist das Can torsc he Kon tin uumsproblem { nac hdem

�

ub er mehrere Jahrzehn te hin w eg

klar zu sein sc hien, da� gro�e Kardinalzahlen f

�

ur dieses Problem b edeutungslos sein

sollten, widerlegen neuere F orsc h ungen diese Annahme sehr eindringlic h.

Wir m

�

ussen et w as ausholen, um die Rolle gro�er Kardinalzahlen in der mo dernen

Mengenlehre { und insb esondere b ez

�

uglic h des Kon tin uumsproblems { dokumen tie-

ren zu k

�

onnen.

x 1. Can tor und die fr

�

uhe Mengenlehre.

Can tor hat im Dezem b er 1873 en tdec kt, da� es mehr reelle als rationale Zahlen

gibt. (Siehe [1].) F

�

ur b eliebige Mengen A und B sagen wir, da� A \kleiner o der

gleic h" B ist, kurz A � B , gdw. es eine Injektion f : A ! B gibt (gdw. es eine

Surjektion g : B ! A gibt).

2

A ist \ec h t kleiner als" B , A < B , gdw. A � B und

B � A . W enn A � B und B � A , dann gibt es nac h dem Satz v on Can tor-Sc hr

�

oder-

Bernstein eine Bijektion h : A ! B ; in diesem F alle hei�en A und B \gleic hm

�

ac h tig".

F

�

ur b eliebige Mengen A und B gilt A � B o der B � A . Can tors En tdec kung b esagt,

da� N < R . Can tor hat eb enfalls gezeigt, da� Q und N gleic hm

�

ac h tig sind, d.h. da�

Q abz

�

ahlbar ist, und damit, da� Q < R . Nac h einer Beobac h tung Can tors v om

1

Dieser Aufsatz ist die sc hriftlic he Ausarb eitung meiner An trittsv orlesung, die ic h am 16.06.04

an der WWU M

�

unster gehalten hab e. Ic h b edank e mic h b ei Herrn Heine v om Springer-V erlag und

b ei Herrn Prof. W olfart f

�

ur die Anregung, eine solc he Ausarb eitung v orzunehmen.

2

Der Bew eis der T atsac he, da� die Existenz einer Surjektion g : B ! A die Existenz einer

Injektion f : A ! B impliziert, b en utzt das Ausw ahlaxiom. Wir setzen f

�

ur unsere Diskussion die

G

�

ultigk eit des Ausw ahlaxioms st

�

andig v oraus.

1



Jahre 1874 ist sogar die Menge der algebraisc hen Zahlen abz

�

ahlbar, w oraus sic h die

Existenz eb enso vieler transzenden ter Zahlen wie reeller Zahlen

�

ub erhaupt ergibt.

3

Can tors Kon tin uumsproblem fragt, ob es eine Menge A � R gibt, so da� N <

A < R . Bek ann tlic h hat D. Hilb ert diese F rage so dann als das erste Problem seine

b er

�

uhm te Liste anf

�

uhren lassen. (Siehe [10].) Can tors Kon tin uumsproblem ist nac h

wie v or o�en. Allerdings wissen wir heute einiges mehr als die Zeitgenossen v on

Can tor und Hilb ert

�

ub er den Stellen w ert dieser F rage.

Man k ann das Kon tin uumsproblem auc h so form ulieren: wieviele reelle Zahlen

gibt es? Hin ter der Aussage, da� N < R , stec kt der allgemeinere Satz, da� die

P otenzmenge P ( A ) einer Menge A (d.h. die Menge aller T eilmengen v on A ) immer

ec h t gr

�

o�er als A selbst ist, d.h. A < P ( A ): k ein f : A ! P ( A ) k ann surjektiv

sein, da f a 2 A j a =2 f ( a ) g nic h t im W erteb ereic h v on f liegen k ann. Can tor

zeigte auc h, da� es zu jeder Menge M eine Menge B gibt, so da� A < B f

�

ur jedes

A 2 M ist. Es gibt also in einem sehr stark en Sinne b eliebig gro�e Mengen. Man

k ann k anonisc he Ob jekte, Kar dinalzahlen , isolieren, so da� f

�

ur jede Menge A eine

gleic hm

�

ac h tige Kardinalzahl � , die Kar dinalit

�

at von A , existiert; es gilt, da� A und B

gleic hm

�

ac h tig sind gdw. die Kardinalit

�

aten v on A und B gleic h sind. Die Klasse der

Kardinalzahlen ist wohlge or dnet , d.h. jede nic h tleere Menge M v on Kardinalzahlen

en th

�

alt ein kleinstes Elemen t, d.h. ein � 2 M , so da� � � � f

�

ur alle � 2 M gilt.

Insb esondere gibt es zu jeder Kardinalzahl � einen (eindeutigen) Nac hfolger, �

+

;

�

+

ist die kleinste Kardinalzahl, die ec h t gr

�

o�er als � ist: da � < P ( � ), gibt es ein

kleinstes � , eb en � = �

+

, mit � < � . Kardinalzahlen, die nic h t Nac hfolger sind,

hei�en Limesk ardinalzahlen.

Die endlic hen Kardinalzahlen sind w ohlb ek ann t: es sind dies 0, 1, 2, ... Die unend-

lic hen Kardinalzahlen w erden seit Can tor (in aufsteigender Reihenfolge) mit @

0

, @

1

,

@

2

, ..., @

!

, @

! +1

, ... b ezeic hnet. Hier ist @

0

die Kardinalit

�

at v on N . @

1

ist die kleinste

�

ub erabz

�

ahlbare Kardinalzahl, d.h. @

1

= ( @

0

)

+

. @

2

= ( @

1

)

+

, usw. @

!

ist die kleinste

Kardinalzahl, die gr

�

o�er ist als alle @

n

, n 2 N . (Insb esondere ist @

!

Limesk ardinal-

zahl.) @

! +1

= ( @

!

)

+

, usw. Die Kardinalit

�

at v on R ist � @

1

. Das Kon tin uumsproblem

fragt, ob die Kardinalit

�

at v on R gleic h @

1

ist o der nic h t.

Die Can torsc he Kon tin uumsh yp othese (kurz: CH ) sagt, da� es k eine Menge A �

R mit N < A < R gibt, d.h. da� die Kardinalit

�

at v on R gleic h @

1

ist.

4

Can tors

Idee w ar, CH (d.h. die Nic h texistenz eines Gegen b eispiels A � R zu CH ) durc h

\Induktion nac h der Komplexit

�

at" der Mengen A � R zu zeigen. Beispielsw eise ist

leic h t zu sehen, da� es k ein o�enes A � R mit N < A < R geb en k ann. T ats

�

ac hlic h

b esagt n un der Satz v on Can tor-Bendixson v on 1883, da� jedes

�

ub erabz

�

ahlbare

abgesc hlossene A � R eine p erfekte T eilmenge b esitzt. De�nitionsgem

�

a� ist P � R

3

Ein Jahr zuv or, 1873, hatte Liouville erstmals die Existenz transzenden ter Zahlen gezeigt.

4

Die Kardinalit

�

at v on R wird oft mit 2

@

0

b ezeic hnet; CH ist also die Aussage 2

@

0

= @

1

.

2



eine p erfekte Menge gdw. P 6= ; abgesc hlossen ist und jeder Punkt v on P ein

H

�

aufungspunkt ist; w enn A eine p erfekte T eilmenge b esitzt, dann ist die Kardinalit

�

at

v on A dieselb e wie die v on R . Der Satz v on Can tor-Bendixson impliziert somit, da�

es k ein abgesc hlossenes Gegen b eispiel zu CH geb en k ann.

In der F olge wurden V erallgemeinerungen des Satzes v on Can tor-Bendixson ge-

zeigt, die die V erm utung nahelegten, da� Can tors Idee zum Bew eis v on CH zum

Ziel f

�

uhren k

�

onn te. W. H. Y oung b ewies 1906, da� jede

�

ub erabz

�

ahlbare G

Æ

- o der

F

�

-Menge A � R eine p erfekte T eilmenge en th

�

alt. Alexandro v und F. Hausdor�

zeigten 1916 unabh

�

angig v oneinander, da� sogar jede

�

ub erabz

�

ahlbare Borelmenge

A � R eine p erfekte T eilmenge en th

�

alt. Es k ann also k ein Gegen b eispiel zu CH ge-

b en, das eine Borelmenge ist; d.h. Gegen b eispiele zu CH m

�

ussen { falls sie

�

ub erhaupt

existieren { sehr k ompliziert sein.

Bernstein hatte 1908 erk ann t, da� mit Hilfe des Ausw ahlaxioms eine

�

ub erabz

�

ahl-

bare Menge reeller Zahlen k onstruiert w erden k ann, die k eine p erfekte T eilmenge

b esitzt { allerdings hat sein Beispiel dieselb e Kardinalit

�

at wie R . Dies f

�

uhrt zu einer

aufgekl

�

arten V ersion v on Can tors Idee zum Bew eis (der e�ektiv en V ersion) v on CH :

man zeige, da� es k eine \einfac hen", d.h. in einem gewissen Sinne de�nierbaren,

Gegen b eispiele zu CH gibt, indem man zeigt, da� jede

�

ub erabz

�

ahlbare \einfac he"

Menge reeller Zahlen eine p erfekte T eilmenge b esitzt!

Im Jahre 1916 fand M. Souslin, ein Studen t v on N. Luzin in Mosk au, einen F eh-

ler in einer Arb eit v on H. Leb esgue. Leb esgue hatte (als v ermeindlic he T rivialit

�

at!)

b ehauptet, da� die Pro jektion des Durc hsc hnitts v on Mengen A

0

� A

1

� A

2

� : : : ,

w ob ei immer A

n

� R

2

, auf die x -Ac hse dasselb e sei wie der Durc hsc hnitt der Pro-

jektionen der Mengen A

n

auf die x -Ac hse. Dies h

�

atte zur F olge gehabt, da� die

Pro jektion einer b eliebigen Borelmenge A � R

2

auf die x -Ac hse wieder eine Borel-

menge ist. Souslin sah, da� sogar letzteres falsc h ist. Er b ezeic hnete Pro jektionen

v on Borelmengen A � R

2

auf die x -Ac hse als analytische Mengen und zeigte, da�

es analytisc he Mengen gibt, die nic h t Borel sind.

5

Souslin b ewies so dann, da� jede

�

ub erabz

�

ahlbare analytisc he Menge A � R eine p erfekte T eilmenge en th

�

alt.

Ohne es zu ahnen hatte Souslin damit ein Resultat gezeigt, das { jedenfalls ohne

die Hinzunahme gro�er Kardinalzahlen { nic h t zu v erb essern ist. Auf der anderen

Seite liefert die Existenz gro�er Kardinalzahlen, wie wir sp

�

ater sehen w erden, da� es

nic h t n ur k ein analytisc hes Gegen b eispiel zu CH sondern

�

ub erhaupt k ein \de�nier-

bares" Gegen b eispiel zu CH geb en k ann, d.h. da� mit Hilfe gro�er Kardinalzahlen

die aufgekl

�

arkte V ersion v on Can tors Idee durc hf

�

uhrbar ist.

Mit Gegen b eispielen A zu CH mein ten wir bisher Mengen A � R , so da� N <

A < R . Man k ann ab er fragen, ob es \de�nierbare" Gegen b eispiele zu CH in einem

5

Siehe hierzu [17 ]. Ic h dank e Herrn Benjamin Cla v erie daf

�

ur, da� er mir die einsc hl

�

agige P assage

ins Deutsc he

�

ub ersetzt hat.

3



anderen Sinne gibt. Angenommen, CH ist falsc h. Dann existiert eine Surjektion

f : R ! @

2

. Die Menge f ( x; y ) j f ( x ) � f ( y ) g ist dann eine Pr

�

awohlor dnung v on R

der L

�

ange @

2

.

Es stellt sic h die F rage, ob es \de�nierbare" Gegen b eispiele zu CH in dem Sinne

geb en k ann, da� es \de�nierbare" Pr

�

aw ohlordn ungen v on R der L

�

ange � @

2

gibt.

6

Es wird sic h folgendes herausstellen: selbst w enn es k eine einfac hen Gegen b eispiele

A � R zu CH mit N < A < R gibt, so k ann es do c h einfac he Gegen b eispiele zu CH

im Sinne der Existenz langer Pr

�

aw ohlordn ungen v on R geb en.

x 2. Gro�e Kardinalzahlen und die Axiomatisierung der Mengenlehre.

Eine Kardinalzahl � hei�t r e gul

�

ar gdw. es k eine Darstellung � =

S

i 2 I

X

i

v on

� gibt, so da� so w ohl I als auc h jedes X

i

ec h t kleiner als � ist. Beispielsw eise ist

jedes @

n

f

�

ur n 2 N regul

�

ar und auc h jede Nac hfolgerk ardinalzahl �

+

ist regul

�

ar. Auf

der anderen Seite ist @

!

nic h t regul

�

ar, da @

!

=

S

n 2 N

@

n

. Kardinalzahlen, die nic h t

regul

�

ar sind, hei�en singul

�

ar .

In seinen \Grundz

�

ugen der Mengenlehre" fragt Hausdor�, ob es eine

�

ub erabz

�

ahl-

bare regul

�

are Limesk ardinalzahl gibt. Hausdor� k onn te die T ragw eite dieser F rage

nic h t erahnen. Ironisc herw eise sagt er, da� b ereits \die kleinste un ter ihnen v on ei-

ner so exorbitan ten Gr

�

o�e" sei, da� die Betrac h tung einer derartigen Zahl \f

�

ur die

�

ublic hen Zw ec k e der Mengenlehre k aum jemals in Betrac h t k ommen wird."(Siehe [9,

p. 231].) Die Gesc hic h te der Mengenlehre hat jedo c h gezeigt, da� gro�e Kardinal-

zahlen in ihr eine zen trale Rolle spielen.

Es gibt k eine formale De�nition des Begri�s der \gro�en Kardinalzahl". Jedo c h

m u�

�

ub er Axiomatisierungen der Mengenlehre gespro c hen w erden, um diesen Begri�

illustrieren zu k

�

onnen.

V on Zermelo und F raenk el stamm t die heutige Standard-Axiomatisierung der

Mengenlehre. Nac hdem Russell erk ann t hatte, da� f x j x =2 x g k eine Menge sein k ann,

stellte E. Zermelo 1908 das erste brauc h bare Axiomensystem der Mengenlehre v or.

Wir sc hreib en heute ZF C f

�

ur das auf Zermelo (\ Z ") und F raenk el (\ F ") zur

�

uc kge-

hende Axiomensystem der Mengenlehre mit Ausw ahlaxiom (\ C " f

�

ur \c hoice").

In ZF C k ann b ewiesen w erden, da� das Univ ersum V aller Mengen in Stufen

hierarc hisiert ist. Diese Stufen w erden durc h Or dinalzahlen indiziert, die wir ob en

b ereits als Indizes b ei Kardinalzahlen wie @

!

gesehen hab en. Die Ordinalzahlen

ergeb en sic h durc h trans�nite F ortsetzung des Z

�

ahlprozesses, der mit den nat

�

urlic hen

Zahlen 0, 1, 2, ... b eginn t. Die ersten trans�niten Ordinalzahlen sind ! , ! + 1, ...,

! + ! , ... Seit v on Neumann ist die Ordinalzahl � nic h ts anderes als die Menge

6

Diese F rage ist n ur wirklic h in teressan t in der Gegen w art der Existenz gro�er Kardinalzahlen.

Siehe [4 ]. W o o din gab k

�

urzlic h eine in teressan te An t w ort auf diese F rage; siehe x 5.
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aller kleineren Ordinalzahlen, d.h. � = f � j � < � g . Damit ist 0 = ; , 1 = f;g , ...,

! = f 0 ; 1 ; ::: g , ! + 1 = f 0 ; 1 ; :::; ! g , usw. Die Kardinalzahl @

�

ist die �

te

unendlic he

Kardinalzahl. In der T at sind Kardinalzahlen nic h ts anderes als Ordinalzahlen, zu

denen es k eine gleic hm

�

ac h tigen Ordinalzahlen gibt, die im trans�niten Z

�

ahlproze�

zuv or ersc heinen.

Eb enso wie die Klasse der Kardinalzahlen ist auc h die Klasse der Ordinalzahlen

w ohlgeordnet: jede nic h tleere Menge v on Ordinalzahlen en th

�

alt ein kleinstes Ele-

men t. Demnac h sind auc h die durc h Ordinalzahlen indizierten Stufen v on V w ohl-

geordnet. Die Stufen w erden durc h V

�

b ezeic hnet. V

0

ist die leere Menge; V

�

ist

S

� <�

P ( V

�

). Jede Menge liegt in einem V

�

, d.h. V =

S

�

V

�

.

Das Axiomensystem ZF C hat unendlic h viele Axiome. F

�

ur jede k onkrete end-

lic he T eilmenge � v on ZF C existieren { b ew eisbar in ZF C { Stufen V

�

, so da� V

�

Mo dell v on � ist, d.h. so da� jede der Aussagen ' in � gilt, w enn man die in '

v ork ommenden Quan toren auf den Laufb ereic h V

�

einsc hr

�

ankt. Der G

�

odelsc he Un-

v ollst

�

andigk eitssatz impliziert, da� in ZF C allerdings nic h t b ew eisbar ist, da� eine

Stufe V

�

existiert, so da� V

�

Mo dell v on al len Aussagen des Axiomensystems ZF C

ist.

7

Man k ann dies auc h direkter einsehen: Angenommen, ZF C b ew eist die Existenz

einer Stufe � , so da� V

�

Mo dell v on ZF C ist. Dann gibt es in V

�

ein V

�

, so da� V

�

Mo dell v on ZF C ist, usw. D.h. man �ndet eine Menge f �

n

j n 2 N g v on Ordinal-

zahlen, so da� V

�

n +1

2 V

�

n

, d.h. �

n +1

< �

n

, f

�

ur alle n ; dann hat ab er f �

n

j n 2 N g

k ein kleinstes Elemen t.

Ob w ohl die Existenz v on Stufen V

�

, die Mo delle v on ZF C sind, nic h t in ZF C

b ew eisbar ist, k

�

onnen derartige Stufen V

�

nat

�

urlic h denno c h existier en .

Man k

�

onn te eine Kardinalzahl � als gr o� b ezeic hnen, w enn V

�

Mo dell al ler Aus-

sagen des Axiomensystems ZF C ist. Die Existenz einer gro�en Kardinalzahl ist dann

in ZF C nic h t b ew eisbar. Allerdings k ann es singul

�

are Kardinalzahlen � geb en, so

da� V

�

Mo dell v on ZF C ist { deshalb ist eine geeignetere De�nition des Begri�s

\gro�e Kardinalzahl" die folgende. Eine Kardinalzahl � hei�t unerr eichb ar gdw. �

�

ub erabz

�

ahlbar und regul

�

ar ist und w enn mit jedem � < � die Kardinalit

�

at v on V

�

ec h t kleiner als � ist. W enn � unerreic h bar ist, dann ist V

�

Mo dell aller Aussagen v on

ZF C . Insb esondere l

�

a�t sic h die Existenz einer unerreic h baren Kardinalzahl nic h t in

ZF C b ew eisen. Eine gro�e Kardinalzahl w

�

are eine solc he, die jedenfalls unerreic h bar

ist. Unerreic h bare Kardinalzahlen sind \exorbitan t" im Sinne Hausdor�s.

Neb en Hausdor� hab en Zermelo und auc h P . Mahlo sehr fr

�

uh derartige Kardi-

nalzahlen b etrac h tet. Ein b edeutender Ansto� zur Besc h

�

aftigung mit gro�en Kardi-

nalzahl k am aus der Ma�theorie.

Das Vitalisc he Gegen b eispiel zeigt, da� es k ein translationsin v arian tes nic h t-

7

Aufgrund des Kompaktheitssatzes und des G

�

odelsc hen Un v ollst

�

andigk eitssatzes ist in ZF C

nic h t einmal b ew eisbar, da� V zu jeder endlic hen T eilmenge v on ZF C ein Mo dell en th

�

alt.

5



triviales � -additiv es Ma� auf [0 ; 1] geb en k ann (d.h. da� k ein derartiges Ma� alle

T eilmengen v on [0 ; 1] messen k ann). Man k ann ab er fragen, ob es ein (nic h t trans-

lationsin v arian tes) nic h ttriviales � -additiv es Ma� auf [0 ; 1] gibt, w elc hes et w a das

Leb esgue-Ma� fortsetzt.

Eine Kardinalzahl � > @

0

hei�t me�b ar gdw. es ein nic h ttriviales < � -additiv es

zw eiw ertiges Ma� auf � gibt. Ulam hat 1930 b ewiesen, da� jede me�bare Kardinal-

zahl unerreic h bar ist. Damit l

�

a�t sic h die Existenz me�barer Kardinalzahlen nic h t

in ZF C zeigen. Allerdings hab en erst in den 60er Jahren Keisler und T arski mit

mo delltheoretisc hen Metho den gesehen, wie gro� me�bare Kardinalzahlen wirklic h

sind. Beispielsw eise sind me�bare Kardinalzahlen gr

�

o�er als all diejenigen, die Mahlo

eingef

�

uhrt hatte.

x 3. Un v ollst

�

andigk eit.

G

�

odels V ollst

�

andigk eitssatz sagt, da� eine Aussage ' genau dann in einer Theorie

T b ewiesen w erden k ann, w enn jedes Mo dell v on T auc h ein Mo dell v on ' ist. (Siehe

[6].) Eine Aussage ist also aus den Axiomen v on ZF C b ew eisbar dann und n ur dann,

w enn diese Aussage in jedem Mo dell v on ZF C gilt. St

�

ark ere Bew eisbark eitsb egri�e

resultieren daraus, da� man die Klasse der T estmo delle einsc hr

�

ankt (z.B. auf solc he,

die k eine Nic h tstandard-nat

�

urlic hen Zahlen en thalten). Wir w erden sp

�

ater einen

sehr stark en derartigen Bew eisb egri� sehen, der aus j

�

ungsten mengen theoretisc hen

F orsc h ungen erw ac hsen ist.

Eine metamathematisc h zen trale Einsic h t ist G

�

odels Un v ollst

�

andigk eitssatz, den

wir n un genauer ansehen w ollen.

Eine T uring-Maschine ist das mathematisc he Mo dell eines Computers. Gem

�

a�

eines (endlic hen) Programms f

�

uhrt eine solc he Masc hine b ei Eingab e eines \W ortes"

(also et w a einer endlic hen Zi�ernfolge) eine Abfolge v on Rec hensc hritten durc h; diese

Berec hn ung f

�

uhrt dazu, da� die gegeb ene Masc hine { falls die Berec hn ung nac h

endlic h vielen Sc hritten endet { die v orgelegte Eingab e en t w eder akzeptiert o der

verwirft . Sei T eine T uring-Masc hine. Wir sc hreib en T ( w ) # +, falls T die Eingab e

w akzeptiert, T ( w ) # � , falls T die Eingab e w v erwirft, und T ( w ) " falls T b ei

Eingab e v on w nic h t h

�

alt. Das Haltepr oblem fragt, ob b ei gegeb enem T und w gilt,

da� T ( w ) # + o der ob gilt, da� T ( w ) # � o der T ( w ) " .

Jede T uring-Masc hine T l

�

a�t sic h durc h ein W ort p T q \k o dieren". Es gibt eine

universel le T uring-Masc hine, die b ei Eingab e v on p T q , w die Berec hn ung v on T

b ei Eingab e v on w sim uliert. Man k ann fragen, ob das Halteproblem \l

�

osbar" ist,

d.h. ob es eine T uring-Masc hine H gibt, so da� H ( p T q ; w ) # + gdw. T ( w ) # + und

H ( p T q ; w ) # � gdw. T ( w ) # � o der T ( w ) " . F alls ein solc hes H existierte, dann

g

�

ab e es auc h ein H

0

, so da� H

0

( p T q ) # + gdw. H ( p T q ; p T q ) # � . Dann w

�

are ab er

H

0

( p H

0

q ) # + gdw. H ( p H

0

q ; p H

0

q ) # � gdw. H

0

( p H

0

q ) # � o der H

0

( p H

0

q ) " .

6



Das Halteproblem ist also nic h t l

�

osbar. Nun k ann die Aussage T ( w ) # + als

�

0

1

Aussage hingesc hrieb en w erden.

8

Es k ann gezeigt w erden, da� jede w ahre �

0

1

Aussage in der P eano-Arithmetik (bzw. in einem sc h w ac hen F ragmen t derselb en)

b ewiesen w erden k ann. Da das Halteproblem nic h t l

�

osbar ist, k ann es ab er auc h

k eine T uring-Masc hine geb en, die eine v orgelegte �

0

1

Aussage genau dann akzeptiert

(v erwirft) w enn diese w ahr (falsc h) ist.

Damit m u� es n un ab er w ahre �

0

1

S

�

atze geb en, die nic h t in der P eano-Arithmetik

(und nic h t einmal in ZF C o der einer w ahren rekursiv aufz

�

ahlbaren

9

Erw eiterung v on

ZF C ) b ew eisbar sind: andernfalls k

�

onn te man den W ahrheitsw ert einer v orgelegten

�

0

1

Aussage ' so durc h eine T uring-Masc hine en tsc heiden, da� man systematisc h

alle Bew eise in der P eano-Arithmetik (in ZF C ) durc hgeh t und sieh t, ob ' o der die

Negation v on ' b ewiesen wird.

Die T asac he, da� es derartige �

0

1

S

�

atze gibt, ist der f

�

ur uns wic h tige Gehalt des

G

�

odelsc hen Un v ollst

�

andigk eitssatzes. (Siehe [7].) Jede rekursiv aufz

�

ahlbare k onsi-

sten te Erw eiterung v on ZF C ist in diesem stark en Sinne unvol lst

�

andig . Der G

�

odelsc he

Un v ollst

�

andigk eitssatz lehrt uns, da� es Aussagen gibt, die eb enso gerec h tfertigt und

w ahr sind wie ZF C selbst, die ab er in ZF C nic h t b ew eisbar sind: so et w a die Aussage

\ ZF C ist k onsisten t". Die Bew eisbark eit einer Aussage in einer gegeb enen (w ahren)

Theorie ist n ur hinreic hend, nic h t ab er not w endig, f

�

ur die W ahrheit dieser Aussage!

Allerdings m u� gesagt w erden, da� ZF C (und in der T at b ereits w eitaus sc h w

�

ac he-

re Systeme als ZF C ) b ez

�

uglic h \nat

�

urlic her" arithmetisc her Aussagen v ollst

�

andig zu

sein sc hein t: es wurde no c h niemals v on einer v on Zahlen theoretik ern studierten

Aussage so dann gezeigt, da� diese nic h t auf der Basis v on ZF C en tsc hieden w erden

k ann.

10

Im V erlauf des 20. Jahrh underts wurde jedo c h eine endlose F

�

ulle nat

�

urlic her

nichtarithmetischer Aussagen gefunden, die v on ZF C unabh

�

angig sind. Insb esondere

hat sic h herausgestellt, da� CH v on ZF C unabh

�

angig ist.

1938 hat G

�

odel b ewiesen, da� man in ZF C nic h t die Existenz eines Gegen b ei-

spiels zu CH zeigen k ann. (Siehe [8].) Eb enso wic h tig wie das Resultat selbst ist die

Metho de, die G

�

odel en t wic k elte, um dieses Resultat zu erlangen: die Metho de der

8

Eine Aussage ist �

0

1

gdw. sie v on der Gestalt 9 n 2 N ' ist, w ob ei die arithmetisc he Aussage

' n ur b esc hr

�

ankte Quan toren der F orm 8 m < m

0

und 9 m < m

0

en th

�

alt. Eine Aussage ist �

0

1

gdw. sie logisc h

�

aquiv alen t zur Negation einer �

0

1

Aussage ist. Z.B. ist F ermats Letzter Satz eine

�

0

1

Aussage.

9

Eine Menge ist rekursiv aufz

�

ahlbar gdw. sie die Menge der \Ausgab en" einer gegeb enen T uring-

Masc hine b ei v ariierender Eingab e ist.

10

Das hei�t, da� v on Aussagen des T yps der Goldbac hsc hen V erm utung { die

�

ubrigens auc h �

0

1

ist { no c h niemals gezeigt wurde, da� sie v on ZF C unabh

�

angig sind. H. F riedman hat im Ansc hlu�

an P aris-Harrington [14 ] viele zahlen theoretisc he Aussagen isoliert, die v on ZF C unabh

�

angig sind,

die allerdings nic h t v orher unabh

�

angig v on Zahlen theoretik ern b etrac h tet wurden.

7



Konstruktion inner er Mo del le . Ausgehend v on einem b eliebigen Mo dell M v on ZF C

k onstruiert G

�

odel explizit eine T eilklasse L v on M und zeigt, da� L die T atsac he,

Mo dell v on ZF C zu sein, v on M erbt, da� ab er zus

�

atzlic h L auc h Mo dell v on CH

ist. L k ann als das � -minimale

�

M � M c harakterisiert w erden, so da�

�

M Mo dell

v on ZF C ist und alle Ordinalzahlen v on M en th

�

alt. Man b en

�

otigt allerdings eine

k onkretere Besc hreibung v on L um zeigen zu k

�

onnen, da� ein solc hes � -minimales

Mo dell

�

ub erhaupt existiert. Seit den 60er Jahren hat sic h v or allem R. B. Jensen

hinsic h tlic h derartiger feinstruktureller Analysen v on L (und v erw andter Mo delle)

v erdien t gemac h t.

1963 hat P . Cohen b ewiesen, da� man in ZF C nic h t CH zeigen k ann. (Siehe

[2].) Seine Metho de k onstruiert \

�

au�ere" Mo delle; der g

�

angige Name ist allerdings

F or cing (\Erzwingungsmetho de").

Ein Mo dell der Mengenlehre hat die F orm ( M ; E ). Hierb ei ist M das Univ ersum

des Mo dells und E � M � M in terpretiert die 2 Relation. Ob w ohl es nic h t not w endig

ist, so ist es do c h f

�

ur das F orcing zw ec km

�

a�ig anzunehmen, da� M transitiv ist

(d.h. x 2 M ) x � M ) und da� E die Einsc hr

�

ankung der wirklic hen 2 Relation

auf M ist, d.h. ( M ; E ) = ( M ; 2 � M ). Dann ist z.B. die Menge der reellen Zahlen

aus der Sic h t des Mo dells die Menge aller (wirklic hen) reellen Zahlen, die Elemen te

v on M sind. W enn also et w a M abz

�

ahlbar ist, so hat M auc h n ur abz

�

ahlbar viele

relle Zahlen, ab er da ( M ; 2 � M ) Mo dell v on ZF C ist, glaubt ( M ; 2 � M ) nat

�

urlic h,

da� es

�

ub erabz

�

ahlbar viele reelle Zahlen gibt.

Aufgrund des Satzes v on L

�

ow enheim-Sk olem existiert ein Mo dell ( M ; 2 � M ) v on

ZF C genau dann, w enn es ein abz

�

ahlbares solc hes gibt. Cohen gelingt es n un mit

Hilfe seiner Metho de, eine Sequenz ~ r = ( r

i

: i < @

M

2

) zu w

�

ahlen und so zu ( M ; 2 � M )

zu adjungieren, da� in der Mo dellerw eiterung ( M [ ~ r ] ; 2 � M [ ~ r ]) wiederum ZF C gilt

und zus

�

atzlic h eb endiese Sequenz ~ r b ezeugt, da� CH falsc h ist.

11

Cohens Metho de erlaubt es auc h, ausgehend v on einem abz

�

ahlbaren Mo dell

( M ; 2 � M ) v on ZF C eine Mo dellerw eiterung ( M [ c ] ; 2 � M [ c ]) zu �nden, in der

ZF C + CH gilt. Durc h F orcing k ann also CH so w ohl \ein-" als auc h \ausgesc haltet"

w erden.

G

�

odel initiierte das Programm, ZF C durc h Hinzunahme v on P ostulaten, die die

Existenz gro�er Kardinalzahlen ausdr

�

uc k en, zu \v erv ollst

�

andigen". Insb esondere

hatte G

�

odel v erm utet, da� geeignete gro�e Kardinalzahlen eine An t w ort auf die

F rage liefern sollten, ob CH eine w ahre Aussage ist o der nic h t. G

�

odels Programm

w ar, eine Aussage ' zu �nden, die die Existenz einer gro�en Kardinalzahl ausdr

�

uc kt,

so da� in ZF C + ' en t w eder CH o der die Negation v on CH b ewiesen wird. Ob w ohl

11

Hierb ei ist @

M

2

das @

2

aus der Sic h t des Mo dells M = ( M ; 2 � M ). Es ist wic h tig zu zeigen, da�

@

M

2

auc h das @

2

in der Mo dellerw eiterung bleibt, d.h. @

M

2

= @

M [ ~ r ]

2

, so da� dann ~ r b ezeugt, da� CH

in M [ ~ r ] falsc h ist.
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G

�

odel v or dem Ersc heinen Cohens no c h nic h t wissen k onn te, da� CH v on ZF C un-

abh

�

angig ist, so v erm utete er dies do c h; er w ar der Au�assung, da� es @

2

viele reelle

Zahlen g

�

ab e. Angesic h ts mo derner En t wic klungen, die in x 5 und x 6 dargestellt w er-

den, stellt sic h dieses \V orurteil" b ez

�

uglic h der M

�

ac h tigk eit v on R als

�

ub errasc hend

v orausblic k end dar. Zugleic h m u� ab er gesagt w erden, da� G

�

odels Programm, CH

mit Hilfe gro�er Kardinalzahlen en tsc heiden zu w ollen, sic h in dieser direkten F orm

nac h w eislic h als nic h t durc hf

�

uhrbar herausstellt. Mit Hilfe der Cohensc hen F orcing-

Metho de k onn ten Levy und Solo v a y zeigen, da� gro�e Kardinalzahlen so w ohl mit

CH als auc h mit der Negation v on CH v ertr

�

aglic h sind.

12

Es ist nic h t sc h w er einzusehen, da� CH als Aussage der F orm 9 X 2 P ( R ) ' ( X )

gesc hrieb en w erden k ann, w ob ei alle w eiteren Quan toren in ' auf R (o der so-

gar N ) b esc hr

�

ankt sind. ZF C ist v ollst

�

andig b ez

�

uglic h \nat

�

urlic her" arithmetisc her

Aussagen, und ZF C ist un v ollst

�

andig b ez

�

uglic h CH . Gibt es \nat

�

urlic he" pr ojekti-

ve Aussagen,

13

d.h. Aussagen, deren Komplexit

�

at zwisc hen derjenigen arithmeti-

sc her und derjenigen v on CH liegen, b ez

�

uglic h derer ZF C un v ollst

�

andig ist? Wir

w erden sogleic h pro jektiv e Aussagen sehen, b ez

�

uglic h derer G

�

odels Programm di-

rekt durc hf

�

uhrbar ist, d.h. die mit Hilfe gro�er Kardinalzahlen en tsc hieden w erden

k

�

onnen.

Nac hdem Cohen seine Metho de en tdec kt hatte, wurde diese auf unz

�

ahlige v or-

liegende Probleme der Mengenlehre angew andt. Sehr bald hat R. Solo v a y gezeigt,

da� zu einem (abz

�

ahlbaren) Mo dell ( M ; 2 � M ) v on ZF C + \es gibt eine unerreic h-

bare Kardinalzahl" eine F orcing-Mo dellerw eiterung der F orm ( M [ A ] ; 2 � M [ A ]) exi-

stiert, in der jede

�

ub erabz

�

ahlbare \de�nierbare" Menge reeller Zahlen eine p erfekte

T eilmenge b esitzt. Genauer gesagt gilt in Solo v a ys Mo dell, da� b eispielsw eise jede

�

ub erabz

�

ahlbare pro jektiv e Menge reeller Zahlen eine p erfekte T eilmenge b esitzt, so

da� es k ein pro jektiv es Gegen b eispiel zu CH geb en k ann. Eine Menge ist pr ojektiv

w enn sie durc h endlic h viele Sc hritte v on Pro jektion und Komplemen tbildung aus

einer Borelmenge im R

k

gew onnen w erden k ann.

14

Analytisc he Mengen sind also auf

der un tersten Stufe der Hierarc hie pro jektiv er Mengen.

G

�

odel hatte 1938 b ewiesen, da� in seinem inneren Mo dell L pro jektiv e Mengen

reeller Zahlen ohne p erfekte T eilmengen existieren. Sp ec k er hat diese Aussage 1957

deutlic h v ersc h

�

arft, indem er zeigen k onn te, da� die Kardinalzahl @

1

aus der Sic h t des

G

�

odelsc hen Mo dells L unerreic h bar ist, falls jede

�

ub erabz

�

ahlbare pro jektiv e Menge

12

Man sollte erw

�

ahnen, da� M. F oreman ein Szenario v orsc hl

�

agt, CH mit Hilfe \v erallgemei-

nerter gro�er Kardinalzahlen" zu b ew eisen. Siehe [3]. Leider k ann auf diesen V orsc hlag hier nic h t

eingegangen w erden.

13

Eine Aussage ist pro jektiv gdw. alle in ihr v ork ommenden Quan toren auf R (o der sogar N )

b esc hr

�

ankt sind.

14

Man sieh t leic h t, da� eine Menge pro jektiv ist gdw. sie durc h eine pro jektiv e F ormel de�niert

w erden k ann.

9



reeller Zahlen eine p erfekte T eilmenge b esitzt.

Die Aussage, eine gegeb ene

�

ub erabz

�

ahlbare pro jektiv e Menge reeller Zahlen hab e

eine p erfekte T eilmenge, ist eine pro jektiv e Aussage. Diese ist nic h t n ur unabh

�

angig

v on ZF C , ihre W ahrheit impliziert sogar, da� es eine gro�e Kardinalzahl in einem

inneren Mo dell gibt.

Die Ergebnisse v on Solo v a y und Sp ec k er illustrieren die in tec hnisc her Hinsic h t

vielleic h t b edeutendste Rolle, die gro�e Kardinalzahlen in der mo dernen Mengenleh-

re einnehmen. Zw ei Aussagen ' und  hei�en

�

aquikonsistent (mo dulo ZF C ), w enn die

Konsistenz v on ZF C + ' die Konsistenz v on ZF C +  impliziert und umgek ehrt. Es ist

n un eine erstaunlic he empirisc he T atsac he, da� jede nat

�

urlic he mengen theoretisc he

Aussage

�

aquik onsisten t ist zu einer Aussage, die die Existenz gro�er Kardinalzahlen

b ehauptet. Dies f

�

uhrt dazu, da� die nat

�

urlic hen mengen theoretisc hen Aussagen hin-

sic h tlic h ihrer \Konsistenzst

�

ark e" (d.h. derjenigen

�

aquik onsisten ten Aussage

�

ub er

die Existenz gro�er Kardinalzahlen) w ohlgeordnet sind. CH und die Negation v on

CH hab en b eide Konsistenzst

�

ark e 0, ab er die Aussage, w onac h jede

�

ub erabz

�

ahlbare

pro jektiv e Menge reeller Zahlen eine p erfekte T eilmenge hat, b esitzt \es existiert

eine unerreic h bare Kardinalzahl" als Konsistenzst

�

ark e.

Die Konsistenzst

�

ark e einer Aussage sagt nic h ts

�

ub er ihren W ahrheitsw ert. Ab er

die Metho de der Ermittlung der Konsistenzst

�

ark e k ann do c h et w as

�

ub er die Plau-

sibilit

�

at der gegeb enen Aussage mitteilen. T ypisc herw eise erfolgt die eine Ric h tung

des

�

Aquik onsistenzb ew eises durc h F orcing, die andere durc h innere Mo delle.

15

Ist diese Aussage, da� es k ein pro jektiv es Gegen b eispiel zu CH geb en k ann, n un

eine wahr e Aussage? Der Sc hl

�

ussel zur An w ort v erbirgt sic h im Begri� der \Deter-

miniertheit".

x 4. Determiniertheit.

Das Resultat v on Souslin (siehe x 1) b esagt, da� analytisc he Mengen k ein Ge-

gen b eispiel zur Kon tin uumsh yp othese CH liefern k

�

onnen. Wie steh t es mit ko analy-

tischen Mengen, d.h. Komplemen ten analytisc her Mengen? An dieser F rage lassen

sic h w esen tlic he Asp ekte der mo dernen Mengenlehre illustrieren.

Sei A � [0 ; 1]. Betrac h ten wir das folgende Spiel, G ( A ). Zw ei Spieler, I und I I ,

spielen ab w ec hselnd je ein Elemen t k

n

der Menge f 0 ; 1 g . Das Spiel ist unendlic h lang,

und w enn es v or

�

ub er ist, dann hab en die b eiden Spieler eine unendlic he 0-1-F olge

pro duziert:

15

Die Innere-Mo delltheorie-Ric h tung erfordert die Konstruktion einer Klasse v on Mo dellen, so-

genann ter Kernmo del le , die G

�

odels L v erallgemeinern. Dieses tec hnisc h sehr anspruc hsv olle Un ter-

fangen wurde v or allem durc h R. B. Jensen, T. Do dd, W. Mitc hell, J. Steel und W. H. W o o din

v orangetrieb en.
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I k

0

k

2

� � �

I I k

1

k

3

� � �

Wir sagen, da� I gewinn t gdw. die pro duzierte 0-1-F olge ein Elemen t der v orgelegten

Menge A k o diert, d.h. w enn

1

X

n =0

k

n

2

n +1

2 A:

Derartige Spiele wurden zuerst 1953 v on Gale und Stew art un tersuc h t. Einige

solc her Spiele sind determiniert. Man sagt, da� I eine Gewinnstrategie hat gdw. I

eine Strategie b esitzt, so da� jeder Spielv erlauf, in dem I dieser Strategie folgt, einen

Co de f

�

ur eine reelle Zahl pro duziert, die in A liegt. Analog de�niert man die Aussage,

da� I I eine Gewinnstrategie hat. Das Spiel G ( A ) (o der auc h die Menge A selbst)

hei�t determiniert gdw. einer der b eiden Spieler eine Gewinnstrategie b esitzt.

Es hat sic h herausgestellt, da� Determiniertheitsannahmen und Annahmen zur

Existenz gro�er Kardinalzahlen in W ahrheit zw ei Seiten ein und derselb en Medaille

sind.

Die Bedeutung v on Determiniertheitsannahmen ist f

�

ur uns zun

�

ac hst die folgende.

Da vis hat 1964 folgendes gezeigt: w enn � eine \v ern

�

unftig abgesc hlossene" Klasse

v on T eilmengen v on [0 ; 1] ist, dann impliziert die Aussage, da� jedes A 2 � deter-

miniert ist, da� jedes

�

ub erabz

�

ahlbare A 2 � eine p erfekte T eilmenge b esitzt. Dies

b edeutet, da� die Determiniertheit aller Mengen in � b edingt, da� Mengen in �

k eine Gegen b eispiele zu CH stellen k

�

onnen.

D. Martin hat b ewiesen, da� jede Borelmenge determiniert ist. Dieser Bew eis

wird in ZF C gef

�

uhrt und liefert so dann auc h einen neuen umst

�

andlic heren Bew eis

des Hausdor�/Alexandro vsc hen Resultates, w onac h jede

�

ub erabz

�

ahlbare Borelmen-

ge eine p erfekte T eilmenge b esitzt.

D. Martin hat n un ab er 1970 auc h b ewiesen, da� jedes k oanalytisc he A � [0 ; 1]

determiniert ist { un ter der V oraussetzung, da� eine me�bare Kardinalzahl existiert.

(Siehe [11].) Aufgrund des Satzes v on Da vis k ann es also in der Gegen w art me�barer

Kardinalzahlen k eine k oanalytisc hen Gegen b eispiele zu CH geb en.

Diese Erk enn tnis wurde in den sp

�

aten 80er Jahren auf sp ektakul

�

are Art und

W eise v erallgemeinert. Eine Kardinalzahl � ist eine Wo o din-Zahl w enn die Stufe

V

�

sehr stark e Reektionseigensc haften b esitzt.

16

Martin und Steel hab en b ewiesen:

w enn es unendlic h viele W o o din-Zahlen gibt, dann ist jede pro jektiv e Menge reeller

Zahlen determiniert. (Siehe [12].) Das Resultat v on Martin und Steel b esagt dann

aufgrund der Aussage v on Da vis, da� es in der Gegen w art v on unendlic h vielen

16

Die formale De�nition v on \ � ist W o o din" ist f

�

ur uns nic h t wic h tig. Un terhalb einer W o o din-

Zahl � existieren � viele me�bare Kardinalzahlen.

11



W o o din-Zahlen k ein pro jektiv es Gegen b eispiel zu CH geb en k ann { genauer gesagt,

da� es k ein pro jektiv es A � R mit N < A < R gibt. Die aufgekl

�

arte V ersion

v on Can tors Idee zum Bew eis v on CH wurde damit durc hgef

�

uhrt { jedenfalls un ter

Zuhilfenahme gro�er Kardinalzahlen.

Do c h es gilt mehr. Wir w ollen mit PD (\Pro jektiv e Determiniertheit") die An-

nahme b ezeic hnen, da� jedes pro jektiv e A � [0 ; 1] determiniert sei. Eb enso wie ZF C

(o der b ereits sehr sc h w ac he F ragmen te da v on) v ollst

�

andig b ez

�

uglic h \nat

�

urlic her"

arithmetisc her Aussagen zu sein sc hein t, so ersc hein t n un ZF C + PD als v ollst

�

andig

b ez

�

uglic h \nat

�

urlic her" pro jektiv er Aussagen. Beispielsw eise impliziert ZF C + PD ,

da� jede pro jektiv e Menge reeller Zahlen Leb esgue-me�bar ist und die Eigensc haft

v on Baire b esitzt und da� jede pro jektiv e T eilmenge v on R

2

durc h eine pro jektiv e

F unktion uniformisiert w erden k ann.

17

Wir hab en gesehen, da� die Existenz gro�er Kardinalzahlen (genauer: die Exi-

stenz v on W o o din-Zahlen) PD b ew eist. Man k ann mit Hilfe v on G

�

odels Metho de

der inneren Mo delle zeigen, da� umgek ehrt PD die Existenz v on W o o din-Zahlen in

inneren Mo dellen liefert. Die Theorie ZF C + PD ist also in W ahrheit eine Theorie,

die die Existenz gro�er Kardinalzahlen (in inneren Mo dellen) p ostuliert.

Es gibt k ompliziertere \de�nierbare" Mengen als es die pro jektiv en Mengen sind.

Beispielsw eise die \h yp erpro jektiv en" Mengen, die im � -minimalen inneren Mo dell

L ( R ) liegen, das alle reellen Zahlen en th

�

alt. Gegen w

�

artig k

�

onn te man den Begri�

\de�nierbare Menge reeller Zahlen" als durc h \univ ersell Bairesc h" expliziert anse-

hen. A � R ist univ ersell Bairesc h gdw. f

�

ur jede stetige F unktion f : X ! R , w ob ei

X ein top ologisc her Raum ist, das Urbild v on A un ter f die Bairesc he Eigensc haft in

X hat. Un ter der Annahme der Existenz einer ec h ten Klasse v on W o o din-Zahlen ist

A � R univ ersell Bairesc h gdw. A homogen Souslinsc h ist. Der Bew eis v on D. Mar-

tin, w onac h k oanalytisc he Mengen determiniert sind, zeigt in W ahrheit, da� alle

homogen Souslinsc hen Mengen { und damit al le \de�nierbaren" Mengen { determi-

niert sind.

Ist PD eine w ahre Aussage? Die T atsac he, da� ZF C + PD v ollst

�

andig b ez

�

uglic h

\nat

�

urlic her" pro jektiv er Aussagen ist, k ann alleine no c h nic h t f

�

ur die W ahrheit v on

PD sprec hen, da auc h die Aussage V = L (d.h. das Univ ersum aller Mengen ist

iden tisc h mit G

�

odels innerem Mo dell) diese V ollst

�

andigk eitseigensc haft b esitzt. Wir

hab en uns dem Begri� der \Absolutheit" zuzu w enden.

x 5. Absolutheit.

Man k ann fragen, wie sic h der W ahrheitsw ert gegeb ener Aussagen ' v erh

�

alt,

17

W o o din hatte 1981 die V erm utung ausgespro c hen, da� diese Konsequenz aus PD in W ahrheit

�

aquiv alen t zu PD ist. 1997 widerlegte J. Steel diese V erm utung. Mittlerw eile wurde die Konsi-

stenzst

�

ark e dieser Konsequenz aus PD exakt b erec hnet; cf. [15 ].

12



w enn man v on V zu einer generisc hen Erw eiterung v on V

�

ub ergeh t. Beispielsw eise

bleibt der W ahrheitsw ert einer arithmetisc hen Aussage un v er

�

andert, da F orcing k ei-

ne neuen nat

�

urlic hen Zahlen hinzuf

�

ugt. Der Satz v on Sho en�eld impliziert, da� sogar

der W ahrheitsw ert v on �

1

2

Aussagen b eim

�

Ub ergang zu generisc hen Erw eiterungen

v on V b eib ehalten bleibt.

18

Dies ist optimal insofern, als ZF C nicht b ew eist, da� der

W ahrheitsw ert k omplizierterer pro jektiv er Aussagen b eim

�

Ub ergang zu generisc hen

Erw eiterungen v on V b eib ehalten bleibt.

Man sagt, V sei pr ojektiv absolut gdw. der W ahrheitsw ert b eliebiger pro jektiv er

Aussagen b eim

�

Ub ergang zu F orcing-Erw eiterungen v on V b eib ehalten bleibt. W enn

es eine ec h te Klasse v on W o o din-Zahlen gibt, dann ist V pro jektiv absolut.

Es gilt sogar mehr: Wir w ollen sagen, V sei hyp erpr ojektiv absolut gdw. die Theo-

rie v on L ( R ), d.h. des � -minimalen inneren Mo dells, das alle reellen Zahlen en th

�

alt,

b eim

�

Ub ergang zu F orcing-Erw eiterungen v on V b eib ehalten bleibt. W enn es eine

ec h te Klasse v on W o o din-Zahlen gibt, dann ist V h yp erpro jektiv absolut.

W o o din hat n un die folgende erstaunlic he Aussage b ewiesen: w enn V h yp erpro-

jektiv absolut ist, dann gilt Pro jektiv e Determiniertheit. Dies b edeutet, das Credo, V

solle h yp erpro jektiv absolut sein, v erpic h tet dazu, Pro jektiv e Determiniertheit und

alle Konsequenzen aus Pro jektiv er Determiniertheit anzunehmen. Da PD b ez

�

uglic h

\nat

�

urlic her" pro jektiv er Aussagen v ollst

�

andig zu sein sc hein t, legt die Annahme, V

sei h yp erpro jektiv absolut, den W ahrheitsw ert \nat

�

urlic her" pro jektiv er Aussagen

fest.

Pro jektiv e Absolutheit bzw. h yp erpro jektiv e Absolutheit ist somit sic herlic h ein

guter Rahmen f

�

ur die W ahl einer Theorie. Man sagt, diejenigen \nat

�

urlic hen" pro-

jektiv en Aussagen seien w ahr, die un ter der Annahme gelten, der W ahrheitsw ert

(h yp er-)pro jektiv er Aussagen k

�

onne nic h t durc h F orcing ge

�

andert w erden. Da h y-

p erpro jektiv e Absolutheit insb esondere PD impliziert und da PD wiederum die Exi-

stenz v on W o o din-Zahlen in inneren Mo dellen impliziert, so ist das Bew egen im

Rahmen v on h yp erpro jektiv er Absolutheit eines im Rahmen gro�er Kardinalzahlen.

Man k ann die Idee, ZF C durc h Absolutheitsannahmen zu \v erv ollst

�

andigen" auc h

jenseits pro jektiv er Aussagen v oran treib en. Insb esondere k

�

onnen wir zu Aussagen

der Komplexit

�

at v on CH v orsto�en.

Arithmetisc he Aussagen sprec hen

�

ub er nat

�

urlic he Zahlen. Pro jektiv e Aussagen

sprec hen

�

ub er reelle Zahlen, die als T eilmengen v on N und damit auc h als T eil-

18

Da V al le Mengen en th

�

alt, gibt es nat

�

urlic h strenggenommen gar k eine nic h ttrivialen gene-

risc hen Erw eiterungen v on V . Anstelle

�

ub er (den W ahrheitsw ert v on Aussagen in) generisc he(n)

Erw eiterungen v on V zu sprec hen, sollten wir also eigen tlic h

�

ub er (den W ahrheitsw ert v on Aus-

sagen in) generisc he(n) Erw eiterungen v on hinreic hend elemen taren transitivierten abz

�

ahlbaren

Substrukturen v on V sprec hen. Eine Aussage ist �

1

2

gdw. sie in der F orm 9 x 2 R 8 y 2 R '

gesc hrieb en w erden k ann, w ob ei ' arithmetisc h ist. Jede �

1

2

Aussage ist also pro jektiv.

13



mengen v on @

0

k o diert w erden k

�

onnen. W enn wir hinsic h tlic h CH zun

�

ac hst neutral

bleib en w ollen, dann sollten Aussagen des n

�

ac hsth

�

oheren Komplexit

�

atsgrades solc he

sein, die

�

ub er T eilmengen v on @

1

sprec hen, d.h. solc he, in denen alle Quan toren auf

T eilmengen v on @

1

b esc hr

�

ankt sind. CH k ann als Aussage der F orm 9 X � @

1

'

gesc hrieb en w erden, w ob ei alle in ' v ork ommenden Quan toren auf Elemen te v on @

1

und T eilmengen o der gar Elemen te v on @

0

b esc hr

�

ankt sind. Aussagen dieses T yps

hei�en �

P ( @

1

)

1

.

Da der W ahrheitsw ert v on CH durc h F orcing ge

�

andert w erden k ann, k ann V nic h t

absolut bzgl. Aussagen des T yps �

P ( @

1

)

1

sein. Man k ann ab er die Klasse der erlaub-

ten F orcings einsc hr

�

ank en und v erlangen, V sei �

P ( @

1

)

1

absolut b ez

�

uglic h F orcing-

Erw eiterungen, die durc h ein F orcing aus der Klasse der erlaubten F orcings gew on-

nen wurden.

Man gelangt so zu einer Aussage, die \Bounded Martin's Maxim um" (kurz

BMM ) genann t wird. (Siehe [5].) Man sagt, ein F orcing b ew ahre station

�

are Men-

gen, w enn jede station

�

are T eilmenge v on @

1

auc h station

�

ar bleibt in der en tspre-

c henden F orcing-Erw eiterung v on V .

19

BMM sagt folgendes: w enn das F orcing P

station

�

are Mengen b ew ahrt, dann gilt eine �

P ( @

1

)

1

Aussage in V gdw. sie in einer

(jeder) F orcing-Erw eiterung v on V gilt, die mittels P gew onnen wurde.

Es l

�

a�t sic h zeigen, da� die Klasse der F orcings, die station

�

are Mengen b ew ahren,

die \maximale" erlaubte Klasse f

�

ur ein deratiges Axiom ist.

Nun hat S. T o dorcevic 2002 b ewiesen, da� BMM die F rage b ean t w ortet, wieviele

reelle Zahlen es gibt. (Siehe [18 ].) T o dorcevic zeigt, da� un ter BMM eine Bijek-

tion f : R ! @

2

existiert, so da� f ( x; y ) j f ( x ) � f ( y ) g de�nierbar

�

ub er P ( @

1

) ist.

20

W om

�

oglic h liefert BMM sogar eine lange pro jektiv e Pr

�

aw ohlordn ung v on R (vgl. x 1).

Wir b e�nden uns un ter BMM wieder in einem Kon text gro�er Kardinalzahlen,

da gezeigt wurde, da� BMM die Konsistenz me�barer Kardinalzahlen liefert. (Siehe

[16].)

21

Dar

�

ub erhinaus en tsc heidet BMM eine F

�

ulle w eiterer in teressan ter Aussagen

(siehe [13]).

Das Axiom BMM ist k onsisten t mit PD .

22

W enn ein m

�

oglic hst hohes Ausma� an

F orcing-Absolutheit ein gutes Kriterium f

�

ur die W ahl einer Theorie ist, so sollten

wir ZF C + PD + BMM f

�

ur eine gute W ahl halten! Diese Theorie en tsc heidet alle

\nat

�

urlic hen" pro jektiv en Aussagen, sie v erwirklic h t Can tors Idee zum induktiv en

19

Ein A � @

1

ist station

�

ar, w enn A in gewisser W eise \dic k" ist. Die genaue De�nition ist f

�

ur

uns nic h t wic h tig.

20

Insb esondere ist dann 2

@

0

= @

2

. Eine V erst

�

arkung v on BMM , n

�

amlic h \Martin's Maxim um",

impliziert aufgrund eines Satzes v on W o o din, da� es eine pro jektiv e Pr

�

aw ohlordn ung v on R der

L

�

ange @

2

gibt; cf. [19 ].

21

Die F rage der Konsistenzst

�

ark e v on BMM ist eine wic h tige o�ene F rage der gegen w

�

artigen

Mengenlehre.

22

Es ist gegen w

�

artig nic h t b ek ann t, ob nic h t BMM sogar PD impliziert.

14



Bew eis v on CH insofern, als sie zeigt, da� k ein pro jektiv es A mit N < A < R

existieren k ann, und sie en tsc heidet denno c h CH negativ, indem sie in einem anderen

Sinne ein de�nierbares Gegen b eispiel zu CH liefert.

Eine ausgefeiltere Argumen tation, die F orcing-Absolutheit als Leitfaden der Theo-

riew ahl nimm t und die eb enfalls CH negativ en tsc heidet, wurde k

�

urzlic h durc h

W. Hugh W o o din en t w orfen.

x 6. 
 -Logik.

In x 3 wurde erw

�

ahn t, da� ein st

�

ark erer Bew eisb egri� daraus resultiert, da� man

die Klasse der T estmo delle einsc hr

�

ankt. Aufgrund v on G

�

odels V ollst

�

andigk eitssatz

ist eine Aussage ' aus einer Theorie T genau dann b ew eisbar, w enn ' in allen

Mo dellen v on T gilt. W enn man n un et w a sagt, ' sei in einem st

�

ark eren Sinne aus

T b ew eisbar gdw. jedes tr ansitive Mo dell v on T auc h ein Mo dell v on ' ist, dann

b ew eist ZF C in diesem st

�

ark eren Sinne jede w ahre arithmetisc he (und sogar jede

w ahre analytisc he { nic h t ab er jede w ahre �

1

2

) Aussage.

Da wir da v on ausgehen, da� V pro jektiv absolut ist, d.h. sic h der W ahrheitsw ert

pro jektiv er Aussagen b eim

�

Ub ergang zu b eliebigen F orcing-Erw eiterungen v on V

nic h t

�

andert, w

�

are eine gew agte ab er sinn v olle Einsc hr

�

ankung der Klasse aller T est-

mo delle w ohl dadurc h gegeb en zu sagen, ' sei aus ZF C in einem sehr stark en Sinne

b ew eisbar gdw. jede F orcing-Erw eiterung einer Stufe V

�

, die Mo dell v on ZF C ist,

auc h ein Mo dell v on ' ist. Un ter der V oraussetzung Pro jektiv er Absolutheit w

�

are

dann jede w ahre pro jektiv e Aussage in diesem sehr stark en Sinne b ew eisbar.

Diesen sehr stark en Bew eisbark eitsb egri� nenn t W o o din \


�

Bew eisbark eit".

(Siehe [19 ].) Der nat

�

urlic he Hin tergrund f

�

ur die Diskussion v on 


�

Bew eisbark eit

ist die Theorie ZF C + es gibt eine ec h te Klasse v on W o o din-Zahlen.

23

V or diesem

Hin tergrund ist n un et w a PD (und damit alle Konsequenzen v on PD ) aus ZF C 


�

b ew eisbar { allerdings ist PD b ereits im

�

ublic hen Sinne v or diesem Hin tergrund b e-

w eisbar. Es gilt jedo c h mehr, w enn wir n un im folgenden jederzeit stillsc h w eigend

ZF C + es gibt eine ec h te Klasse v on W o o din-Zahlen annehmen.

Die Theorie ZF C ist 


�

v ollst

�

andig b ez

�

uglic h pro jektiv er Aussagen, d.h. f

�

ur jede

pro jektiv e Aussage ' gilt, da� en t w eder ' o der ihre Negation in ZF C 


�

b ew eisbar

ist. Dies liegt einfac h daran, da� V pro jektiv absolut ist.

Auf der anderen Seite ist ZF C nicht 


�

v ollst

�

andig b ez

�

uglic h k omplexerer Aus-

sagen. Da der W ahrheitsw ert v on CH durc h F orcing ge

�

andert w erden k ann, ist ZF C

nic h t 


�

v ollst

�

andig b ez

�

uglic h Aussagen des T yps �

P ( @

1

)

1

. Man k ann ab er fragen,

23

Die Gegen w art einer ec h ten Klasse v on W o o din-Kardinalzahlen erlaubt Argumen te mit Hilfe

des \stationary to w er forcings". Wir hatten b ereits gesehen, da� v or diesem Hin tergrund jede

univ ersell Bairesc he Menge determiniert ist.

15



ob es eine sinn v olle V erv ollst

�

andigung (im Sinne der 


�

Logik) v on ZF C b ez

�

uglic h

Aussagen dieses T yps o der b ez

�

uglic h k omplexerer Aussagen gibt.

Es tut sic h hier eine in teressan te Asymmetrie auf, die ein w eiteres Argumen t

gegen CH sein k

�

onn te.

Zun

�

ac hst jedo c h ersc hein t es w

�

unsc hensw ert, einen Bew eisb egri� zur V erf

�

ugung

zu hab en, der nic h t auf V b ezugnimm t.

24

Dies gesc hieh t mit Hilfe des Begri�s der

\
 Bew eisbark eit". Eine Aussage ' ist 
 b ew eisbar aus T gdw. jedes hinreic hend

abgesc hlossene Mo dell v on T auc h ein Mo dell v on ' ist. Hier k ann \M ist hinreic hend

abgesc hlossen" z.B. b edeuten: M ist transitiv, o der: M ist transitiv und zu jedem

x 2 M gibt es in M ein inneres Mo dell mit einer me�baren Kardinalzahl, das x

en th

�

alt, usw. In tec hnisc her Sic h t wird die Abgesc hlossenheit eines Mo dells durc h

gewisse univ ersell Bairesc he = homogen Souslinsc he Mengen reeller Zahlen b ezeugt.

Die univ ersell Bairesc he Menge \ist" dann der 
 Bew eis, die \L

�

ange" des Bew eises

ist der W adge-Rang der univ ersell Bairesc hen Menge.

Nac h unserem Kenn tnisstand ist die einzige Art und W eise, F orcing-Absolutheit

zu zeigen dadurc h gegeb en, univ ersell Bairesc he = homogen Souslinsc he Mengen

reeller Zahlen zu Hilfe zu nehmen. Dies b edeutet, da� W o o dins Begri� der 
 Be-

w eisbark eit praktisc h dem Begri� der 


�

Bew eisbark eit en tsprec hen sollte. F ormal

k ann W o o din zeigen: w enn ' 
 b ew eisbar aus T ist, dann ist ' auc h 


�

b ew eisbar

aus T . Es k

�

onn te ab er ein Absolutheitsph

�

anomen v orliegen, das nic h t in homogen

Souslinsc hen Mengen reeller Zahlen b egr

�

undet ist { auc h w enn wir ein solc hes Bei-

spiel heute nic h t k ennen. W o o dins 
 V ermutung sagt, da� dies nicht der F all ist:

w enn ' 


�

b ew eisbar aus T ist, dann ist ' auc h 
 b ew eisbar aus T .

25

Nun hat W o o din gezeigt, da� k eine rekursiv aufz

�

ahlbare 
 k onsisten te Theorie


 v ollst

�

andig b ez

�

uglic h aller �

2

3

Aussagen ist.

26

Dies setzt eine Sc hrank e f

�

ur das

Ziel der V erv ollst

�

andigung einer Theorie. W om

�

oglic h sogar sollte dieses Resultat

v on W o o din die F rage aufw erfen, ob nic h t die 
 V ollst

�

andigk eit einer Theorie ein

eb enso sc hlec h tes Kriterium f

�

ur die W ahl einer Theorie ist wie dies (aufgrund des

G

�

odelsc hen Un v ollst

�

andigk eitssatzes) die V ollst

�

andigk eit einer Theorie im

�

ublic hen

Sinne ist.

27

Auf der anderen Seite k

�

onn te ab er die Existenz dieser Sc hrank e zu

einer aufgekl

�

arten V ersion des Kriteriums der 
 V ollst

�

andigk eit als Kriterium der

Theoriew ahl f

�

uhren.

W o o din hat gezeigt, da� es eine sinn v olle Erw eiterung v on ZF C gibt, die 


24

W enn man die Bezugnahme auf V erlaubt, w arum sollte man nic h t ' als b ew eisbar ansehen

gdw. V Mo dell v on ' ist?

25

Diese 
 V erm utung ist eine prominen te o�ene F rage. W o o din hat partielle Resultate, die die


 V erm utung st

�

utzen.

26

Eine Aussage ist �

2

3

gdw. sie v on der Gestalt 9 X � R 8 Y � R 9 Z � R ' ist, w ob ei ' pro jektiv

ist.

27

So et w a argumen tiert Steel.

16



v ollst

�

andig b ez

�

uglic h Aussagen

�

ub er T eilmengen v on @

1

ist. Ein Beispiel hierf

�

ur

ist die Theorie ZF C + L ( P ( @

1

)) (d.h. das � -minimale innere Mo dell, das P ( @

1

)

en th

�

alt) ist eine P

max

Erw eiterung v on L ( R ); hierb ei ist P

max

ein F orcing, das v on

W o o din gefunden wurde. Diese Theorie hei�t ZF C + ( � ).

Un ter ZF C + ( � ) gilt PD , so da� es k ein pro jektiv es Gegen b eispiel A � R mit

N < A < R zu CH gibt. Andererseits gibt es un ter ZF C + ( � ) (wie un ter BMM )

eine Bijektion f : R ! @

2

, so da� f ( x; y ) j f ( x ) � f ( y ) g de�nierbar

�

ub er P ( @

1

) ist {

in diesem Sinne existiert also ein einfac hes Gegen b eispiel zu CH .

W enn n un ein m

�

oglic hst hohes Ma� an 
 V ollst

�

andigk eit ein gutes Kriterium

f

�

ur die W ahl einer Theorie ist, dann sollte also als Theorie eine Erw eiterung T v on

ZF C gew

�

ahlt w erden, die 
 v ollst

�

andig b ez

�

uglic h Aussagen

�

ub er T eilmengen v on @

1

ist. Jede solc he Theorie impliziert ab er die Negation v on CH : w enn CH gilt, dann

k ann jede Menge reeller Zahlen als T eilmenge v on @

1

k o diert w erden, so da� eine �

2

3

Aussage im Grunde eine Aussage

�

ub er T eilmengen v on @

1

ist; damit w

�

are dann ab er

T 
 v ollst

�

andig b ez

�

uglic h �

2

3

Aussagen, w as nac h dem ob en erw

�

ahn ten Resultat v on

W o o din nic h t sein k ann.

Es ist festzuhalten, da� neuere mengen theoretisc he Un tersuc h ungen stark e Argu-

men te gegen die Can torsc he Kon tin uumsh yp othese liefern. All diese Un tersuc h ungen

hab en v or dem Hin tergrund der Annahme der Existenz gro�er Kardinalzahlen zu

erfolgen { und sie stellen damit do c h auc h die Durc hf

�

uhrung einer V arian te des

G

�

odelsc hen Programms dar, CH mit Hilfe gro�er Kardinalzahlen zu en tsc heiden.
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