Seminar zur geometrischen Gruppentheorie

PD Dr. M. Joachim/PD Dr. R. Sauer SS 2010

Die Definition einer Gruppe ist aus dem Studium von Symmetrien geometri-
scher Objekte hervorgegangen — umgekehrt kénnen wir jede Gruppe als Gruppe
von Isometrien geeigneter metrischer Rdume interpretieren.

In diesem Seminar werden wir Grundbegriffe und Konstruktionen der Gruppen-
theorie (freie Gruppen, Prisentationen, Wortproblem) einfithren und Gruppen
durch ihre Wirkung auf geometrischen Objekten studieren.

Zum Beispiel liefert die geometrische Charakterisierung freier Gruppen durch
freie Operationen auf Bidumen einen eleganten Zugang zu der naheliegenden
Frage, ob Untergruppen von freien Gruppen frei sind; ein Problem, das mit
rein algebraischen Methoden nicht einfach zu 16sen ist.

Zum Abschluss werden wir uns mit Grigorchuk-Gruppen beschéftigen; dies ist
eine Klasse von Gruppen mit vielen Querverbindungen zur theoretischen In-
formatik und Logik.

Themen

Vortrag 1 (Freie Gruppen und Prisentationen). Definition und uni-
verselle Eigenschaft freier Gruppen, Prisentationen von Gruppen, Ping-Pong
Lemma, Wortproblem [2, S. 440/441; 3, Kapitel II.A und I1.B|

Vortrag 2 (Konstruktionen und Beispiele von Gruppen). Existenz
iiberabzéhlbar vieler endlich erzeugter Gruppen, semidirekte Produkte, Kranz-
produkte [3, S. 47,68-69,214]

Vortrag 3 (Topologische Gruppenoperationen). Grundbegriffe aus der
mengentheoretischen Topologie wie z.B. Quotiententopologie, eigentliche und
isometrische Operationen, Wortmetrik, Cayleygraph [2, S. 131f; 3, Kapitel IV.A;
4, Kapitel 1 und 3].

Vortrag 4 (Gruppenoperationen auf Biumen I). Grundbegriffe iiber
Biaume und Operationen auf Bdumen, maximale Unterbdume von Graphen,



Kontraktionen von Unterbdumen [6, Kapitel 1.2]

Vortrag 5 (Gruppenoperationen auf Bdumen II). Charakterisierung frei-
er Gruppen durch Operationen auf Baumen, Satz von Schreier, Definition amal-
gamierter Produkte [6, Kapitel 1.1 und 1.3]

Vortrag 6 (Gruppenoperationen auf Bidumen IIT). Charakterisierung
amalgamierter Produkte durch Operationen auf Graphen, Anwendungen [6,
Kapitel 1.4]

Vortrag 6 (Amalgamierte Produkte und Fixpunkte I). Eigenschaft FA,
Fixpunkte von Automorphismen von Baumen [6, Kapitel 1.6]

Vortrag 7 (Amalgamierte Produkte und Fixpunkte IT). Operationen
nilpotenter Gruppen auf Béumen, das Beispiel SL(3,Z) [6, Kapitel 1.6]

Vortrag 8 (Quasi-Isometrie von Gruppen). Definition von Quasi-Isometrie,
Beispiele, Satz von Schwarz-Milnor [2, S. 138f; 3, Kapitel IV.B]

Vortrag 9 (Enden von Gruppen). Enden von metrischen Rdumen und end-
lich erzeugten Gruppen, Quasi-Isometrie-Invarianz von Enden [2, S. 144f]

Vortrag 10 (Wachstum von Gruppen). Wachstumstypen, Quasi-Isometrie-
Invarianz der Wachstumstypen, Beispiele von Wachstumsfunktionen [3, Kapi-

tel VI, VII]

Vortrag 11 (Amenable Gruppen). Definition von Amenabilitéit, Folner-
Mengen, warum sind freie Gruppen von Rang > 2 nicht amenabel?, Amenabi-
litét und subexponentielles Wachstum, Banach-Tarski-Paradoxon [3, S. 205/206;
5, Kapitel 2]

Vortrag 12 (Grigorchuk-Gruppen I). Grundbegriffe von Automorphismen
von unendlichen Béumen mit Wurzel, Addiermaschine [3, Kapitel VIIL.A]



Vortrag 13 (Grigorchuk-Gruppen II). Definition der ersten Grigorchuk-
Gruppe, Burnside-Problem, Nicht-Linearitéit der Grigorchuk-Gruppe [3, Kapi-
tel VIIL.B]

Vortrag 14 (Grigorchuk-Gruppen IIT). Subexponentielles Wachstum der
Grigorchuk-Gruppe [3, Kapitel VIILF]

Ablauf des Seminars

Notwendig fiir den Scheinerwerb sind:

Ein 80-miniitiger Vortrag; die verbleibenden 10 Minuten der Sitzung wer-
den wir fiir die Diskussion verwenden.

Regelméaflige Anwesenheit.

Eine schriftliche Ausarbeitung des Vortrags; diese muf bis spétestens eine
Woche nach dem Vortrag abgegeben werden.

FEin Handout von ein bis zwei Seiten zu Ihrem Vortrag, das die wichtigsten
Aspekte des Vortrags fiir die anderen Teilnehmer enthélt.

Fiir Studenten des Studiengangs Zwei-Fach-Bachelor wird der Vortrag
benotet; fiir alle anderen Teilnehmer wird der Schein nicht benotet.

Hinweise zur Vorbereitung

Beginnen Sie frithzeitig mit der Vorbereitung und nutzen Sie Sprechstun-
den und sonstige Betreuungsangebote.

Versuchen Sie, Definitionen geometrisch zu motivieren. Oft kénnen im
Vortrag auch komplizierte Rechnungen durch geeignete geometrische Ar-
gumente ersetzt werden.

Alle eingefiithrten Begriffe sollten durch Beispiele illustriert werden.



e Beriicksichtigen Sie bei der Vorbereitung, was in den Vortréigen vor bzw.
nach Threm eigenen Vortrag vorgesehen ist — im Zweifel sollten Sie sich
mit den anderen Vortragenden absprechen, damit es nicht zu Liicken,
Inkonsistenzen oder Uberschneidungen kommt.

e Sie kénnen die Ausarbeitung und das Handout handschriftlich abgeben.
Andererseits bieten die Ausarbeitung und das Handout aber auch eine
gute Gelegenheit, das Textsatzsystem IATEX besser kennenzulernen. Wir
werden fiir das Handout eine IXTEX-Vorlage zur Verfiigung stellen.
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