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Aufgabe 1 (4 Punkte): Es sei K ein Korper, V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum
und f € Homg (V) V). Beziiglich einer geeigneten Basis von V' besitze die darstel-
lende Matrix A; von f die Gestalt

A1 0

Ap =
-1
0 A

mit einem Element A € K. Zeigen Sie, dass V' f-unzerlegbar ist.

Hinweis: Eine f-invariante Zerlegung von V' fiihrt zu einer Zerlegung von x . Ver-
wenden Sie, dass (f — A - idy)™ # 0 fur jede natiirliche Zahl n < dim(V').

Aufgabe 2 (4 Punkte): Es sei K ein Koérper und V' ein endlich erzeugter K-
Vektorraum. Ferner seien f, g € Homg (V, V) mit fog = go f. Zeigen Sie:

(i) Ist A € K ein Eigenwert von f, so ist der zugehorige Eigenraum V), g-invariant.

(ii) Ist V = @_,U; eine Zerlegung von V in eine direkte Summe g-invarianter
Untervektorrdaume Uj, so ist g genau dann diagonalisierbar, wenn ¢|U; diago-
nalisierbar ist fiir alle j € {1,...,k}.

(iii) Sind f und g diagonalisierbar, so besitzt V' eine Basis, deren Elemente Eigen-
vektoren sowohl von f als auch von ¢ sind.

Aufgabe 3: Es sei K ein Korper, V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum und
f € Homg(V,V). Eine Flagge in V ist eine Familie (V4,...,V,) von Untervek-
torrdaumen von V mit Vo = {0}, V,, =V, V; C V;;; und dim(V;41/V;) = 1 fiir alle
i € {0,...,n—1}. Eine Flagge heiit f-invariant, falls alle auftretenden Untervek-
torrdume V; f-invariant sind. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent
sind:

(i) V besitzt eine f-invariante Flagge.

(ii) V besitzt eine Basis, beziiglich der die darstellende Matrix (a;;);; von f die
Eigenschaft hat, dass a;; = 0 fiir 7 > j.

(iii) Das charakteristische Polynom von f zerféllt in ein Produkt von Linearfakto-
ren.



