ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE Angela Holtmann

VORLESUNG ,,ALGEBRA UND ZAHLENTHEORIE"

— LEITFADEN —

1 Zahlentheorie in 7Z

Bezeichnungen: Z := {...,—-3,—2,—1,0,1,2,3,...} (ganze Zahlen) und N := {1,2,3,...}
(natiirliche Zahlen ohne die Null)

1.1 Teilbarkeit

Definition 1.1.1. Eine Zahl d € Z heif3t Teiler von a € Z, wenn es eine Zahl ¢ € Z
gibt mit @ = d - ¢(= ¢+ d). Wir sagen auch ,d teilt a* oder ,a ist Vielfaches von d* und
schreiben verkiirzt:

d| a.

Ist d kein Teiler von a, so schreiben wir auch: d 1 a.

Beispiel 1.1.2. e 4|12 (da12=4-3), —7 | 56 (da 56 = (=7) - (—8)), 7 | —56 (da
—56 = 7-(-8)), 419 (9 kann keinen geraden Teiler besitzen, da sonst 9 gerade
wdre), 1210 (da 0 =12-0) und 0| 0 (da 0 =0 - ¢ fiir jede ganze Zahl c)

o Seia € Z undn € N. Dann gilt: (a —1) | (a™ — 1), denn:

-

a”—1:(a—l)-(an_1+...+a2—|—a+ll

€z
Lemma 1.1.3 (Rechenregeln fiir Teilbarkeit). Seien a,b,c,d € Z.
1. Es gilt immer: a | a.
2. Gilt a|bundb]|ec, sogilt auch a | c.
3. Gilt a|bundc|d, so gilt aucha-c|b-d.
4. Gilta|bundalc, so gilt aucha | (x-b+y-c) fir ale z,y € Z.

Beweis. (Im Prinzip muss man immer nur die Definition der Teilbarkeit ausnutzen (und
wenige Rechenregeln in den ganzen Zahlen).)

l.a=a-1
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2. a|b,alsogibteseine € Z mit b=a-e.
b|c, alsogibt esein f € Zmit c=10b- f.

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert: c=a- e f
~—
€Z, da e,fezZ

Also gilt: a | c.

3. al|b,alsogibteseine € Zmit b=a-e.
c|d, also gibt esein f € Zmitd=c- f.
Alsoist b-d=a-e-c-f=a-c- e-f . (Beider zweiten Gleichung haben wir

~~

€Z, da e, feZ
benutzt, dass die Multiplikation in den ganzen Zahlen kommutativ ist.)

Also gilt: a-c | b-d.

4. a | b, also gibt es ein e € Z mit b=a - e.

a|c, also gibt esein f € Zmit c=a- f.

Dannist z-b+y-c=z-a-e+y-a-f =a-z-et+a-y-f=a-(x - e + y - f).
EZ E€Z c7 7

E€Z =

- i
g

€z
(Bei der zweiten Gleichung haben wir benutzt, dass die Multiplikation in den ganzen

Zahlen kommutativ ist, in der dritten das Distributivititsgesetz (also a ausgeklam-
mert).)
Alsoist a |z -b+y - c fir alle z,y € Z.

Bemerkung 1.1.4. Alle d € Z sind Teiler von 0, denn:
0=d-0
fiir alle d € Z.

Die 0 hat also unendlich viele Teiler. Alle anderen ganzen Zahlen haben jedoch nur endlich
viele Teiler. Das ist der Inhalt des folgenden Satzes.
Zunéchst miissen wir jedoch noch Folgendes bemerken:

Bemerkung 1.1.5. Sind a,b € Z, so gilt: |a - b| = |a| - |b], wobei fir x € Z mit |x| der
Betrag von x bezeichnet wird, also

2] = x, fallsx >0
| -z, fallsx <0

Beweis. Fallunterscheidung: Die beiden Zahlen a und b kénnen jeweils positiv, Null oder
negativ sein.
Anschlieflend alle Fille durchrechnen — siehe auch meine Rechnung in der Vorlesung vom
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5.4.2011 (oder Mini-Hausaufgabe) — und die Definition des Betrages anwenden (unter Be-
achtung, dass das Produkt zweier positiver Zahlen bzw. zweier negativer Zahlen positiv ist
und das Produkt einer positiven mit einer negativen Zahl bzw. einer negativen mit einer
positiven Zahl negativ). O

Satz 1.1.6. Seien a,d € Z, sei a # 0 und d | a. Dann gilt:
|d| < [a].
Insbesondere hat jedes von Null verschiedene a € Z nur endlich viele Teiler.

Beweis. Sei d | a. Das heifit, es gibt ein ¢ € Z mit a =d - c.

Nach dem vorangegangenen Lemma gilt dann: |a| = |d - ¢| = |d| - |¢]|.

Da a # 0, folgt auch ¢ # 0 (und d # 0), also auch schon |¢| > 1 (und |d| > 1), da es keine
ganze Zahl zwischen 0 und 1 gibt.

Da aber |c| > 1, gilt auch |a| = |d]| - |c| > |d|-1 = |d|. Also gilt die zu zeigende Ungleichung,.

Die Teiler kénnen also nur im Intervall [—a, a] liegen, falls a > 0 ist, bzw. im Intervall
la, —al, falls a < 0 ist.

Es gibt in beiden Fillen genau 2 - |a| 4 1 verschiedene ganze Zahlen in den Intervallen, also
hat a # 0 hochstens 2 - |a| + 1 Teiler. Nun ist aber 0 mit Sicherheit kein Teiler von a, falls
a#0,denn 0-c¢ =0 fiir alle ¢ € Z. Somit hat a # 0 sogar hochstens 2 - |a| Teiler. O

Bemerkung 1.1.7. Die Abschdtzung, dass jedes 0 # a € Z hdéchstens 2 - |a| Teiler hat, ist
im Allgemeinen nicht scharf. (D. h., es gilt echte Ungleichheit fiir die Teileranzahl.)
Die Teiler von 5 sind beispielsweise: 1, —1, 5 und —5, also vier Stiick. Aber 2-|5| = 10 > 4.

Folgerung 1.1.8. Seien a,d € Z mit a > 0 und d > 0. Gilt sowohl d | a als auch a | d, so
st a = d.

Beweis. Daa > 0und d > 0, ist |a| = a und |d| = d. Nach Satz 1.1.6 gilt nun sowohl d < a
als auch a < d, also a = d. (Rechenregeln fiir Kleiner-Gleich-Relation in Z) O

Bemerkung 1.1.9. Sei a € Z. Dann gilt nicht nur a | a, sondern auch —a | a sowie 1 | a
und —1 | a. (Jede ganze Zahl # £1 hat also mindestens vier Teiler.)

Beweis. a = (—a)-(—1),a=1-aund a = (—1) - (—a) fir alle a € Z. O

Definition 1.1.10. Sei a € Z. Wir nennen dann a, —a, 1 und —1 die trivialen Teiler von
a, alle iibrigen Teiler echte Teiler von a.

Bemerkung 1.1.11. Insbesondere gilt fiir echte Teiler d von a (nach Satz 1.1.6) immer:
1< |d] <al.

Bemerkung 1.1.12. Sei a € Z. Dann haben a und —a dieselben Teiler.

- 3-
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Beweis. Sei d | a. Dann gibt es nach Definition ein ¢ € Z mit a = d - ¢. Dann ist aber
—a=—(d-c)=d-(—c) mit —¢ € Z. Also ist auch d | —a.

Sei umgekehrt d’ | —a. Dann gibt es nach Definition ein ¢ € Z mit —a = d’ - ¢/. Dann ist
aber a = —(—a) = —(d'- ) =d - (=) mit —¢ € Z. Also ist auch d' | a. O

(Wir kénnen uns also darauf beschrdanken, zundchst Teiler von nicht-negativen Zahlen zu
bestimmen, da fir negative Zahlen die Teiler dieselben sind wie fiir den (positiven) Betrag
der Zahl.)

Bemerkung 1.1.13. Seien a,d € Z und d | a. Dann gilt auch: —d | a.

Beweis. Da d | a, gibt es ein ¢ € Z mit a = d - ¢. Dann ist aber auch a = (—d) - (—¢) mit
—c € Z. Also ist auch —d | a. O

(Wir konnen uns also auch darauf beschrinken, zundchst nicht-negative Teiler zu bestim-
men, da diese immer in ,Paaren® auftauchen.)

1.2 Primzahlen

Ziel/Aufgabe: Wir mochten ganze Zahlen in Produkte kleinerer Zahlen zerlegen (und das
auch noch moglichst , eindeutig®). ..
1188 =12-9-11=2%2-3%-11,3315=3-5-13-17, 512 = 2° etc.

Definition 1.2.1. Sei p € N. Die Zahl p heifit Primzahl, wenn die beiden folgenden Be-
dingungen erfiillt sind:

1. p>1.
2. Ist p=a-bmita,b e N, soist a =1 oder b =1.

Lemma 1.2.2 (1. Charakterisierung von Primzahlen). Sei p € N mit p > 1. Dann sind
die folgenden Aussagen dquivalent:

1. p ist eine Primzahl.
2. 1 und p sind die einzigen positiven Teiler von p.
3. p hat keine echten Teiler.

Beweis. Wir zeigen: 1. = 2., 2. = 3. und 3. = 1.
(,1. = 2.“ ist logisch dquivalent zu ,nicht 2. = nicht 1. etc.)

nicht 2. = nicht 1.: Wenn 2. nicht gilt, gibt es einen weiteren positiven Teiler a von p mit
1 <a<np.

Es gibt, da a Teiler von p ist, also ein b € Z mit p = a - b. Es gilt aber sogar b € N, denn
sonst wére p nicht positiv. Insbesondere ist dann 1 < b < |p| = p (nach Satz 1.1.6).

Auch b ist ein echter Teiler von p, denn wére b = 1 oder b = p, so miisste dementsprechend
a = p oder a = 1 sein. (Dann wiire aber a kein echter Teiler von p).

4
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Also haben wir eine Produktzerlegung p = a - b gefunden, in der weder ¢ = 1 noch b = 1
gilt, weshalb die Bedingung 1. nicht erfiillt ist.

nicht 3. = nicht 2.: Gilt 3. nicht, so gibt es einen echten Teiler d von p. Dann ist aber auch
der Betrag |d| ein echter Teiler von p. Nach Bemerkung 1.1.13 ist ja mit d auch —d ein
Teiler von p, also auf jeden Fall auch |d|. Und nach Bemerkung 1.1.11 gilt: 1 < |d| < |p| = p.
Also kann nicht gelten: |d| = 1 oder |d| = p. Damit haben wir einen weiteren positiven
Teiler von p gefunden, aufler den trivialen positiven Teilern 1 und p. Also gilt 2. nicht.

3. = 1.: Sei p=a-bmit a,b € N. Die Zahl a ist also ein Teiler von p. Da p nach Bedingung
3. nur triviale Teiler hat, gilt @ = 1 oder a = p. Im ersten Fall ist p eine Primzahl, und im
zweiten Fall folgt dann b = 1, also ist p auch eine Primzahl. O

Bemerkung 1.2.3. Aufgrund der Eigenschaft 3. in der Charakterisierung nennen wir
Primzahlen auch unzerlegbar.!

Satz 1.2.4. Seia € N mit a > 1. Dann besitzt a einen kleinsten (positiven) Teiler t > 1.
Dieser Teiler ist eine Primzahl.

Beweis. Wir benutzen folgendes Beweisprinzip: Ist M C N mit M # (0, so besitzt M ein
kleinstes Element.

Sei T:={d € N|d>1undd | a}, also die Menge der positiven Teiler von a, die echt
grofler als 1 sind.

Natiirlich ist 7' C N. Die Menge T ist nicht leer, denn a € T'. (¢ > 1 und a | a.)

Also besitzt die Menge ein kleinstes Element ¢, und dieses ¢ ist gerade der gesuchte kleinste
positive Teiler von a, der > 1 ist.

Wir miissen nun noch zeigen, dass dieses t eine Primzahl ist:

Angenommen, t ist keine Primzahl. Dann gébe es nach dem vorangegangenen Lemma einen
echten Teiler ¢ von ¢, fiir den dann 1 < ¢’ < t gilt.

Nun haben wir ¢’ | t sowie t | a, also nach den Rechenregeln fiir Teilbarkeit auch ' | a.
Damit wére aber auch ¢ € T, da t’' einerseits Teiler von a und andererseits t' > 1 ist.
Widerspruch (zur Minimalitdt von ¢)! (Dann wére ja t nicht das kleinste Element in T'
gewesen, denn t’ < t.)

Also muss t eine Primzahl sein. O]

Satz 1.2.5 (Satz von Euklid). FEs gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Wir zeigen folgende Behauptung;:

Sind py,...,p, endlich viele Primzahlen, dann ist der kleinste (positive) Teiler t > 1 der
Zaohl a := py - ... p, + 1 eine Primzahl, die von allen Primzahlen pq,...,p, verschieden
15t.

'Im Allgemeinen stimmen die Begriffe , Unzerlegbarkeit“ und ,, Primelement* nicht iiberein, mehr dazu
jedoch spéter — im Algebrateil dieser Vorlesung.

— 5=
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Beweis der Behauptung. Nach Satz 1.2.4 ist ¢ eine Primzahl. Wir miissen also nur noch
zeigen, dass sie nicht mit einer der Zahlen pq, ..., p, libereinstimmen kann.

Angenommen, t = p; fiir ein i € {1,...,n}, dann wiirde gelten: ¢ | p; - ... - p,. AuBerdem
gilt nach Voraussetzung: ¢t | a = p; - ... p, + 1. Nach den Rechenregeln fiir Teilbarkeit
wiirde folgen: t |a+ (=1)-p1-... P =p1-... Pn+1—p1-...p, = 1. Dann wére aber
|t| = 1, insbesondere ¢ < 1. Widerspruch! O

[

Lemma 1.2.6 (Fundamentallemma). Seien a,b € N. Ist p eine Primzahl mit p | a - b, so
gilt: p | a oder p|b.

Beweis. Wir wenden im Beweis zundchst dasselbe Prinzip an wie im Beweis von Satz 1.2.4.

Sei E:={zeN|pteilta- -z} CN.

Die Menge F ist nicht leer, denn es gilt unter Anderem: p € F (dajap|a-p)und b€ FE
(da ja nach Voraussetzung p | a - b).

Also hat die Menge E' ein kleinstes Element, sagen wir c.

Folgende Behauptung ist nun wichtig fiir den Beweis:

Behauptung: ¢ | y fiir alle y € F.
(Das kleinste Element in der Menge E ist also ein Teiler aller Elemente in der Menge.)

Beweis der Behauptung. Wir fithren eine Division mit Rest durch (= wenn der Rest Null
ist, dann ist ¢ ein Teiler von y):
Jedes y € N hat eine (eindeutige) Darstellung:

y=gq-c+r,

wobei ¢, 7 € Ny :={0,1,2,3,...} und 0 < r < ¢ gilt.

Day,ce E,gilt pla-yund p|a-c, alsoauch p|a-r=a-y—¢q-(a-c) (nach den
Rechenregeln fiir Teilbarkeit).

Wiire nun r > 0, so wére auch r € E. Widerspruch (zur Minimalitét von ¢)! (Es ist ja
r<c.)

Also ist 7 = 0, und damit ¢ | . O

Da insbesondere immer p € E (s.0.), gilt auch ¢ | p (nach der soeben bewiesenen Behaup-
tung). Daher ist mit Lemma 1.2.2 nun ¢ = 1 oder ¢ = p, da p eine Primzahl ist.

Im ersten Fallist p | a-c=a-1=a (denn ¢ € E), im zweiten Fall gilt p = ¢ | b (nach der
soeben bewiesenen Behauptung), denn es gilt immer b € E (s.0.). O

Folgerung 1.2.7. Seien aq,...,a, € N.
Ist p € N eine Primzahl mit p | ay - ... - ay, so gibt es eini € {1,...,n} mit p | a;.

Beweis. Ubung 1, Teil 1, Ubungsblatt 1. ]
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Satz 1.2.8 (2. Charakterisierung von Primzahlen). Sei p € N. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. p ist eine Primzahl.
2. Istpla-bmitab€eZ, soqgilt: p|a oderp]|b.
Beweis. Ubung 3, Ubungsblatt 1. O

Beispiel 1.2.9 (Beispiel 1 zum Beweis in Lemma 1.2.6). Seien p =3, a =4 und b = 6.
Es gilt 3 | 4-6 = 24. Wir wollen herausfinden, ob uns der Beweis des Lemmas korrekt
p | b =6 voraussagt.

Wir betrachten die Menge E = {x € N | pteilta -2} = {& € N | 3teilt 4 -z} =
{3,6,9,12,15,...}. Das kleinste Element in E ist ¢ = 3, und wir sehen zumindest fir
die ersten Zahlen in E, dass 3 diese Zahlen teilt, wie in der Behauptung im Beweis des
Lemmas.

Im Lemma treten zwei Fille auf: ¢ = 1 oder ¢ = p. Im ersten Fall gilt: p | a, im zweiten
Fall gilt: p | b. Hier also nun 3| b= 6.

Beispiel 1.2.10 (Beispiel 2 zum Beweis in Lemma 1.2.6). Seien p =3, a =6 und b = 4.
Es gilt 3| 6-4 = 24. Wir wollen herausfinden, ob uns der Beweis des Lemmas korrekt
p | a = 6 voraussagt.

Wir betrachten die Menge E = {x € N | pteilta -2} = {# € N | 3teilt 4 -z} =
{1,2,3,4,5,6,...}. Das kleinste Element in E ist ¢ = 1, und wir sehen fir alle Zahlen
i B, dass 1 diese Zahlen teilt, wie in der Behauptung im Beweis des Lemmas.

Im Lemma treten zwei Fille auf: ¢ = 1 oder ¢ = p. Im ersten Fall gilt: p | a, im zweiten
Fall gilt: p | b. Hier also nun 3 | a = 6.

Nun kommen wir zum ersten grofleren Satz in der Vorlesung:

Satz 1.2.11 (Hauptsatz der Elementaren Zahlentheorie). Jede natirliche Zahl a € N mit
a > 1 hat eine (bis auf Reihenfolge der Faktoren) eindeutige Primfaktorzerlegung.

Beweis.
Wir haben zu zeigen:

e Existenz der Primfaktorzerlegung
e Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung (bis auf die Reihenfolge der Faktoren)
Existenz

Beweis der Existenz. (Wir fithren eine Induktion iiber a € N durch.)
Induktionsanfang: a = 2.

In diesem Fall ist a eine Primzahl, also auch ein Produkt von Primzahlen.
Induktionsvoraussetzung:

Es gebe eine Primfaktorzerlegung fiir alle 1 < a’ < a.

—7-
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Induktionsschritt:

Nach Satz 1.2.4 gibt es einen kleinsten Primteiler ¢ > 1 von a.

Also gibt es eine Zahl b € N mit a = ¢ - b, wobei 1 < b < a gelten muss (da ja t > 1).
Fall 1: b > 1.

Nach Induktionsvoraussetzung gibt es nun eine Primfaktorzerlegung von b:

Es gibt also Primzahlen ps,...,p, € N mit b =py-...: p,. Dann hat aber a die Primfak-
torzerlegung a =t-b=1%-py- ... p,, denn auch ¢ ist ja auch Primzahl.

Fall 2: b= 1.

Dann ist aber a = t-b = t, also a eine Primzahl (und damit auch ein Produkt von
Primzahlen). O
Eindeutigkeit

Beweis der Eindeutigkeit. (Wir fithren eine Induktion iiber die Anzahl m der Faktoren in
einer(!) Primfaktorzerlegung von a durch.)
Die Zahl a habe zwei Primfaktorzerlegungen mit m bzw. n Faktoren. Wir miissen zeigen,

dass dann m = n gilt. Auflerdem ist zu zeigen, dass wir die Primzahlen py,...,p, und
q1i, - - - qn in zwei Primfaktorzerlegungen a =p;-...-p, und a =¢q; - ... - g, so durchnum-
merieren konnen, dass p; = q1, ..., Pn = qn gilt.

Induktionsanfang: m = 1.

In diesem Fall ist a = p; eine Primzahl, und damit muss auch n = 1 und p; = ¢; sein.
Induktionsvoraussetzung:

Es gebe eindeutige Primfaktorzerlegungen (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) von allen
Zahlen, deren Primfaktorzerlegungen < m — 1 Faktoren haben.

Induktionsschritt:

Sinda=p;-...-ppund a = q; - ... q, zwei Primfaktorzerlegungen von a [wir wissen ja
noch nicht, dass dann m = n gilt...], so ist natirlich p; |a =p1-... - Dm=q1 ... " Q-
Nach der Folgerung zum Fundamentallemma gibt es ein j € {1,...,m} mit p; | ¢;. Wir
konnen dabei ohne Einschriankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass wir die Zahlen
in der zweiten Darstellung a = ¢, - ... - ¢, schon vorher so angeordnet haben, dass j = 1

und damit p; | ¢; gilt. Nach der Charakterisierung von Primzahlen im Lemma 1.2.2 sind
aber die einzigen positiven Teiler von ¢; als Primzahl nun 1 und ¢;. Damit folgt p; = 1,
was nicht sein kann, da p; Primzahl und damit > 1 ist, oder p; = ¢;. Also: p; = q;.

(Nun ,teilen“ wir a durch p;.) Wir erhalten die Zahl @’ := py-. . .- p,,. Dies ist eine Zahl mit
m — 1 Primfaktoren, fiir die wir nach Induktionsvoraussetzung eine (bis auf Reihenfolge

der Faktoren) eindeutige Primfaktorzerlegung haben. Ist nun also auch a = ¢, - ... ¢, mit
Primzahlen ¢o, . .., q,, so gilt m —1 = n—1 (und damit natiirlich auch n = m) gilt. Es gilt
also (nach evtl. voheriger Umnummerierung): m = n und ps = q2, p3 = q3, - - -, Pm = Gm-
Nun lasst sich aber a =p1-a' =pi P2 P =DP1°Q2* ... Gn =q1 G2 . .. ¢ schreiben,
wobei p; = ¢ war, und ps = q2, P3 = @3, - - ., Pm = ¢m (nach Induktionsvoraussetzung).
Damit hat nun auch die Zahl a eine eindeutige Primfaktorzerlegung (bis auf die Reihenfolge
der Faktoren). O
O
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Bemerkung 1.2.12 (Umformulierung des Hauptsatzes der Elementaren Zahlentheorie).
Sei a € N mit a # 1. Dann gibt es Primzahlen p1 < ps < ... < p und natirliche Zahlen

mi,...,mi €N, so dass a eine eindeutige Darstellung (nicht nur bis auf Reihenfolge der
Faktoren)

a=p"-...op*
hat.

(Dazu sortieren wir die Primfaktoren der Grifle nach aufsteigend und fassen gemeinsame
Faktoren zu einer Potenz zusammen. Hier soll ¢ mit c¢,d € N wie folgt definiert sein:

i=c-..¢C
—
d-mal
Wir nennen hier m; auch die Vielfachheit des Primfaktors p;, i =1,...k, in a.)

Bemerkung 1.2.13. Der Hauptsatz der Elementaren Zahlentheorie wird im Allgemeinen
falsch, wenn wir statt der natirlichen Zahlen nur bestimmte multiplikativ abgeschlossene
Teilmengen der natirlichen Zahlen nehmen, etwa M := {3n+ 1 | n € Ny}, und dort
unzerlegbare Zahlen entsprechend den Primzahlen (wie in Definition 1.2.1) definieren.
Ein Beispiel dazu ist bei Ubung 1, Ubungsblatt 2 zu finden.

1.3 Anwendungen des Hauptsatzes der EZT
1.3.1 Anzahl der positiven Teiler

Satz 1.3.1 (Teilbarkeitskriterium). Sei a € N, a # 1, und sei a = p{"™* - ... - p.™* eine
— und nach der Umformulierung des Hauptsatzes damit die — Primfaktorzerlegung mit
pr<...<ppundm; €N firalei=1,...,k. SeibeN. (x)

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1.b|a
2. Bs gibt n; € N, i =1,...,k, so dass b = p{* - ...-p* mit 0 < n; < m; fir alle
1=1,...,k

Beweis. 1. = 2.: Sei b | a. Dann gibt es ein ¢ € Z (sogar ¢ € N), so dass a = b - c.

a = b-c hat (nach dem Hauptsatz) eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren) eindeutige
Primfaktorzerlegung, und b hat eine ebensolche. Also kann b héchstens Primfaktoren haben,
die auch schon in a auftreten, also

— 1 Nk

mit n;, € Nfirallei=1,... k.

Wir miissen nun noch zeigen, dass n; < m; fiir alle i = 1,... k gilt.

Da pi | b fiir alle i = 1,...,k, folgt: p" | b-c = a fir allei = 1,... k. Also gibt es ein
d € Z, sogar in N, so dass a = p;" - d. Da a eine (bis auf die Reihenfolge der Faktoren)

— 0—



Sommersemester 2011 Angela Holtmann

eindeutige Primfaktorzerlegung hat, muss n; < m; fiir alle ¢ = 1, ..., k gelten; sonst wire

mg

ja p;" nicht die hochste Potenz von p; in a. (Natiirlich sind die n; auch alle nicht-negativ,
da wir uns ja in Z befinden (und sonst echte Briiche erhalten wiirden).)

2.=>1:8eib=p" ... op"mit 0 <mn; <m,; furallei=1,... k Gilt 0 <n; <m; fir
allei=1,...,k, soist m; —n; > 0 fir alle:s =1, ..., k. Wir kénnen also

ci=pitM g™ eN
bilden, wofiir dann b-c=pi* - ... pF - p{" " L plETTE = pM Lo ™ = a gilt. Also

ist b | a. O

Definition 1.3.2. Sei a € N. Mit 7(a) bezeichnen wir die Anzahl der positiven Teiler von
a.

Der folgende Satz zeigt, dass wir 7(a) ganz schnell berechnen kénnen, wenn wir nur die
Primfaktorzerlegung von a (in dem Sinne wie in (*)) kennen. (Da der einzige positive Teiler
von 1 die 1 ist, gilt 7(1) = 1. Wir beschrénken uns im folgenden Satz daher auf Zahlen

a#1.)

Satz 1.3.3. Seia € N, a # 1. Sei a = p/"™ - ... p"™* die Primfaktorzerleqgung von a mit
p1<...<ppundm; €N firalei=1,... k.
Dann gilt:

T(a)=(mi+1)-...- (mp+1).

Insbesondere ist dann
T ) =T ()

Beweis. (Induktion nach der Anzahl k der verschiedenen Primteiler von a)
Induktionsanfang: k = 1.

Dann ist a = p{", und a hat genau die m; + 1 positiven Teiler 1,p;,p?,...,p[". Also
T(a) =my + 1.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung gelte fiir alle Zahlen mit hochstens & — 1 ver-
schiedenen Primteilern.

Induktionsschritt: Sei a = p{™ -...-p,"™. Dann hat b := p5?-...-p/"* genau k—1 verschiedene
Primteiler, und es gilt nach Induktionsvoraussetzung: 7(b) = (mo+ 1) - ... - (my + 1).
Alle positiven Teiler von a = pj" - b erhalten wir, indem wir die positiven Teiler von

pit und die positiven Teiler von b miteinander kombinieren. Wir erhalten also insgesamt
T(p7"™) - 7(b) = (mq + 1) - ... (my, + 1) positive Teiler von a, also:
T(a)=(mi+1)-...- (mp+1).
~— ——
=7(py'") =7(p; *)

Beispiel 1.3.4. e 5 =5 (Primfaktorzerlegung), also 7(5) =141 =2

~ 10—
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e 120 = 23.3-5 = 23.31.5! (Primfaktorzerlegung), also 7(120) = (3+1)-(1+1)-(1+1) =
4.2.-2=16

e 5040 =2%-3%.5-7, also 7(5040) =5-3-2-2 =60

e 123 =341, also 7(123) =2-2=14

1.3.2 Produkt aller positiven Teiler

Definition 1.3.5. Sei a € N. Mit P(a) bezeichnen wir das Produkt aller positiven Teiler
von a.

Es kann relativ miihsam sein, alle positiven Teiler einer Zahl hinzuschreiben und davon
dann auch noch das Produkt zu berechnen. Der folgende Satz zeigt, dass es nicht so schwer
ist, vorausgesetzt, wir wissen, wie wir Zahlen schnell potenzieren kénnen. (Dafiir gibt es
relativ schnelle Rechenverfahren, die man auf Computern implementieren kann.)
Zunéchst zeigen wir aber noch Folgendes:

Lemma 1.3.6. Seia € N. Dann ist a eine Quadratzahl, d. h., es gibt ein b € N mit a = b?,
genau dann, wenn 7(a) ungerade ist.

Beweis. Falls a =1=1-1, so hat a genau einen Teiler.

Seinun @ # 1 und a = pi™ - ... - p;** die Primfaktorzerlegung von a mit p; < ... < p;, und
my,...,mp € N.
Ist a eine Quadratzahl, so sind alle Exponenten m;, i = 1,... k, gerade, es gibt also n; € N
mit m; =2-n; furallei =1,... k.
Dann ist

ma)=(mi+1)-...-(mpg+1)=2ny1+1)-...- (2n, + 1)

als Produkt von ungeraden Zahlen ungerade.

Ist a dagegen keine Quadratzahl, so gibt es (mindestens) einen Exponenten m;,

i € {1,...,k}, der ungerade ist, fiir den es also ein n; € Ny gibt mit m; = 2n; + 1.

(Sonst kénnten wir ja b := p"/* - ... pI"/? setzen, fiir das dann b? = a wiire.)

Dann ist aber

T(a) = (mi+1)-...-(meg+1)=(mi+1)-...-(mi—1+1)-2n; + 2) - (M1 +1) .. .- (Mg + 1)

gerade
als Produkt einer geraden Zahl mit weiteren Zahlen gerade. ]
Hier nun der Satz, wie man das Produkt aller positiven Teiler einer Zahl berechnen kann:

Satz 1.3.7. Sei a € N. Dann gilt:

P(a) = a™®/?

— 11—
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Beweis. Wir ordnen die Teiler positiven Teiler d; von a der Gréfle nach an:

l=di<dy<d3s<...< d’T(a)—2 < dT(a)—l < dT(a) =a

Dann gilt:
dl : dT(a) = a,
d2 : dT(a)fl = a,
d3 ' dT(a)—2 =a

Es konnen zwei Fille auftreten:

Fall 1: 7(a) ist gerade, etwa 7(a) =2 - s mit s € N.
(Dann ist s = %)

Wir ,enden® dann bei

ds . ds+1 = Q.
Das Produkt aller positiven Teiler von «a ist also das Produkt der einzelnen Zeilen, und wir
haben s Stiick. Daher ist
Pla) =dy - drga) - dy - do(y—1 - ...~ dy - dyy1 = a® = a7/,

Fall 2: 7(a) ist ungerade, etwa 7(a) =2 - s+ 1 mit s € Nj.

(Dann ist s = %)

Wir ,enden® dann bei

dy - ds+2 = a,
ds+1 : ds+1 = a.

Das Produkt aller positiven Teiler von a besteht also aus dem Produkt der einzelnen Zeilen
— bis auf die letzte —, und wir haben davon s Stiick. Multiplizieren miissen wir das Ganze
aber noch mit d,y;. (Die letzte Gleichung zeigt aber auch, dass a'/?(= dyy1) in dem Fall
immer existiert.)

Daher ist

P(a) =d; - dT(a) ~dy - dT(a)_l cdy deg  deyy = - aV/? = @2
(Esistjas+%:$+%:@‘) -

Beispiel 1.3.8. o 12=22.3, also 7(12) =32 =6, also P(12) = 126/2 = 123 = 1728

e 9=232 also7(9) =3, also P(9) =9%?2=9.9/2=9.3 =27

— 12—
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e a:=p* mit p Primzahl, also 7(p*) = 4, also P(p?) = (p*)¥/? = (p*)? = p°

® a = p-q mit zwei verschiedenen Primzahlen p und q, also T(p-q) =2-2 =4, also
P(p-q)=(p ) =p" ¢

e a:= p? mit p Primzahl, also 7(p?) = 3, also P(p?) = (p?)*/? = p?

1.3.3 Summe der positiven Teiler

Auch die Summe der positiven Teiler einer natiirlichen Zahl a € N lasst sich leicht berech-
nen, wenn man die Primfaktorzerlegung der Zahl a kennt.

Definition 1.3.9. Sei a € N. Mit o(a) bezeichnen wir die Summe aller positiven Teiler
von a.

Zur Vorbereitung miissen wir noch eine kleine Formel zeigen, die geometrische Summen-
formel.

Lemma 1.3.10 (Geometrische Summenformel). Sei ¢ € R mit ¢ # 1. Dann gilt:

qn+1 -1

l+g+¢+...+¢" =
q—1

Beweis. Wir multiplizieren die linke Seite zunéchst mit ¢ — 1 und erhalten dann:
(=1 - Atg+@+...+¢") =@+ ++ ..+ = (I+g+ +.. . +¢") =" =1

Dann koénnen wir, da ¢ # 1, beide Seiten durch ¢ — 1 teilen, woraus wir sofort die Formel
erhalten. O

Nun kénnen wir die Summe aller positiven Teiler einer natiirlichen Zahl berechnen, wobei
wir uns wieder auf den Fall beschréinken, dass a # 1 ist. (Denn o(1) = 1, da 1 der einzige
positive Teiler von 1 ist.)

Satz 1.3.11. Seia € N und a # 1. Sei a = p{"* - ... - p"* die Primfaktorzerlegung von a
mit pr < ... <pg und m; €N fiir allei =1,...,k. Dann gilt:
mi+1 _ 1 mk—i-l . 1
o(a) = 2 L
p—1 pr—1
Insbesondere gilt:
o™ -...oppF) =o(Pi™) ... a(pp™).

Beweis. (Induktion nach der Anzahl k der verschiedenen Primteiler von a)
Induktionsanfang: k = 1.

13—



Sommersemester 2011 Angela Holtmann

! mit einem m; € N. Die positiven Teiler von a sind also genau die Zahlen

Dann ist a = p}"*
1,p1,p3,...,p"". Damit ist deren Summe o(a) = 1 + p; + p2 + ... + p{"*, und nach der

geometrischen Summenformel:
mi1+1 o 1

by
o(a) p—
Induktionsvoraussetzung:
Die Formel gelte fiir alle Zahlen mit bis zu £ — 1 verschiedenen Primteilern.
Induktionsschritt:

Nach Satz 1.3.1 sind die Teiler von a genau die Zahlen
Ptk
mit 0 <n; <m,; firalles=1,... k.

Wir bilden also fiir o(a) die Summe all dieser Zahlen.
Dazu koénnen wir diese nach der Vielfachheit sortieren, mit der p; auftritt, also

Do DR DR DR, DY D, e, DT PRk,
wobei jeweils alle Zahlen n; mit 0 < n; < m; fiir alle i = 2, ..., k auftreten.
Aus der Summe der erstgenannten Zahlen koénnen wir keine Potenzen von p; ausklam-
mern. Aus der Summe der zweitgenannten Zahlen kénnen wir p; ausklammern. Aus der
Summe der drittgenannten Zahlen kénnen wir p? ausklammern usw. Aus der Summe der
letztgenannten Zahlen konnen wir pi*! ausklammern.
Haben wir die Potenzen von p; jeweils ausgeklammert, bleibt als zweiter Faktor noch die
Summe iiber alle p5? - ... - pi* mit 0 < n; < m; fiir alle i = 2,..., k stehen.
Schreiben wir zur Abkiirzung b := py?-...-p;**, so ist der zweite Faktor gerade die Summe
tiber alle positiven Teiler der Zahl b, also o (b).
Wir erhalten also fiir die Gesamtsumme o (a) also

ola)=1+p +p*+...+p) o(b)

mi1+1 o 1
. ~o(b).
p—1
Da b aber nur k — 1 verschiedene Primfaktoren hat, gilt nach Induktionsvoraussetzung:
U<b):p§”2+1—1 ‘...'pkmﬁl_l
p2—1 pr—1
Daraus folgt unmittelbar:
a(a):pamﬂ_l -...-p?k+1_1
p1—1 Pe—1
O
Beispiel 1.3.12. o 72=23.32, also o(72) = 2= - 351 = 1621 . 201 — 15. 13 = 195
o 19 =19, also o(19) = &=L = 300 _ 9
o =, donn ist o{a) = E = ESIS g s
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1.3.4 Vollkommene Zahlen

Definition 1.3.13. Sei a € N. Wir nennen a vollkommen, wenn o(a) = 2a gilt.

Wiéhrend sich die Suche nach ungeraden vollkommenen Zahlen als ziemlich schwierig her-
ausgestellt hat — tatsdchlich weifl man zurzeit noch nicht einmal, ob es iiberhaupt ungerade
vollkommene Zahlen gibt. .. —, kénnen die geraden vollkommenen Zahlen leicht charakteri-
siert werden.

Satz 1.3.14. Seia € N, so dass es s,b € N mit s > 2 und b ungerade gibt mit: a = 2571b.
Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. a ist vollkommen.
2. b ist eine Primzahl und b = 2% — 1.

Beweis. 2. = 1.: Wir miissen zeigen, dass fiir eine Zahl a mit den angegebenen Bedingun-
gen immer o(a) = 2a gilt. Da b nach Voraussetzung eine Primzahl ist, ist a = 2571 - b die
Primfaktorzerlegung von a. Nach Satz 1.3.11 gilt dann:

22 —1 b2_1 s s s s—1 s
ole)= Sy = (=D b )= (@ 1) 2 =227 (2 1) = 2.

1. = 2.: Sei nun a vollkommen. Wir miissen nun zeigen, dass b eine Primzahl ist und sich
als b = 2° — 1 mit dem vorgegebenen s schreiben lésst.

Als erstes berechnen wir die Summe o(b) aller positiven Teiler von b aus der Summe o(a)
aller positiven Teiler von a:

Da b ungerade ist, kommen in der Primfaktorzerlegung von b keine Primfaktoren = 2 vor.
Daher gilt nach Satz 1.3.11:

2°b = 2a = o(a) = o(2°7') - o(b) = (2° — 1) - o(b),

also:
28

o) =573

b=b+c,
wenn wir ¢ := % > () setzen.
Da o(b) € Nund b € N, muss ¢ € Z gelten. Also insgesamt ¢ € N.

Da b = ¢ (2° — 1), ist ¢ ein positiver Teiler von b. Da aber o(b) = b+ ¢, sind b und ¢
die einzigen positiven Teiler von b, und daher ¢ = 1. (Gébe es einen weiteren Teiler, so
wére o(b) > b+ c+ 1 > b+ ¢ = o(b). Widerspruch!) Nach der Charakterisierung aus
Lemma 1.2.2 erhalten wir, dass b eine Primzahl ist. Insbesondere ist wegen ¢ = 1 dann
b=c-(2°=1)=2°—1. O

Bemerkung 1.3.15. Die vielleicht ein wenig komisch aussehende Darstellung der Zahl a
in der Voraussetzung des vorangegangenen Satzes ist wie folgt zu ,erkldren®:
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e s >2=5s5—12>1, also taucht der Primfaktor 2 in der Primfaktorzerlequng von a
wirklich auf. a st also gerade.
Umgekehrt hat auch jede gerade Zahl a so eine Darstellung.

e b ist ungerade. = b enthdlt keine 2 als Primfaktor. = Der Primfaktor 2 taucht in
der Primfaktorzerlequng von a genau mit der Vielfachheit s — 1 auf.
Umgekehrt gilt auch: Hat a so eine Darstellung, wobei 2 genau mit Vielfachheit s — 1
in der Primfaktorzerlegung von a auftaucht, so muss b ungerade sein.

Um herauszufinden, ob eine gerade Zahl a eine vollkommene Zahl ist, miissen wir also
testen, ob sie als a = 257! (2° — 1) mit s € N und s > 2 dargestellt werden kann und dabei
2% — 1 eine Primzahl ist. Der folgende Satz gibt ein (hinreichendes) Kriterium an, wann
Letzteres nicht der Fall ist.

Satz 1.3.16. Sei s € N. Ist s keine Primzahl, so ist auch 2° — 1 keine Primzahl.

Beweis. Ist s keine Primzahl, so léasst es sich schreiben als s = m - n mit m,n € N, wobei
1 <m,n < s gilt.

Wir wenden nun einen Spezialfall der geometischen Summenformel an, um einen echten
Teiler von 2° — 1 zu finden:

¢t =1=0-1)- "+ ++q+1)

fiir alle ¢ € R und alle k € N, wobei wir hier k :=n — 1 und ¢q := 2™ setzen.
Wir erhalten:

25— 1 =2 _1=(2™)" —1=(2"—1)- ((2™)" 14 + (2™ + 2" + 1),

wobei 3 <22 —1<2™ — 1 < 2% — 1 ist, da nach Voraussetzung 1 < m < s ist.
Also haben wir mit 2™ — 1 einen echten Teiler von 2° — 1 gefunden, weshalb 2° — 1 nach
Lemma 1.2.2 keine Primzahl sein kann. [

Definition 1.3.17. Zahlen der Form 2° — 1 mit s € N, die Primzahlen sind, nennt man
auch Mersennesche Primzahlen.

Bemerkung 1.3.18. Achtung! Nicht alle Zahlen der Form 2° — 1 mit s € N, wobei s
Primzahl ist, sind wiederum Primzahlen. Ein Gegenbeispiel ist u. a. bei Ubungsaufgabe 3
auf Ubungsblatt 3 zu finden:

21 — 1 st z. B. keine Primzahl, obwohl 11 eine Primzahl ist.

Bisher (Stand: 6.5.2011) kennt man nur 47 Mersennesche Primzahlen, und es ist ein un-
gelostes Problem, ob es unendlich (oder nur endlich) viele Mersennesche Primzahlen gibt.

Im Folgenden betrachten wir weitere Primzahlen, die eine spezielle Form haben.

Definition 1.3.19. Wir nennen die Zahlen der Form 2° + 1 mit s € N, die Primzahlen
sind, Fermatsche Primzahlen.
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Satz 1.3.20. Sei s € N. Ist 2° + 1 eine Primzahl, so gibt es ein t € Ny mit s = 2.
(Mit anderen Worten: Ist s keine Zweierpotenz, so ist 2° + 1 definitiv keine Primzahl.)

Beweis. Wir kénnen s = m - n schreiben, wobei m = 2¢ fiir ein t € Ny gilt und n ungerade
ist.? Wir miissen nun zeigen, dass die Zahl 2° + 1 = 2™" 4 1 fiir n > 1 keine Primzahl sein
kann.

Da n ungerade ist, gilt: (—1)" = —1 und somit
2+1=1+2""=1-(-)-2™")"=1-(-1)"-2™")"=1—(-2"™)".
Durch Umstellen der geometrischen Summenformel erhalten wir:

l—¢"'=(1-q) - (1+q+¢+ - +d"

fiir alle £ € N und alle ¢ € R.

Setzen wir dort nun ¢ := —2™ ein und k :=n — 1, so erhalten wir:
24 1=1—(=2""=(14+2m) (1 —2m 422 —25m 4 4 20n=lm)

wobei 2=1+20<1+4+2" <14 (2™)"=1+2""=1+2% falls n > 1 ist.

Also haben wir mit 1 4+ 2™ einen echten Teiler von 2° + 1 gefunden, weshalb 2° + 1 nach
Lemma 1.2.2 keine Primzahl sein kann.

Also kann, falls 2 + 1 eine Primzahl ist, nur n = 1 und somit s = m = 2! mit t € Ny
sein. O]

Bemerkung 1.3.21. Achtung! Nicht alle Zahlen der Form 2° 4+ 1 mit s € N, wobei s eine
2er-Potenz ist, sind wiederum Primzahlen. Ein Gegenbeispiel ist u. a. bei Ubungsaufgabe 3
auf Ubungsblatt 4 zu finden:

22 41 ist z B. keine Primzahl.

Bisher (Stand: 6.5.2011) kennt man nur finf Fermatsche Primzahlen — ndmlich die mit
s € {20,21,22.23 24} — und es ist ein ungeldstes Problem, ob es unendlich (oder nur
endlich) viele Fermatsche Primzahlen gibt.

1.4 Die Theorie des grofiten gemeinsamen Teilers
1.4.1 Existenz und Eindeutigkeit

Definition 1.4.1. Seien a,b € Z. Wir nennen jede Zahl ¢, fir die sowohl ¢ | a als auch ¢ | b
gilt, einen gemeinsamen Teiler von a und b.

Eine Zahl d € Z heif3t grifster gemeinsamer Teiler von a und b, falls

1.d>0,d|aund d|b, und

2t ist also gerade die Vielfachheit von 2 in s.
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2. fiir jeden gemeinsamen Teiler ¢ von a und b gilt: ¢ | d.

Die Frage, die sich nun stellt, ist, ob zu zwei Zahlen a und b jeweils so ein grofiter gemein-
samer Teiler existiert und ob er eindeutig ist.

Satz 1.4.2. Seien a,b € Z. Dann gibt es hichstens einen grifiten gemeinsamen Teiler von
a und b.

Beweis. Seien d und d' groBite gemeinsame Teiler von a und b. Dann gilt insbesondere d | d'
und d' | d.

Ist d = 0, so muss auch d' = 0 sein, denn 0 | d’, da d’ ja ein grofiter gemeinsamer Teiler
von a und b ist. Das heifit aber gerade, dass es ein ¢ € Z gibt mit 0 - ¢ = d'. Also ist auch
d=0-c=0.

Ist nun d > 0, so folgt wegen d’ | d, dass d’ # 0, also d’ > 0. Dann kénnen wir Korollar 1.1.8
anwenden und erhalten ebenfalls d = d'. O

Definition 1.4.3. Wir bezeichnen mit ggT(a,b) den grofiten gemeinsamen Teiler von a
und b, falls ein solcher existiert.

Satz 1.4.4. Seien a,b € Z. Dann haben a und b einen grifiten gemeinsamen Teiler.

Beweis. Wir unterscheiden drei wesentlich verschiedene Félle, in denen wir einen Kandi-
daten fiir den grofiten gemeinsamen Teiler direkt angeben.

Fall 1: a =0 (bzw. b = 0)
Behauptung: Dann ist ggT(0,b) = [b| (bzw. ggT(a,0) = |al).
Beweis (der Behauptung):
e [0 >0
e |b| |0,dajalb|-0=0 fiir alle b € Z ist
o |b| |b,dajab=1b| 1, fallsb>0,und b=|b|-(—1), falls b < 0.

e Weiterhin gilt ¢ | |b] fiir jeden Teiler ¢ von b, also erst recht fiir jeden gemeinsamen
Teiler ¢ von 0 und b.

Den zweiten Unterfall zeigt man ganz analog. O
Fall 2: |a| =1 (bzw. |b| = 1)
Behauptung: Dann ist ggT(a,b) = 1.
Beweis der (Behauptung):
e 1>0

o l|afiraleacZ
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o 1|bfirallebeZ

e Jeder gemeinsame Teiler ¢ von a = £1 und einer beliebigen Zahl b € Z ist insbeson-
dere ein Teiler von +1. Die einzigen Teiler von +1 sind aber 1 und —1. Diese beiden
sind aber auch Teiler von jedem b € Z: 1 | b fiir alle b € Z, da ja b =1 - fiir alle
b € Z gilt, sowie —1 | b fir alle b € Z, da ja b= (—1) - (=b) fur alle b € Z gilt.

Den zweiten Unterfall zeigt man ganz analog. O
Fall 3: a,b € Z mit |a| > 1 und |b] > 1.

Wir wissen nach dem Hauptsatz der EZT, dass |a| und |b| bis auf die Reihenfolge der
Faktoren eindeutige Primfaktorzerlegungen in N besitzen (mit insgesamt endlich vielen
Primfaktoren). Sei {p1,...,pr} die Menge der verschiedenen Primfaktoren p;, die in |al
oder |b| vorkommen. (Das , verschieden® soll heiflen, dass p; # p; fiir alle i # j gelten soll.)

Dann kénnen wir a = e(a) - pi™ - ... - p* und b = €(b) - pi* - ... - pi* mit m;,n; € Ny,
i=1,...,k, schreiben, wobei fiir ¢ € Z das Vorzeichen £(c) durch
(c) == 1, fallsc>0
e = —1, fallse<0

definiert ist. (Bei negativen Zahlen a bzw. b schreiben wir also gerade eine —1 vor die Zahl
la| bzw. |b| und nutzen die Primfaktorzerlegungen von |a| = —a bzw. |b| = —b.)

Behauptung: Dann ist

geT(a,b) = pimm) i)
Beweis (der Behauptung):
e Natiirlich gilt: prlnin(ml’nl) C -pkmm(m’“’n’“) >0,dajaallep; >0,i=1,... k.
e Die Zahl prlnm(ml’"l) . p?in(mk’"’“) ist nach der Charakterisierung der Teiler aus
Satz 1.3.1 ein Teiler von a, da min(m;,n;) < m; fir alle i = 1,..., k ist.
e Die Zahl prlnin(ml’nl) C plkflin(m’“’nk) ist nach der Charakterisierung der Teiler aus
Satz 1.3.1 ein Teiler von b, da min(m;,n;) < n; fir alle i =1,... k ist.

e Jeder gemeinsame Teiler ¢ von a und b ist nach der Charakterisierung der Teiler aus
Satz 1.3.1 von der Form ¢t = &(t) ~p§1 c -pf;’“ mit 0 < /4, <m;und 0 < ¢; < n;
fir alle i = 1,...,k, also 0 < ¢; < min(m;,n;) fiir alle ¢+ = 1,... k. Dann ist ¢
(wiederum nach der Charakterisierung der Teiler aus Satz 1.3.1) aber auch ein Teiler

min(m1i,n min(mg,n
von p} (m1 1)-..-']? (mg,nk)
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1.4.2 Der Euklidische Algorithmus

Zur Existenz und Eindeutigkeit des grofiten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen a,b € 7Z
haben wir die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung in den natiirlichen Zahlen benutzt.
Es gibt aber (noch) keine effektiven Verfahren, um die Primfaktorzerlegung einer Zahl zu
berechnen. Daher hier nun eine andere Mdoglichkeit, den grofiten gemeinsamen Teiler zweier
ganzer Zahlen zu berechnen: der Euklidische Algorithmus.

Das Verfahren beruht auf der Diwvision mit Rest:

Lemma 1.4.5 (Division mit Rest). Seien a € Z und b € N mit b < |a|. Dann gibt es
q.re€Z,0<r<b, mit
a=qb+r.

Die beiden Zahlen q und r sind durch a und b eindeutig bestimmd.
Die Division mit Rest wenden wir nun wie folgt an:

Satz 1.4.6 (Euklidischer Algorithmus). Seien a,b € N mit a > b. Wir setzen ag := a und
ay = b und fiihren sukzessive folgende Divisionen mit Rest durch:

® ay = qia; +ax mit 0 < ap < ay,

® a1 = @goao +ag mit 0 < ag < ao,

o ...

® i1 = qray + agp1 mit 0 < agpq < ag,

o ..,

solange aj, # 0 gilt.
Dann gibt es einen Index n € N mit a, > 0 und a,+1 = 0.
Die Zahl a,, ist dann der gréfite gemeinsame Teiler von a und b.

Beweis. Der Index n existiert, weil die Reste a; immer (in jedem Schritt um mindestens
1) kleiner werden, aber nicht-negativ sind:

b:a1>a2>a3>...20,
wobei alle a;, € Ny sind. (Also gilt nach spétestens b Schritten: a1 = 0.)

Im (n+ 1)-ten Schritt haben wir dann a,,_1 = gna,, da ja a,+1 = 0 ist. Daher ist a,, | a,_1.
In dem vorangegangenen Schritt ist a,_s = ¢,_1a,_1 + ay,, also, da a, | a, und a, | a,_1,
nach Lemma 1.1.3, Teil 4, auch a, | a2 = ¢o_10n_1 + ay.

Per Induktion erhalten wir nun a,, | a,_1, a, | @n_2, ..., ay | a2, a, | a1 = bund a, | ap = a.
Damit ist a, ein (nach Konstruktion nicht-negativer) gemeinsamer Teiler von a und b.

Wir miissen nun noch zeigen, dass a,, der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist, dass
also jeder andere gemeinsame Teiler ¢ von a und b auch die Zahl a,, teilt.

Sei t ein gemeinsamer Teiler von a = ag und b = a;. Dann ist nach Lemma 1.1.3, Teil 4,
t | ay = ap — qra1, und per Induktion und mit dem Lemma 1.1.3, Teil 4, erhalten wir
t]an=an 29— Gn 10,1 O
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Bemerkung 1.4.7. Wir kénnen nun beliebige gréfite gemeinsame Teiler zweier gan-
zer Zahlen berechnen. Ist a = 0 (bzw. b = 0), so haben wir schon gesehen, dass dann
ggT(a,b) = |b| (bzw. ggT(a,b) = |a|) ist. Ansonsten berechnen wir den grofiten gemein-
samen Teiler d von |a| und |b| mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus. Dieses d ist dann
auch der grifite gemeinsame Teiler von a und b, da die Menge aller Teiler von |c| und die
Menge aller Teiler von c ja fir jedes (fest gewdhlte) c € Z tbereinstimmen.

Beispiel 1.4.8. Wir bestimmen den grofiten gemeinsamen Teiler von 48 und 26 mit Hilfe
des euklidischen Algorithmus.

48 =126+ 22,
26 =1-22+4,
22 =5-4+2,
4=2-240

Also ist ggT(48,26) = 2.

Bemerkung 1.4.9. Alternativ hdtten wir bei Beispiel 1.4.8 auch die Primfaktorzerlegun-
gen von 48 und 26 benutzen kénnen:

48 =21.3=24.31.13°, 26=2-13=2'.3°.13",

also . . .
ggT(48, 26) — 2m1n(4,1) . 3m1n(1,0) . 13m1n(0,1) — 21 . 30 . 130 —9

(nach Satz 1.4.4).

Sind die Zahlen jedoch grofer, so ist es i.a. schwierig, die Primfaktorzerleqgungen (oder
auch nur eine der beiden Primfaktorzerlegungen) auszurechnen.

1.4.3 Das kleinste gemeinsame Vielfache

Definition 1.4.10. Seien a,b € Z. Wir nennen jede Zahl u, fiir die sowohl a | u als auch
b | u gilt, ein gemeinsames Vielfaches von a und b.

Eine Zahl v € Z heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b, falls
l.v>0,a|vund b | v, und
2. fiir jedes gemeinsame Vielfache u von a und b gilt: v | u.

Wie beim grofiten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen a und b kann man nun zeigen — die
Beweise verlaufen (fast) vollkommen analog:

Satz 1.4.11. Seien a,b € Z. Dann gibt es hochstens ein kleinstes gemeinsames Vielfaches
von a und b.

Definition 1.4.12. Wir bezeichnen mit kgV(a, b) das kleinste gemeinsame Vielfache von
a und b, falls ein solches existiert.

Satz 1.4.13. Seien a,b € Z. Dann haben a und b ein kleinstes gemeinsames Vielfaches.
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1.4.4 Hauptsatz iiber den grofiten gemeinsamen Teiler

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass sich der grofite gemeinsame Teiler d zweier ganzer
Zahlen a und b immer als ganzzahlige Linearkombination von a und b schreiben lésst. Das
heifit, dass es zwei ganze Zahlen x und y gibt mit

d=x-a+y-b.
Satz 1.4.14. Sein € N und seien ay, .. .,a, € Z. Wir betrachten die Menge
I:=1I(ay,...,a,):={2€Z | esgibtxy,..., 0, EZ mit z=11-a1+ ...+ Ty - Qp}
. Es qilt:
e Sind z,2 €1, soist auch z — 2’ € I.
o [stzel undx €7, soist auch x-z € I.
Beweis. Ubung 1, Ubungsblatt 6. ]

Lemma 1.4.15. Seien a,b € Z, so dass es ein d € Ny gibt mit I(a,b) = I(d), so ist d der
grofite gemeinsame Teiler von a und b. Insbesondere gibt es dann x,y € Z mit

r-a+y-b=d.
Beweis. Wir rechnen nach, dass d wirklich der grofite gemeinsame Teiler von a und b ist:
e Nach Voraussetzung ist d > 0.

e Daa=1-a+0-b€ I(a,b) =1(d), gibt es also ein r € Z mit a = r - d. Daher gilt:
d| a.

e Dab=0-a+1-be€ I(a,b) =1(d), gibt es also ein s € Z mit b = s - d. Daher gilt:
d|b.

e Ist ¢ ein gemeinsamer Teiler von a und b, also ¢ | a und ¢ | b, so gilt nach Lemma 1.1.3,
Teil 4, auch: ¢ | x -a +y - b fur alle x,y € Z. Da aber d € I(d) = I(a,b) nach
Voraussetzung von der Form d =z -a+ gy - b mit 2,y € 7Z ist, gilt insbesondere auch
t]d.

O
Lemma 1.4.16. Sei {0} # M C Z eine Menge, fiir die die folgenden Eigenschaften gelten:
e Sind z,2 € M, so ist auch z — 2z’ € M.
o [stze M undx € Z, so ist auch x -z € M.
Sei d die kleinste positive Zahl mit d € M.
Dann ist M = 1(d), die Menge aller ganzzahligen Vielfachen von d.
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Beweis. M C I(d):
Sei ¢ € M. Dann gilt auch —c € M. Da M # {0}, kénnen wir auch ¢ # 0 wéahlen. Es gibt
also positive Zahlen in M, da M # {0}, und damit auch eine kleinste, die wir d nennen.

Sei nun z € M beliebig. Durch Division mit Rest erhalten wir eine Darstellung

Z=4{(qz- d + Tz,
wobei ¢q,,r, € Z mit 0 < r, < d sind. Wir zeigen nun, dass die so entstehenden Reste r,
immer = 0 sind.

Da d € M, ist nach Voraussetzung auch ¢, -d € M, also auch r, =z —q, -d € M. Da aber
0 <r, <d und d die kleinste positive Zahl in M ist, muss r, = 0 gelten.

Daher liegt jedes z € M automatisch auch in I(d). (Denn z = ¢, - d mit ganzzahligem ¢,
da ja die jeweiligen Reste r, = 0 sind.)

I(d) C M:

Umgekehrt liegt natiirlich auch jedes z € I(d), also jedes ganzzahlige Vielfache von d, in
der Menge M (nach der zweiten Eigenschaft der Menge M), denn wir haben jad € M. [

Satz 1.4.17 (Hauptsatz {iber den grofiten gemeinsamen Teiler). Seien a,b,d € Z. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1. d >0 und I(a,b) = I(d)
2. d=ggT(a,b)

Beweis. 1. = 2.: Das ist gerade die Aussage aus Lemma 1.4.15.

2. = 1.: Falls I(a,b) # {0} ist, gibt es nach Lemma 1.4.16 immer ein d € N mit /(a,b) =
I(d), denn I(a,b) ist nach Satz 1.4.14 gerade so eine Teilmenge der ganzen Zahlen, die die
Bedingungen wie das M in dem Lemma 1.4.16 erfiillt. Nach Lemma 1.4.15 muss dieses
d, so es denn iiberhaupt existiert, automatisch der ggT(a,b) sein, und wir erhalten, dass
I(a,b) = I(ggT(a,b)) ist.

Ist I(a,b) = {0}, so ist natiirlich I(a,b) = I(0) = {0}; wir konnen in diesem Fall also
d = 0 wihlen. Auch dieses d ist automatisch der ggT(a,b), denn die einzige Moglichkeit,
bei der I(a,b) = {0} auftreten kann, ist, wenn schon @ = b = 0 ist. Damit ist auch hier

I(a,b) = I(ggT(a,b)). O

Beispiel 1.4.18.

e a=2,b=3. Dann ist nach Satz 1.4.17
12,3)={z€Z |esgibtz,ycZ mitz=x-2+y-3}=1(1) =7,
da ggT(2,3) = 1.
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e a=4,b=06. Dann ist nach Satz 1.4.17
I(4,6)={z€Z | esgibtz,y € Z mit z=x-4+y-6}

=12)={2€Z| es gibt s€Z mit z=s-2},
also die Menge der geraden Zahlen, da ggT(4,6) = 2.

Beispiel 1.4.19 (Auflosung durch den Euklidischen Algorithmus).

e a=3,b=2. Dann 1ist:

3=1-2+1,
2=2-1(+0).
Also
1=1-3—-1-2.
e a=06,b=4. Dann 1st:
6=1-4+2,
4 =2-2(+0).
Also
2=1-6-1-4.
e a =48, b =26. Dann ist:
48 = 1-26 + 22,
2 =122 +4,
22=5-4+2,
4 =2-2(+0)
Also
2 = 1-22-5-4 (3. Gleichung)
= 1-22—-5-(1-26—-1-22) (2. Gleichung)
= 1-(1-48—=1-26)—5-(1-26—1-(1-48—1-26)) (1. Gleichung)
= 6-48—11-26 (ausgerechnet)
e a=Fk-b. Dann ist:
a=k-a+0

(und wir erhalten hier keine ,vorletzte Zeile im FEuklidischen Algorithmus). Aber
ggT(a,b) = 0.
Alsob=0-a+k-b.
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e a =12, b=6. Dann ist:
12=2-6

und

6 = ggT(12,6).
Also

6=0-12+1-6.

Bemerkung 1.4.20. Wir haben gesehen, dass uns der Hauptsatz iiber den gréften gemein-
samen Teiler zweier Zahlen fiir deren gréfsten gemeinsamen Teiler immer eine Darstellung
als ganzzahlige Linearkombination aus den beiden Zahlen liefert. Ganz allgemein konnen
wir den grofiten gemeinsamen Teiler zweier ganzer Zahlen a und b als ganzzahlige Linear-
kombination derselben darstellen, indem wir den Euklidischen Algorithmus erweitern.

Im Fall, dass b =0 ist, ist ggT(a,b) = |a|, also zum Beispiel
ggT(a,b) ==+1-a+0-b.

Insbesondere haben wir in diesem Fall eine Darstellung von ggT(a,b) als ganzzahlige Li-
nearkombination von a und b gefunden. (Analog fir den Fall a = 0.) Wir beschrdinken uns
daher auf den Fall, dass beide Zahlen a # 0 und b # 0 sind. Weiterhin kénnen wir a,b € N
wdhlen, denn falls b < 0, so ist ggT(a,b) = ggT(a, —b), und haben wir eine Darstellung

ggT(a,—b)=2-a+7-(—b)
mit T,y € Z gefunden, so ist natiirlich
ggT(a,b) =2 -a+(—g)-b
eine Darstellung als ganzzahlige Linearkombination von a und b. (Entsprechend fiir a < 0.)

Satz 1.4.21 (Erweiterter Euklidischer Algorithmus/Lemma von Bézout). Seien ay €
Z,ay € N mit ag # 0 und a; < |ag|.

Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus erhalten wir folgende Gleichungen:

ap = q1 - a1 + ag,

a; = g2 - az + ag,

Ap—2 = Qn—1 " Gp_1 + Gy,
Up—1 = Qn * Gp + Qpy1,

wobet q1, ..., Qn, G2,y ... an € Z sind mit 0 < a;y1 < a; fiirallei=1,...,n und a,+1 = 0.
Dann lasst sich a,, = ggT(ag, ar) mit Hilfe dieser Gleichungen als ganzzahlige Linearkom-
bination von ag und a; schreiben.
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Beweis. Ist schon a; | ag, so ist
geT(ag,a1) =a; =0-ap+1-a.
Sonst stellen wir die Gleichungen um und beginnen mit der vorletzten Gleichung:
ap = Qp—2 — gn—1 * An—1,

die uns eine ganzzahlige Linearkombination von a, aus den beiden Zahlen a,,_s und a,_
liefert.

Ist nun bereits

p =T - Ap—f + Y " Ap—k—1
mit ,y € Z — also a,, eine ganzzahlige Linearkombination von a,,_; und a,,_;_; — und
Ap—f = On—k—2 — Qn—k—10n—k—1,

was wir durch Umstellung der Gleichungen aus dem Euklidischen Algorithmus erhalten,
so ist natiirlich auch

N(p—k—2 = Qn—tk—10n—k—1) + U - Qp_k—1

*Ap—k—2 + (Q — - Qn—k—l) *Qp—k—1,

S
3

|
=

|
=

also a,, eine ganzzahlige Linearkombination von a,_j_o und a,,_;_1.

(Wir haben also mit Hilfe einer (umgestellten) Gleichung aus dem Euklidischen Algorith-
mus aus der Darstellung von a, als ganzzahlige Linearkombination von a,_; und a,_,_1
eine Darstellung von a,, als ganzzahlige Linearkombination von a,_ ;1 und a,_;_o herge-
stellt.)

Fir & = n — 2 erhalten wir so eine Darstellung von ggT(ag,a;) = a, als ganzzahlige
Linearkombination von ag und a;. O

Satz 1.4.22. Seien a,b,c € Z mit ggT(a,b) # 0.

Ist (zo,y0) irgendeine Liosung der linearen Gleichung ax + by = ¢ (in den Variablen x und
y), so ist die Losungsmenge der Gleichung genau die Menge

kb ka
xo + Yo — keZy.
{( 0t @)Y T wia, b)) | }

Beweis. Dass all diese Paare von ganzen Zahlen Lésungen der linearen Gleichung sind,
kann man nachrechnen (s. Ubungsaufgabe 1, Ubungsblatt 7).

Etwas schwieriger ist es zu zeigen, dass alle Losungen so erhalten werden kénnen. [Beweis-
idee folgt. .. ] O
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Bemerkung 1.4.23. Die lineare Gleichung ax + by = ¢ mit a,b,c € Z braucht keine
Lésung zu haben. Eine Lésung hat sie (nach Satz 1.4.17) genau dann, wenn ggT(a,b) | c
18t.

Hat die Gleichung eine Lisung, so konnen wir eine Losung mit Hilfe des erweiterten Fu-
klischen Algorithmus berechnen, und Satz 1.4.22 liefert uns dann alle Losungen der Glei-
chung.

Beispiel 1.4.24. Wir suchen alle ganzzahligen Léosungen der Gleichung
30z 4+ 14y = 2.

FEine Losung erhalten wir durch den Euklidischen Algorithmus:
30=2-14+2

14=7-240

Die vorletzte Zeile erqibt:
2=30-14+14-(-2),

also ist (xg,yo) := (1, —2) eine Lisung der Gleichung in den Variablen x und y.
Weitere Losungen finden wir, indem wir Satz 1.4.22 anwenden, etwa mit:

kE=1:

(1+ 14, -2 — 30) = (15, —32), Einsetzen liefert: 30 - 15 + 14 - (—32) = 450 — 448 = 2
k=2:

(1+28,—2—60) = (29, —62), Finsetzen liefert: 30 - 29 + 14 - (—62) = 870 — 868 = 2
k= —3:

(1 —42,—2+90) = (—41,88), Einsetzen liefert: 30 - (—41) 4+ 14 - 88 = —1230 + 1232 = 2

1.5 Diophantische Gleichungen
1.5.1 Lineare diophantische Gleichungen

Bemerkung 1.5.1. Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, wir man ganzzahlige Lisungen
linearer Gleichungen in zwei Variablen berechnen kann. Entsprechend kann man auch die
ganzzahlige Lisungen linearer Gleichungen in mehr als zwei Variablen berechnen, wenn
man fir n ganze Zahlen ay, ..., a, € Z den ggT(aq,...,a,) rekursiv durch

geT(ay,...,a,) :=ggT(geT(ar,...,an_1),an)
definiert (und sich davon iberzeugt, dass das ganze nicht von der Reihenfolge der a;, i =

1,...,n, abhingig ist). Dabei soll dann ggT(ay) = a1 sein, falls n =1 ist, und ggT(ay, as)
so definiert sein wie oben.
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Ebenso kann man auch (durch mehrfaches Anwenden des erweiterten Euklidischen Algo-
rithmus) ggT(aq, ..., a,) als ganzzahlige Linearkombination von ay, ..., a, darstellen, also
ri,...,%, € Z finden mit

geT(ay,...,a,) =101 + ... + Tpap.
Eine Ubungsaufgabe dazu ist auf dem Ubungsblatt 7 (Aufgabe 3) zu finden.

Definition 1.5.2. Wir nennen eine polynomielle Gleichung in den Variablen x4, ..., z, eine
diophantische Gleichung, wenn wir nach ganzzahligen Losungen dieser Gleichung suchen.
Eine polynomielle Gleichung ist dabei eine Gleichung der Form p(xy,...,z,) = 0, wobei p
ein Polynom in den Variablen x4, ..., x, ist.

1.5.2 Quadratische diophantische Gleichungen

Der Grofle Satz von Fermat besagt z. B., dass die diophantische Gleichung z" + y" = 2"
in den Variablen x,y, z keine nicht-trivialen ganzzahligen Losungen hat, falls n > 2 ist.
Der Beweis ist jedoch so umfangreich und umfasst mathematische Hilfsmittel, die wir hier
nicht bereitstellen kénnen, so dass wir hier darauf verzichten.

Wir befassen uns im Folgenden mit den Losungen der quadratischen diophantischen Glei-
chung

$2+y2:Z2

in den Variablen z,y, z. (Diese nennt man auch pythagordische Tripel.)

Bemerkung 1.5.3. Mit jeder Lisung (o, yo, z0) der Gleichung x* + y? = 2% ist natiirlich
auch jedes (k- xo,k - yo, k- z0) (mit k € R) eine (nicht unbedingt ganzzahlige) Lisung der
Gleichung.

Weiterhin erhalten wir aus jeder ganzzahligen Losung (xo, Yo, z0) insgesamt acht ganzzah-
lige Lésungen der Gleichung, indem wir die Vorzeichen von xo, yo und zy wechseln.

Man kann zeigen:

Lemma 1.5.4. Ist (x9, Y0, 20) eine Losung der diophantischen Gleichung x* + y?* = 2%, so
gilt ggT (0, y0) | 20-

Beweis. Ubungsaufgabe 1, Ubungsblatt 8. [

Bemerkung 1.5.5. Haben wir eine gannzahlige Liosung (zo,yo,20) der Gleichung

22 + 2 = 2% gefunden, so ist nach Bemerkung 1.5.3 und Lemma 1.5.4 auch

o Yo 20
ggT(z0,90)’ 88T (x0,y0)’ 8T (z0,y0)

eine ganzzahlige Losung der Gleichung.

Definition 1.5.6. Wir nennen eine Losung (zg,yo,20) der diophantischen Gleichung
2?2 4+ y? = 2% eine Fundamentallosung, wenn ggT(zq,yo) = 1 ist.
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Lemma 1.5.7. Ist (xo,%0,20) eine Fundamentallésung der diophantischen Gleichung
2% +y? = 22, so ist genau eine der Zahlen xy und yo gerade.

Beweis (durch Kontraposition). Falls xo und yo beide gerade sind, so ist ggT(xg, o) > 2 #
1, da ja 2 ein gemeinsamer Teiler von xg und yq ist (und ggT (g, yo) der zahlenmé&Big grofite
unter allen gemeinsamen Teilern). Damit ist (zo, ¥o, 2z0) (nach Definition) keine Fundamen-
tallosung.

Falls xo und gy beide ungerade sind, so gibt es m,n € Z, so dass vy = 2m-+1 und yy = 2n+1
gilt. Wire nun (g, yo, 20) eine Fundamentallosung (und damit eine ganzzahlige Losung)
von 22 +y* = 22 so wire 25 = 22+ y2 = 2m+ 1)+ (2n+1)2 =4- (m*+ m+n*+n)+2.

Wir zeigen nun: , Eine Quadratzahl hat beim Teilen durch 4 niemals Rest 2.

Fall 1: z ist ungerade. Dann gibt es ein @ € Z mit zg = 2a+1 = 22 = (2a + 1) =
4-(a®+a) + 1, also Rest 1 (beim Teilen durch 4)

Fall 2: 2 ist gerade. Dann gibt es ein a € Z mit 2y = 2a = 22 = (2a)?> = 4 - a?, also Rest
0 (beim Teilen durch 4)

Also kann (zg, Yo, 20) keine ganzzahlige Losung der Gleichung z? + y? = 22 sein, also auch

keine Fundamentallosung. ]

Man kann die Fundamentallésungen (bis auf die Vorzeichen und Vertauschung der Rollen
von x und y) nun wie folgt charakterisieren:

Satz 1.5.8. Sei (xo,y0,20) eine Liosung der  diophantischen  Gleichung
2?2 + 1y = 22, so dass xg, 0,20 € Ny sind und zg gerade ist. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

e (g, Yo, 20) ist eine Fundamentallosung.

o [s gibt m,n € Ny mit ggT(m,n) =1, wobei genau eines von m und n gerade ist, so
dass
o =2mn, yo=m>—n?> und z=m*+n?

qgilt.

Der Beweis ist genauso wie der von Satz 1.4.22 etwas ldanger.

2 Zahlentheorie in allgemeineren Ringen

2.1 Ringe

Nachdem wir nun einige Kapitel zur Zahlentheorie in den ganzen Zahlen gesehen haben,
wird es im Folgenden darum gehen, sich davon zu iiberzeugen, dass viele Dinge auch
auf allgemeinere Ringe iibertragbar sind, und zu sehen, dass gewisse andere Dinge nicht
funktionieren.
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Definition 2.1.1. Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen + : R x R — R (Addition) und
-1 R x R — R (Multiplikation) heifit Ring, falls die Verkniipfungen folgende Bedingungen
erfiillen:

o 11 + 1y =19+ 1 (Kommutativgesetz der Addition)
o (r+re) +13 =11+ (ro + r3) fiir alle 1,79, 73 € R (Assoziativgesetz der Addition)

e cs gibt ein Element n € R mit r +n = n +r = r fiir alle r € R (neutrales Element

bzgl. der Addition)

e zu jedem r € R gibt es ein 7’ € R mit r +7' = 1' +r = 0 (inverse Elemente bzgl. der
Addition)

o (r1-19) 13 =11 (re-r3) fiir alle r1, 79,73 € R (Assoziativgesetz der Multiplikation)

e es gibt ein Element e € R mit r-e = e-r = r fiir alle r € R (neutrales Element bzgl.
der Multiplikation)

(ri1+mry)-r3=ry-r3+ro-rzund ry - (ro +13) =11 19+ 71 - 73 fiir alle ry, 79,73 € R
(Distributivgesetze)

Gilt zusétzlich r1 - r9 = 79 - r1, so nennen wir den Ring R kommutativ.
Folgt aus r; - 79 = n mit ry,79 € R stets r; = n oder r, = n, so nennen wir den Ring
nullteilerfres.

Lemma 2.1.2. Sei (R, +,-) ein Ring. Dann gilt:

e n und e sind eindeutig bestimmit.
e Zu jedem r € R ist auch r' eindeutig bestimmi.

e [st der Ring nullteilerfrei, so folgt aus ri-r9 = r1 - 13 und ry # 0 stets ro = r3.
(Kiirzungsregel)

Beweis. Ubungsaufgabe 2, Ubungsblatt 8. [

Beispiel 2.1.3. e Die ganzen Zahlen bilden bzgl. ihrer Addition und Multiplikation

einen (nullteilerfreien) kommutativen Ring.

e Die rationalen Zahlen bilden bzgl. ihrer Addition und Multiplikation einen (nulltei-
lerfreien) kommutativen Ring.

e Die reellen Zahlen bilden bzgl. ihrer Addition und Multiplikation einen (nullteilerfrei-
en) kommutativen Ring.

o Die natiirlichen Zahlen bilden bzgl. ihrer Addition und Multiplikation keinen Ring.
(Es gibt keine additiv inversen Elemente.)

e Die Paare von ganzen Zahlen bilden mit komponentenweiser Addition und Mul-
tiplikation einen kommutativen Ring, der nicht nullteilerfrei ist. (Hier gilt z. B.:
(1,0) - (0,1) = (1-0,0-1) = (0,0).)
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2.1.1 Polynomringe

Falls nichts anderes gesagt wird, bezeichnen wir in dem Rest dieses Kapitels mit n das
additiv neutrale Element eines Rings R.

Definition 2.1.4. Ein Polynom in der Variablen X {iber einem Ring R ist ein Ausdruck
der Form
To + 7"1X + 7”2X2 + 7“3X3 + ...+ Tme,

wobei rg,...,r, € R und m € Ny ist.

Zwei Polynome f := 1y +7rX + 1o X? + 13 X3 + ...+ 7, X™und g := 59+ 51X + 5.X? +
53X?4...+5,X"in der Variablen X iiber dem Ring R sind genau dann gleich, wenn m = /
und r; = s; fiir alle e =0, ..., m gilt.

Die Menge alle Polynome in X iiber R bezeichnen wir mit R[X].
Wir definieren eine Addition auf R[X] durch
f + g = (TO + SO) + (Tl + Sl)X + ...+ (Tmax(m,f) + Smax(m’é))Xmax(m,Z)’

wobei wir r; := n und s; := n setzen fiir ¢ > m und j > (.

Wir definieren auflerdem eine Multiplikation auf R[X] durch

f g :=Tg-So+ (7"180 + 7”081)X + (7"280 +ri181 + TQSQ)XQ + (7’380 + 71981 + 1189 + TQSg)X3

+...+ (TergS(] + Tm40—151 +...+ "1Smar—1 + TQSerg)XmJFZ,

wobei wir r; := n und s; := n setzen fiir ¢ > m und j > /.

Lemma 2.1.5. Mit der oben angegebenen Addition und Multiplikation ist R[X] ein Ring.

Beweis. Ubungsaufgabe 3, Ubungsblatt 8. (Insbesondere ist es wichtig, sich zu iiberlegen,
wie die neutralen Elemente sowie zu jedem Element das additiv inverse Element aussehen.)

O
Beispiel 2.1.6. Sei R:=Z und f :== 1+ X, g:=2—-5X +4X2. (Dann sind f,g € R[X].)
o f+g=(1+X)+(2-5X+4X?)=(1+2)+(1—-5)X +4X?=3 —4X +4X?
o f-g=(1+X) (2—5X+4X?)
—(1-2) 4+ (1-241-(=5)X +(0-24+1-(=5) +1-4)X>

+(0-2+0-(=5)+1-4—-1-0)X?
=2+ (=3)X + (-1)X* 4+ 4Xx°?

Definition 2.1.7. Ist R ein Ring und f :=ro+ X +rpX? + 3 X3+ ... +7,X™ € R[X]
ein Polynom mit r,, # n, so nennen wir m den Grad von f.
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Lemma 2.1.8 (Gradsatz). Sei R ein Ring.
e Sind f,g € R[X] mit f,g,f+ g#n, soist grad(f + ¢g) < max(grad f,grad g).

e Sind f,g € R[X]| mit f,g,f -9 # n, so ist grad(f -g) < grad f + gradg. Ist R
zusdtzlich nullteilerfrei, so gilt sogar: grad(f - g) = grad f + grad g.

Beweis. Die beiden Polynome f, g € R[X] lassen sich schreiben als
f=ro+mX +rmX2+rmX3+. . +r,X™

und

g:so+le—i—32X2+53X3+...—1—5ng
mit r,, #n und s, # n.
Damit ist grad f = m und grad g = ¢.

Nach Definition ist dann:
FAg=(r0+50)+ 1+ )X 4.+ (Fmaxime) + Smax(me)) X ™™

wobei wir 7; :=n und s; := n setzen fiir ¢ > m und j > /.
Damit muss aber grad(f + ¢g) < max(m, ¢) = max(grad f, grad g) sein. (Es tauchen ja gar

keine X mit ,hoheren Exponenten® auf.)

Nach Definition ist:

f-g=r0-50+ (r150 + 1051)X + (1280 + 1151 + 1082) X? + (r380 + 1951 + 1189 + 1953) X >
+.oo+ (PmaeSo + Tmae1S1+ oA TmSe+ o F 1S + rgsmH)Xm*g,
wobei wir 7; := n und s; := n setzen fiir ¢ > m und j > /.

Damit muss aber grad(f - g) < m + ¢ = grad f + grad g sein. (Es tauchen ja gar keine X
mit ,héheren Exponenten auf.)

Nun schauen wir uns, um Gleichheit beim Produkt im nullteilerfreien Fall zu zeigen, noch
einmal genau den Vorfaktor von dem X™*¢ an:

Tt S0 T Tmte—1 51+ o« + T Se—1 +TmSe + Tin—1 Sev1 + -« + 71 Smae—1 + 70 Smpe = TimSe
S~~~ S~~~ ~—— S~~~

=n =n =n =n =n =N

(In jedem einzelnen der Produkte taucht mindestens ein n (das additiv neutrale Element
von R) auf, so dass sich alles weghebt bis auf ggf. den Ausdruck r,,s,.%)

3Das sieht man so: n-qg= (n+n)-g=n-q+n-q, alson=n-q+(-n-q) =n-q+n-q+(-n-q) =n-q,
also ist immer n- ¢ = n fiir alle ¢ € R und (analog zeigt man) ¢-n = n fiir alle ¢ € R. Da n additiv neutral
ist, bleibt also wirklich h6chstens r,, s, iibrig.
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Da aber r,,, # n und s; # n und der Ring nullteilerfrei ist, ist auch r,,s, # n. (Der Vorfaktor
zu XM ist also # n.)

Damit gilt fiir den nullteilerfreien Fall: grad(f - g) = m + ¢ = grad f + grad g ]

Bemerkung 2.1.9. Im ersten Fall kann echte Ungleichheit auftreten:
grad(f 4+ ¢g) < max(grad f, grad g).
Beisprel:

(1+3X +4X°%) + (T4 (—4)X?) = 8 + 3X,

wobei 1+ 3X +4X? und 7+ (—4)X? beide von Grad 2 sind, aber 8 +3X nur vom Grad 1.

Dass bei Ringen, die nicht nullteilerfrei sind, im letzten Fuall auch echte Ungleichheit, also
grad(f - g) < grad f + grad g, gelten kann, sieht man u. a. an folgendem Beispiel:

Wir nehmen uns als Ring R die Menge Z* mit komponentenweiser Addition und Multipli-
kation. Dann gilt:

((1,0)X) - ((0, )X +(7,0)) = (1-0,0-1)X*+(1-7,0-0)X = (0,0)X>*+(7,0)X = (7,0)X,

wobei (1,0)X, (0,1)X + (7,0) und (7,0)X alle vom Grad 1 sind.

2.1.2 Quadratische Zahlbereiche

Definition 2.1.10. Sei m € Z fest vorgegeben. Wir betrachten die Paare (r,s) € Z* und
definieren eine Addition und eine Multiplikation auf der Menge dieser Paare durch

(r1,81) + (12, 82) = (r1 + 72,81 + $1)

sowie
(r1,81) - (re, 89) := (rir9 4+ S159m, 159 + 1281)

fiir (r1,s1), (re,s2) € Z*. Dabei sind zwei Paare (rq,s;) und (rg, s3) genau dann gleich,
wenn ry = ry und s; = 9 gilt.

Lemma 2.1.11. Beziiglich der oben angegebenen Addition und Multiplikation bilden die
Elemente in Z* einen kommutativen Ring.

Beweis. Ubungsaufgabe 3, Ubungsblatt 8. ]

Definition 2.1.12. Die oben angegebene Multiplikation hdngt von dem gewéhlten m € Z
ab. Wir bezeichnen den so entstandenen Ring mit Z[/m].

Man sieht sofort Folgendes:

Lemma 2.1.13. Ist die Zahl m oben eine Quadratzahl, so ist der dadurch definierte Ring
Z[\/m] nicht nullteilerfrei.

Beweis. Da m eine Quadratzahl ist, gibt es ein 7 € Z mit m = r?. Dann gilt: (r,1)-(r, —1)
(r-r+1-(=1)-m,r-(=1)+1-7r)=(r* —m,—r +7) = (0,0).

Ol
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Bemerkung 2.1.14. Man kann sogar zeigen: Z[\/m] ist genau dann nullteilerfrei, wenn
m keine Quadratzahl ist.

Bemerkung 2.1.15. Die Bezeichnung Z[v/m] kommt daher, dass man statt (r,s) € Z auch
formal r+s\/m schreiben konnte und wie in den reellen Zahlen ,rechnen® kinnte, wobei die
Multiplikation oben gerade so gemacht ist, dass \/m-/m = m gilt: Seien (r,s), (', s') € Z*.
Dann gilt in Z[\/m] folgende Gleichheit: (r,s) - (r',s") = (rr' + ss'm,rs’ +1's), und wiirde
man wie in R rechnen, so wire (r+ sy/m) - (r' + s'/m) = rr’ + ss'm + (rs' + r's)y/m.

2.2 Teilbarkeit

Wir kénnen die Definition der Teilbarkeit in den ganzen Zahlen auch auf allgemeine kom-
mutative Ringe iibertragen:

Definition 2.2.1. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Zahl d € R heifit Teiler von a € R,
wenn es eine Zahl ¢ € R gibt mit a = d-c. Wir sagen auch ,,d teilt a* oder ,,a ist Vielfaches
von d“ und schreiben verkiirzt:

d| a.
Ist d kein Teiler von a, so schreiben wir auch: d 1 a.

Wie in den ganzen Zahlen kann man Folgendes beweisen:

Lemma 2.2.2 (Rechenregeln fiir Teilbarkeit). Sei R ein kommutativer Ring, und seien
a,b,c,d € R.

1. Es gilt immer: a | a.

2. Gilta|bundb|c, so gilt auch a | c.

3. Gilta | b undc|d, so gilt aucha-c|b-d.

4. Gilta|bunda|ec, sogilt aucha|(x-b+y-c) fir alle z,y € R.

Beweis. Der Beweis geht ganz genauso wie der entsprechende in den ganzen Zahlen. (Uber-
all, wo am Anfang der Vorlesung bei dem Beweis Z stand, schreiben wir nun einfach R.) O

Definition 2.2.3. Sei R ein kommutativer Ring mit multiplikativ neutralem Element e.
Wir nennen ein Element f € R eine Finheit, falls f | e.

Beispiel 2.2.4. e In den ganzen Zahlen sind die einzigen Einheiten 1 und —1, da das
die einzigen Teiler von 1 sind.

o Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit additiv neutralem Element n und
multiplikativ neutralem Element e. Ist f € R|X]| ein Polynom vom Grad > 1, so kann
f keine Einheit sein. (Das folgt aus dem Gradsatz: Gibe es ein Polynom g € R[X]
mit f-g=e € R[X], so wdre auf jeden Fall g # n, da sonste = f-g=f-n=n#e
wdre. Dann ist aber 0 = grade = grad (f - g) = grad f + gradg > 1+ 0 = 1.
Widerspruch!)
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Bemerkung 2.2.5. e In jedem kommutatitiven Ring R mit multiplikativ neutralem
FElement e sind e und —e Einheiten, denn: e = e-e und e = —e - (—e) in jedem Ring.

e Sind fi und fo FEinheiten in einem Ring R, so ist auch fi - fo eine Finheit in R,
denn: fi | e und fo | e, also (nach Lemma 2.2.2) auch fi - fo|e-e=e.

o [st f eine Einheit in einem Ring R, so ist f | r fir jedes r € R, denn: f | e, wobei
e das multiplikativ neutrale Element in R bezeichne, und e | r fiir jedes r € R, also
(nach Lemma 2.2.2) auch f = f-e|e-r=r firaller € R.

o In Z[\0] sind beispielsweise (1,1) und (1,—1) Einheiten, denn: (1,0) = (1,1) -
(1,-1) = (1,—1) - (1, 1).

In den ganzen Zahlen hatten wir gesehen, dass fiir zwei Zahlen a,b > 0 aus den beiden
Beziehungen a | b und b | @ schon immer a = b folgt.

Sind a,b € Z mit a | b und b | a, so folgt im Allgemeinen nur a = b oder a = —b.

Definition 2.2.6. Sei R ein kommutativer Ring. Wir nennen a,b € R assoziiert, wenn
a|bund b | a gilt (und schreiben dann: a ~ b).

Man kann leicht einsehen, dass fiir a, b, ¢ in jedem kommutativen Ring R Folgendes gilt:
Lemma 2.2.7. e ar~a

o Gilta~0b, soauchb~ a.

e Gilta~1bundb~ c, soaucha~ c.

e Seia~b. Dann ist a | ¢ genau dann, wenn b | c.

e a ~ b genau dann, wenn es eine Finheit f € R gibt mit b = af.
Beweis. Ubungsaufgabe 1, Ubungsblatt 9. ]

Beispiel 2.2.8. In den ganzen Zahlen gilt z.B. 3 ¢ 4, denn sowohl 3 1 4 als auch 4 1 3.
Auch ist 2 4 4, denn es ist zwar 2 | 4, aber 4 1 2. Allerdings ist 2 | —2, denn 2 | —2 und

—212.
Im Ring Z[\/0) gilt: (1,1) | (1, —1), denn (1,1) | (1,1)- (1,—1) - (1, —1) = (1,0) - (1, —1) =

|
(1,—-1) und (1,-1)=(1,-1)-(1,1) - (1,1) = (1,0) - (1,1) = (1, 1).

Definition 2.2.9. Ist R ein kommutativer Ring, so nennen wir einen Teiler b von a € R
einen echten Teiler von a, wenn b keine Einheit ist und nicht a ~ b gilt.

Weiterhin kann man mit Hilfe der Charakterisierung der Assoziiertheit aus dem vorange-
gangenen Lemma zeigen:

Lemma 2.2.10. Sei R einkommutativer Ring mit additiv neutralem Element n, und seien
a,b,c € R, a #n und a = be. Dann ist b ein echter Teiler von a genau dann, wenn c ein
echter Teiler von a ist.
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2.3 Unzerlegbarkeit und Primelemente

In den ganzen Zahlen hatten wir gesehen, wie man Primzahlen charakterisieren kann. In
dem ganzen Kapitel bezeichne R einen fest vorgegebenen kommutativen Ring und n das
additiv neutrale Element des Rings.

Definition 2.3.1. Wir nennen v € R unzerlegbar, wenn u # n ist, u keine Einheit in R
ist und u keine echten Teiler in R hat.

Davon zu unterscheiden ist in allgemeinen kommutativen Ringen folgende Eigenschaft:

Definition 2.3.2. Wir nennen ein Element p € R Primelement, wenn p # n ist, p keine
Einheit in R ist und aus p | a - b immer p | a oder p | b folgt.

Wir hatten gesehen, dass die beiden Definitionen in den (positiven) ganzen Zahlen &qui-
valent sind (Lemma 1.2.8). In allgemeinen kommutativen Ringen ist das jedoch nicht der
Fall.

Es gilt jedoch:

Lemma 2.3.3. Ist p € R ein Primelement, so ist p unzerlegbar.

Beweis. Wir miissen nur zeigen, dass fiir jedes Primelement p € R auch die letzte Bedin-
gung bei der Unzerlegbarkeit gilt, dass p also keine echten Teiler hat:

Sei a € R ein Teiler von p und p ein Primelement. Dann gibt es ein b € R mit p = a - b.
Da p ein Primelement ist, gilt p | a oder p | b. Gleichzeitig gilt aber: a | p und b | p. Falls
p | a,soist p~ a, also a kein echter Teiler von p. Falls p | b, so ist p ~ b, also b kein echter
Teiler von p. Dann ist aber a nach Lemma 2.2.10 ebenfalls kein echter Teiler von p. 0]

Um zu sehen, dass die Begriffe ,,unzerlegbares Element“ und ,, Primelement“ nicht iiber-
einstimmen, kann man entweder ein Beispiel angeben, zu dem man ganz viel durchrechnen
muss, oder aber mit etwas mehr Theorie leicht einsehen, dass sie in dem Fall nicht iiber-
einstimmen. Dazu stellen wir in den folgenden Abschnitten eine Verbindung zwischen der
Teilbarkeit in einem allgemeinen Ring R und der Teilbarkeit in den ganzen (bzw. den
natiirlichen) Zahlen mit Hilfe so genannter Normfunktionen her.

2.4 Normfunktionen

Auch in diesem Abschnitt sei R immer ein fest vorgegebener kommutativer Ring mit additiv
neutralem Element n und multiplikativ neutralem Element e.

Wir versuchen nun, die Teilbarkeitsrelation in den ganzen Zahlen zu verallgemeinern. Dazu
betrachten wir eine so genannte Normfunktion.

Definition 2.4.1. Sei N : R — Ny eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:

e N(a) =0 genau dann, wenn a = n, und
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e N(ab) = N(a) - N(b) fiir alle a,b € R.

Dann nennen wir N eine Normfunktion auf R.

Zunéchst einige Beispiele von Normfunktionen:

Beispiel 2.4.2. o 7 mit N(z) :=|z| fir alle z € Z (Betragsfunktion), denn:

o R[X], wobei R nullteilerfrei ist, zusammen mit N(f) = { 5

z =0 ist die einzige ganze Zahl mit N(z) = |z| = 0.

Sind z1, 29 € Z, s0 ist N(z1 - z9) = |21 - 22| = |21] - |22] = N(21) - N(22).

0, falls f =n
grad £ folls f£n

denn:

Nach Definition von N ist f = n gerade das einzige Polynom in R[X| mit
N(f) = 0.

Sind f,g € R[X] und beide # n, so ist N(f - g) = ograd (f-g) _ ograd f+grad g _
ggrad . ggrad g — N'(f). N(g) (nach dem Gradsatz).

Ist nun f =mn oder g =n, so ist aber auch f-g=mn, und es gilt:
N(f-g)=N(n)=0.

Andererseits ist N(f) = 0, falls f = n, und N(g) = 0, falls g = n, also ist in
beiden Fillen auch N(f)- N(g) =0.

Z kein Quadrat, Z[v/m] mit der Funktion N((r,s)) := |r? — s*m/|, denn:

Zundchst einmal gilt N((0,0)) = 10?2 — 0% -m| = 0.

Wir miissen aber noch zeigen, dass (r,s) = (0,0) das einzige Element in Z[\/m)]
ist, fir das N((r,s)) =0 gilt.

Sei also (r,s) € Z[\/m] mit N((r,s)) = 0. Dann gilt: [r* — s*m| = 0. Also folgt:
r? —s*m = 0, (da 0 die einzige ganze Zahl z ist mit |z| = 0). Dann ist aber
r?2 = s°m, was aber nur der Fall sein kann, wenn r?> = 0 und s*m = 0 ist, da m
ja keine Quadratzahl ist. Dann ist aber auch r = 0 und s®> = 0, also s = 0, denn

m ist keine Quadratzahl, also insbesondere m # 0.
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— Sind (r,s), (', s') € Z[\/m], so ist
N((r,s)-(r',s") = N((rr'+ss'm,rs’ +1's))
= |(rr’ +s5'm)* — (rs' +1's)*m)|
= |[r2(r')? 4 2rr'ss'm + s*(s')*m?
—(r*(s")? = 2rr'ss' + (r')?s%) - m)|
= |r*(r ) —i— s2(s)?m? — r?(s')*m — (1)%s*m)|
= |(r* = s*m) - ((")? = (s)*m)|

= | —sm! |()? = (5')*m|

= N((r,) - N((r',5))

Man kann zeigen, dass Folgendes gilt:

Lemma 2.4.3. Ist R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit Normfunktion N, und
seien a,b € R. Dann gilt:

o [stb#mn undalb, soist auch N(a) | N(b) und 1 < N(a) < N(b).
e Sind a und b assoziiert, so ist N(a) = N(b).
e [st f € R eine Einheit, so ist N(f) =
Beweis. Ubungsaufgabe 2, Ubungsblatt 9. ]

Definition 2.4.4. Wir nennen eine Normfunktion N auf einem Ring R monoton, falls fiir
jeden echten Teiler b von a € R auch N(b) < N(a) gilt.

In nullteilerfreien kommutativen Ringen mit monotoner Normfunktion lassen sich die Ein-
heiten als genau die Elemente charakterisieren, deren Normfunktion gerade den Wert 1
annimmt:

Lemma 2.4.5. Ist R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit monotoner Normfunktion
N, soist f € R genau dann eine Finheit, wenn N(f) =1 ist.

Beweis. Ubungsaufgabe 2, Ubungsblatt 9. [

2.5 Unzerlegbarkeit und Primelemente II

Mit Hilfe dieser Charakterisierung der Einheiten (aus dem letzten Abschnitt) kann man
zeigen:

Satz 2.5.1. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit monotoner Normfunktion.
Dann ist jede Nichteinheit r € R mit r # n ein Produkt von endlich vielen unzerlegbaren
Elementen.
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Die Frage, die sich nun stellt, ist, ob so eine Zerlegung, wie wir es von den ganzen Zahlen her
kennen, immer eindeutig ist. Das ist im Allgemeinen nicht der Fall. Als Beispiel betrachten
wir den quadratischen Zahlbereich Z[/—5]. (Man kann zeigen, dass die oben angegebene
Normfunktion (fir m = —5) monoton ist.)

Beispiel 2.5.2. Sei R := Z[\/—5]. Dann ist (6,0) = (2,0) - (3,0) = (1,1) - (1, —-1).
Alle Elemente (2,0), (3,0), (1,1) und (1, —1) sind unzerlegbar in Z[/—5].
(2,0) 1 (1,1), (2,0) 1 (1,-1), also ist auch (2,0) zu keinem der beiden Elemente assoziiert.

Insbesondere ist (2,0) kein Primelement.

Beweis der Behauptungen im Beispiel.
Rechnung, dass sich (6,0) als beide Produkte schreiben lésst:

(2,0)-(3,0)=(2-3—(=5)-0-0,2-0+0-3) = (6,0)

und
(L) -(1,-1)=(1-1—(=5)-1-(=1),1-(=1)4+1-1)=(6,0)

Zur Unzerlegbarkeit der vier Elemente:

Wir benutzen die Normabbildung, um zu zeigen, dass es fiir die vier Elemente keine echten
Teiler geben kann:
Fiir die Norm N eines Elementes (r, s) € Z[v/—5] gilt (nach Definition):

N((r,s)) = |[r* 4+ 5s*| = r* + 5s%,

also N((2,0)) = |22 +5- 02| =4, N((3,0)) = [32 +5-0%| =9, N((1,1)) = [12+5-12| =6
und N((1,—1)) = [12+5- (=1)?] = 6.

Hatte nun eines der vier Elemente einen echten Teiler, so wére dessen Norm 2 oder 3.
(Das liegt daran, dass die auf Z[v/—5] angegebene Normfunktion N monoton ist. Also
stimmen fiir jeden echten Teiler b einer Zahl a € Z[\/—5] die Normfunktionen N(b) und
N(a) niemals iiberein. Andererseits sind alle Elemente b € Z[/—5] mit N(b) = 1 schon
Einheiten, also auch keine echten Teiler (s. Lemma 2.4.5).)

Wir miissten also ganzzahlige Losungen (r,s) der Gleichungen N((r,s)) = r? 4+ 5s? = 2
oder N((r,s)) =r?+ 5s* = 3 suchen.

Nun haben die Gleichungen r? + 5s? = 2 sowie 7% + 5s> = 3 aber keine ganzzahligen
Losungen in 7, s, denn:

Gilt 2 + 552 = 2 bzw. 72 + 552 = 3, so muss s = 0 sein, da sonst r? + 5s? > 5 wire. Dann
muss aber r = +v/2 bzw. r = ++/3 sein, aber +v/2 ¢ 7 und +/3 ¢ 7.

Da N((2,0)) =4 # 1, N((3,0)) =9 # 1 und N((1,1)) = N((1,—1)) = 6 # 1, konnen die
vier Ringelemente (2,0), (3,0), (1,1) und (1, —1) keine Einheiten sein.

Weiterhin sind alle Elemente (2,0), (3,0), (1,1) und (1, —1) verschieden von (0,0), dem
additiv neutralen Element in Z[y/—5].
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Zur Nichtteilbarkeit von (1,1) und (1, —1) durch (2,0):

Wire (2,0) | (1,1) oder (2,0) | (1,—1), so wére nach Lemma 2.4.3 aber auch N((2,0)) |
N((1,1)) oder N((2,0)) | N((1,—1)) in den ganzen Zahlen, also 4 | 6 in Z. Widerspruch!
Damit ist (2,0) insbesondere auch weder zu (1, 1) noch zu (1, —1) assoziiert.

(2,0) kann auch kein Primelement sein, denn es ist zwar Teiler des Produktes (1,1) -
(1,—1) = (6,0), teilt aber keinen der beiden Faktoren. O

2.6 Faktorielle Ringe, Hauptidealringe

Wie wir im vorangegangenen Abschnitt gesehen haben, ist eine Produktzerlegung von
Elementen eines kommutativen Ringes in unzerlegbare Elemente, sofern sie iiberhaupt
existiert, nicht immer eindeutig, sogar noch nicht einmal bis auf die Reihenfolge und As-
soziiertheit der Elemente.

Definition 2.6.1. Sei R ein kommutativer Ring mit additiv neutralem Element n. Wir
nennen R faktoriell, falls Folgendes gilt:

e Jedes Element » € R mit r # n, das keine Einheit ist, lasst sich als Produkt von
endlich vielen unzerlegbaren Elementen schreiben.

e Ist » € R mit r # n und r keine Einheit und r = uy - ... - up = vy - ... v, mit
unzerlegbaren Elementen uq, ..., ug, vy,...,0, € R, so ist & = m und es gibt eine
Umordnung (Permutation) f : {1,...,k} — {1,...,k}, so dass u; ~ vy fiir alle
1=1,...,k ist.

Beispiel 2.6.2. e Der Ring der ganzen Zahlen ist ein faktorieller Ring (s. Satz 1.2.11
(Hauptsatz der EZT)).

e Der Ring Z[\/—5] ist nicht faktoriell, s. Beispiel 2.5.2 — die Zerlegung von (6,0) in
unzerlegbare Elemente ist hier nicht eindeutig, auch nicht bis auf Reihenfolge und
Assoziiertheit.

Faktorielle Ringe konnen wie folgt charakterisiert werden:

Satz 2.6.3. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Ring mit additiv neutralem Element
n. Dann sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

e R st faktoriell.

o Jedes v € R mit r # n, das keine Einheit ist, ist ein Produkt aus endlich vielen
unzerlegbaren Elementen aus R, und jedes unzerlegbare Element u € R ist auch
Primelement in R.

o Jedes v € R mit r # n, das keine Einheit ist, ist ein Produkt aus endlich vielen
Primelementen aus R.
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Die Frage, die sich nun stellt, ist: Gibt es eine Klasse von kommutativen Ringen, die auf
jeden Fall faktoriell sind?

Wir haben bei dem Beweis des Hauptsatzes iiber den grofiten gemeinsamen Teiler in Z
Teilmengen I von Z betrachtet, die die Eigenschaften hatten, dass mit je zwei Elementen
z,2" € I auch deren Differenz z — 2’ in der Menge I lag und mit jedem z € I auch jedes
ganzzahlige Vielfache z - z, x € Z, in der Menge [ lag.

Definition 2.6.4. Sei R ein kommutativer Ring. Wir nennen eine Teilmenge I C R ein
Ideal, falls gilt:

e Sind r,7' € I, so ist auch r —r’ € I.
o [strelund x € R,soist auch z-r € I.
Genau wie fiir die ganzen Zahlen kénnen wir auch ganz allgemein nachrechnen:

Satz 2.6.5. Sein € N und seien ry,...,r, € R. Wir betrachten die Menge I(r1,...,1,)
={r e R|esgibtay,...,x, € Rmitr = xyr1 + ...x,rn}. Dann ist I(ry,...,r,) ein
Ideal.

Beweis. Beim Beweis des entsprechenden Satzes fiir Z schreiben wir jeweils R statt Z. [

Definition 2.6.6. Wir nennen ein Ideal I eines kommutativen Ringes R ein Hauptideal,
wenn es ein v € R gibt mit I = I(r). (Alle Elemente des Ideals sind also bei einem
Hauptideal R-Vielfache eines einzigen Elements r.)

Wir nennen einen kommutativen Ring R einen Hauptidealring, falls jedes Ideal in R ein
Hauptideal ist. -

Bemerkung 2.6.7. Im Abschnitt iiber den Hauptsatz des grofiten gemeinsamen Teilers in
den ganzen Zahlen, haben wir gesehen, dass Z ein Hauptidealring ist. Das ist gerade die
Aussage von Lemma 1.4.16.

Die Teilbarkeit in einem Ring l&sst sich nun durch Inklusionen von Idealen darstellen:
Lemma 2.6.8. Sei R ein kommutativer Ring, und seien r,s € R. Dann gilt:

e 1| s genau dann, wenn I(s) C I(r).

e 1 ~ s genau dann, wenn I(r) = 1(s).

e 7 € R ist eine Finheit genau dann, wenn I1(r) = R ist.

e 1 € R echter Teiler von s € R genau dann, wenn I1(s) & I(r) # R.

Beweis. er|s<esgibteint e Rmits=¢t-r< sel(r) < q-s e I(r) fir alle
geE R < I(s) CI(r)

er~s<r|sunds|r< I(s) CI(r)und I(r) CI(s) < I(r) =1(s)
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e r € R Einheit < r | e, wobei e das multiplikativ neutrale Element in R bezeichnet
sr~esIr)=1(e)=R

e 7 echter Teiler von s < r | s, 7 nicht assoziiert zu s und r keine Einheit < I(s) C I(r)
und I(s) # I(r), also I(s) & I(r), und I(r) # R
[

Hiermit kénnen wir nun eine ganze Klasse von Ringen angeben, die faktoriell sind:

Satz 2.6.9. Sei R ein nullteilerfreier kommutativer Hauptidealring. Dann ist jedes unzer-
legbare Element in R auch ein Primelement.

Beweis. Wir bezeichnen mit n das additiv neutrale Element in R, mit e das multiplikativ
neutrale Element in R.

Seien a,b € R und sei u ein unzerlegbares Element mit u | a - b. Wir miissen nun zeigen,
dass dann u | a oder u | b gilt.

Ist u | a, so sind wir fertig. Sei also nun u t a. (Wir miissen dann zeigen, dass u | b gilt.)
Dann ist @ ¢ I(u) (nach dem vorangegangenen Lemma). Insbesondere ist dann auch
I(u,a) # I(u),dajaa=n-u+e-acl(u,a).

Da R ein Hauptidealring ist, gibt es ein ¢ € R mit I(u,a) = I(¢). Dau=¢e-u+mn-a
€ I(u,a) = I(c), also I(u) C I(u,a) = I(c) ist, ist also nach dem vorangegangenen Lemma
¢ | u.

Da u unzerlegbar ist, ist nun entweder ¢ ~ u oder ¢ eine Einheit. Ware nun ¢ ~ u, so wére
(abermals nach dem vorangegangenen Lemma) I(u) = I(c), was aber nicht der Fall war.
Also ist ¢ eine Einheit.

Nach dem vorangegangenen Lemma ist nun I(u,a) = I(c) = R, so dass es Elemente
x,y € R gibt mit e = zu + ya, denn e € R = I(c¢). Dann ist aber b=>b-e¢ =b- (zu + ya)
= (bx)u + y(ab).

Nun ist aber u | (bz)u und u | ab. Wegen der Rechenregeln fiir Teilbarkeit ist nun « | b.
(Denn w ist dann auch Teiler jeder R-Linearkombination von (bz)u und ab, und b ist gerade
eine solche.) ]

Folgerung 2.6.10. Jeder nullteilerfreie kommutative Hauptidealring mit monotoner Norm-
funktion ist faktoriell.

Beweis. Die Existenz der monotonen Normfunktion impliziert die Existenz der Produkt-
zerlegung von Nicht-Einheiten # n in unzerlegbare Elemente, und der vorangegangene Satz
besagt, dass unzerlegbare Elemente und Primelemente iibereinstimmen. Nach der Charak-
terisierung der faktoriellen Ringe (Satz 2.6.3) erhalten wir hiermit, dass jeder nullteilerfreie
kommutative Hauptidealring mit monotoner Normfunktion faktoriell ist. ]
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