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36. Sei (Mn, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und T eine (r, 0)-Tensor, r ≥ 1. Sei ferner
(f1, ..., fn) eine lokale Basis von TMn, gij := g(fi, fj), 1 ≤ i, j ≤ n, und gpq = (gij)

−1
pq ,

1 ≤ p, q ≤ n. Zeigen Sie, dass der Laplace Operator

(∆T )(X1, ..., Xr) :=
n∑

i,j=1

gij(∇(∇T ))(fi, fj, X1, ..., Xr)

von T wohldefiniert ist.

37. (Zweite Bianchi-Identität) Sei (Mn, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Zeigen Sie,
dass für Vektorfelder X, Y, Z gilt

(∇XR)Y Z + (∇Y R)ZX + (∇ZR)XY = 0 .

38. Sei (Mn, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und X Vektorfeld. Für einen (2, 0)-Tensor
T bezeiche

(divT )(X) =
n∑

i=1

(∇ei
T )(ei, X)

die Divergenz von T , (e1, ..., en) lokale Orthonormalbasis von TMn.

Zeigen Sie die Identität

(div ric(g))(X) =
1

2
· ∂X sc(g) .

Hinweis: Zweite Bianchi-Identität, Normalkoordinaten.

39. Sei (Mn, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit. Folgern Sie mit Hilfe von Aufgabe 38:

(a) Der Einsteintensor

E(g) := ric(g)− 1

2
· sc(g) · g

ist divergenzfrei, d.h. divE(g) ≡ 0.

(b) Ist n ≥ 3, f differenzierbare Funktion und gilt

ric(g) = f · g,

so ist (Mn, g) schon Einsteinmannigfaltigkeit (d.h. f ist konstant).
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