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12. (Isometrie-Invarianz von ∇ und R) Es seien (M, g) und (N, g̃) Riemannsche Man-
nigfaltigkeiten mit Levi-Civita-Ableitungen ∇ und ∇̃ und f : (M, g) → (N, g̃) eine
lokale Isometrie, d.h. für alle v, w ∈ TM gilt: g(v, w) = g̃(df · v, df ·w). Ferner seien
X, Y, Z Vektorfelder auf M , die f -verwandt zu Vektorfeldern X̃, Ỹ , Z̃ auf N sind.
Zeigen Sie:

(a) ∇XY ist f -verwandt zu ∇̃X̃ Ỹ (Hinweis: Koszul-Formel).

(b) Lokale Isometrien bilden Geodätische auf Geodätische ab.

(c) Bezeichnen R und R̃ die Krümmungstensoren bezüglich der kovarianten Ablei-
tungen ∇ und ∇̃, so ist RX,Y Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z f -verwandt

zu R̃X̃,Ỹ Z̃.

13. Es sei (M, g) zusammenhängende vollständige Riemannsche Mannigfaltigkeit und
f1, f2 Isometrien von (M, g). Zeigen Sie: Gelten in einen Punkt p ∈ M die Identitäten
f1(p) = f2(p) und (df1)p = (df2)p, so folgt f1 = f2.

14. Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit und c : [0, L] → M eine Geodätische.
Zeigen Sie, dass ein differenzierbares Vektorfeld X längs c genau dann ein Jacobi-
Vektorfeld längs c ist, wenn X das Variationsvektorfeld einer geodätischen Variation
von c ist.

15. (Normalkoordinaten) Sei (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeit, p ∈ M , r = inj(p)
und (e1, ..., en) Orthonormal-Basis von (TpM, gp). Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung x−1 : Br(0) → expp(Br(0p)) ; (x1, ..., xn) 7→ expp(
∑n

i=1 xi · ei)
ist ein Diffeomorphismus.

(b) Für die Karte x : expp(Br(0p)) → Br(0) ⊂ Rn um p gilt:

gij(p) = δij und Γk
ij(p) = 0 für alle 1 ≤ i, j, k ≤ n .
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