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Übungen zu Differentialformen
und Mannigfaltigkeiten

Serie 5

Aufgabe 1. Es seien M und N kompakte, zusammenhängende Mannigfal-
tigkeiten derselben Dimension. Zeigen Sie: Eine Einbettung f : M → N ist
ein Diffeomorphismus.

Aufgabe 2. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit und f : M → R eine
differenzierbare Funktion. Zeigen Sie: Es existieren Punkte p, q ∈ M mit
p 6= q, so dass die Differentiale dfp und dfq verschwinden.

Aufgabe 3. (Veronese-Einbettung) Sei n ≥ 2 und Vn−1 := {A ∈Mat(n,R) :
A2 = A,At = A und Rang A = 1}. Zeigen Sie:

a) Vn−1 = {v · vt : v ∈ Rn, ||v|| = 1} (Hinweis: Für ||v|| = 1 ist v · vt die
orthogonale Projektion von Rn auf R · v.)

b) Für i = 1, ..., n betrachten Sie die Abbildung

φi : Rn−1 → Rn ; (w1, ..., wn−1)t 7→ (w1, ..., wi−1, 1, wi, ..., wn−1)t.

Sei Mi := {A ∈ Vn−1 : aii > 0} für 1 ≤ i ≤ n. Zeigen Sie, dass

fi : Rn−1 →Mi ; w 7→ 1
1 + ||w||2

· φi(w) · φi(w)t

eine surjektive Einbettung ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass f−1

i : Mi → Rn−1 ; A 7→ pri(Aei
aii

) Um-
kehrabbildung von fi ist, wobei pri : Rn → Rn−1 ; (v1, ..., vn)t 7→
(v1, ..., vi−1, vi+1, ..., vn)t.

c) Folgern Sie, dass Vn−1 eine (n−1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des Rn2

.

Anmerkung: Der reell-projektive Raum RPn−1 = Sn−1/{±id} wird vermit-
tels R · v 7→ 1

||v||2 · v · v
t bijektiv auf Vn−1 abgebildet. Diese Abbildung heißt

Veronese-Einbettung.

Aufgabe 4. (4 Zusatzpunkte) Sei A ⊂ Rn abgeschlossen. Zeigen Sie: es
existiert eine differenzierbare Funktion f : Rn → R mit f−1({0}) = A.

Abgabe der Lösungen zu diesem Blatt bis Montag, den 26.5.2009, um 10.00 Uhr, in dem
zur jeweiligen Übungsgruppe gehörigen Briefkasten im Hörsaalgebäude.


