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Aufgabe 1. Sei Mn differenzierbare Mannigfaltigkeit und K eine kom-
pakte Teilmenge von Mn. Zeigen Sie, dass eine differenzierbare Funktion
f : Mn → R existiert mit f |K ≡ 1 und kompaktem Träger.

Aufgabe 2. Sei U ⊂ Rn offen, x ∈ U und ω ∈ Ωn−1(U\{x}) mit dω = 0
gegeben. Seien A, B ⊂ U Kompakta mit glattem Rand und x ∈ int(A) ∩
int(B). Zeigen Sie: ∫

∂A
ω =

∫
∂B

ω

Aufgabe 3. (Die Cauchysche Integralformel) Sei U eine offenen Teilmenge
des R2 und f : U → R2; (x, y) 7→ (f1(x, y), f2(x, y)) eine stetig differen-
zierbare Abbildung. Identifizieren wir R2 mit C vermittels (u, v) 7→ u + iv,
so können wir f als Abbildung von U ⊂ C nach C auffassen vermittels
f(z) = f1(z)+ i ·f2(z). Wir setzen ∂

∂z̄ := 1
2 · (

∂
∂x + i · ∂∂y ) und dz := dx+ i ·dy.

Die Funktion f heißt holomorph, falls für alle z ∈ U gilt ∂f
∂z̄ = 0. Zeigen Sie:

a) Die Funktion f ist holomorph genau dann, wenn für alle u ∈ U das
Differential Dfu mit jeder schiefsymmetrischen (2 × 2)-Matrix kom-
mutiert.

b) Die Funktion f ist holomorph genau dann, wenn f ·dz geschlossen ist.
c) Ist f holomorph, so ist für a ∈ U f(z)

z−a · dz eine geschlossene Differen-
tialform auf U\{a}.

d) Sei K ⊂ U ein Kompaktum mit glattem Rand. Dann gilt für alle
a ∈ intK:

f(a) =
∫
∂K

f(z)
z − a

· dz

Hinweis: Nach Aufgabe 2 kann man K = Bε(a) annehmen.

Aufgabe 4. In Rn\{0} betrachten wir die (n− 1)-Form

ω(x) =
n∑
i=1

(−1)i−1 · xi
‖x‖n

· dx1 ∧ · · · ∧ d̂xi ∧ · · · ∧ dxn .

Zeigen Sie, dass ω geschlossen, aber nicht exakt ist.

Abgabe der Lösungen zu diesem Blatt bis Montag, den 5.7.2009, um 10.00 Uhr, in dem
zur jeweiligen Übungsgruppe gehörigen Briefkasten im Hörsaalgebäude.


