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Definitionen

Definition 1

Sei L eine beliebige Sprache.

Das Alter oder Skelett KC von einer £-Struktur 9t ist die
Klasse von endlich-erzeugten L£-Strukturen, die isomorph zu
einer Unterstruktur von 91 sind.

age(IM) = {A: A=A <eng—erz. M}

Definition 2

Wir nennen eine L£-Struktur 91 K-saturiert, wenn 9 das Alter
K hat und fiir alle 2, %8 € K und Einbettungen fy : 2 — 9N,

fi : 2l — ‘B eine Einbettung g1 : B — N existiert, sodass gilt

fo =giof.
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Vorbereitungen

Theorem 3
Sei L eine abzihlbare Sprache.
Zwei abzihlbare K-saturierte Strukturen sind isomorph.

Beweis.

mit der Hin-und-Her-Argumentation:

M, N K-saturiert, A<M endlich-erzeugt.

fo : &l — I mit der K-Saturiertheit folgt, dass fy zu

g1 B — N erweitert werden kann, wobei B=< 2Aa >M und a
beliebig. O

Folgerung 4

Der Beweis zeigt, dass jede abzihlbare K-saturierte L-Struktur
M ultrahomogen ist, d.h. jeder Isomorphismus zwischen
endlich-erzeugten Unterstrukturen, kann zu einem
Automorphismus von 90 erweitert werden.
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Vorbereitungen

Theorem 5
Sei L eine abzihlbare Sprache und K eine abzdhlbare Klasse
von endlich-erzeugten L-Strukturen.
Es existiert eine abzahlbare K-saturierte L-Struktur Ot genau
dann, wenn:
¢ (Heredity)
Wenn 21 € IC, dann gilt age() C K.
¢ (Joint Embedding)
Fiir $Bg,B1 € K existiert ® € K und Einbettungen
8i - %,‘ — 9.
¢ (Amalgamation)
Fiir A, Bg, B1 € K und f; - A — B; Einbettungen,
existieren ® € K und Einbettungen gi : *B; — ®, sodass
goofo=g1oh gil
Dann ist M bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und heiBt
Fraissé-Limes.



Fraissé- B ewe | S

Amalgamierung
Miriam Adleff = Sei K= age(9M) das Alter einer abzahlbaren KC-saturierten
L-Struktur 91, Heredity:
2A € age(M) und B € age(A), dann gilt B— A— M.
Also B € age(IN) = K.
Joint Embedding:
By, B, € age(im), gi: B — M.
Setze D =< go(Bo) U g1(B1) >M< M, dann
8i: %,‘ — 2.
Amalgamation:
A, Bo, By € age(M), f; : A — B, Einbettungen.
Angenommen By C 9t und A C By, dann sind fy, A
Inklusionen.
g1 : B1 — M Einbettung ist eine Erweiterung von
fo : A — fo(A), auBerdem gilt fy = g1 o 1 und somit bleibt
die IC-Saturiertheit erhalten.
Setze D :=< By U g1(B1) >T'< M. Dann ist
2o By — D Inklusion.

Vorbereitungen
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Amalgamierung

Miriam Adleff < Wir wahlen ein Aufzihlung (28;)ic. C K, sodass gilt
VB e K. Ji € w.'B =B,

Wir konstruieren eine aufsteigende Kette

Vorbereitungen

Mo C My C --- C M

von Elementen aus K.
Sei 901, schon konstruiert.
i=2n: Mit Joint Embedding lasst sich 9,1 finden, sodass

M1
7 X
M B

wobei gy eine Inklusion ist, also gilt 99t; C 9% 1.
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Vi AT i=2n+1: Wahle abzahlbare Menge P von Paaren 2 C 5 € K, sodass
VA CB K. 3(AB)eP.IF B S BmitF(A) =
Sei € : wxw — w eine Bijektion mit &(7,/) > i Vi,j € w.

Sei (fij, Akj, Byj) eine Aufzdhlung von Tripeln (f, A, B)
mit (2, B) € P und fy : A — M.

Dann existiert nach Amalgamation 9,1 € K, sodass fiir
k = &(i,j) die Einbettung f; : ; — 9; C My zu

gij - Bij — M1 erweitert werden kann.

Beweis.

Vorbereitungen

My i1

N
\/

Dann ist gg eine Inklusion und die C-Saturiertheit bleibt
erhalten .
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Vorbereitungen

Beweis.
K = age(M), denn:

® jede endlich-erzeugte Unterstruktur von 9 ist

Unterstruktur von einem 2t;. Da 9M; € IC, sind auch deren
Unterstrukturen Elemente von K.

® Andersrum gilt, jedes 9B, € I ist isomorph nach
Konstruktion zu Mo, 1.

Eindeutigkeit folgt nach Theorem 3.
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1.Fall:
endliche
relationale
Sprache

Wir betrachten nun den Fall einer endlichen und relationalen
Sprache L.

Hier gilt: Jede nicht-leere endliche Teilmenge ist selbst eine
Unterstruktur.

Die bisherige betrachtete Konstruktion erzeugt in diesem Fall
eine Ng-kategorische Struktur.

Sei L ab jetzt eine endlich relationale Sprache.
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1.Fall:
endliche
relationale
Sprache

Lemma 6
Eine vollstiandige L-Theorie T mit Quantorenelimination ist
No-kategorisch.

Beweis.

Fiir jedes n € w gibt es bis auf Aquivalenz nur endlich viele
quantorenfreie £-Formeln in Variablen xq,..., x,. Dann folgt
No-Kategorizitdt nach Ryll-Nardzewski. O

Bemerkung 7

Aus dem Lemma folgt auch, dass alle Modelle von 'T
w-homogen sind, im folgendem Sinne.

Definition 8

Eine £-Struktur 99t heiBt w-homogen, wenn fiir jede
elementare Abbildung fy : L — 9T mit A <gpgr. MM und jedes
a €M ein b € M existiert, sodass

f=rfhU{<ab>}elementar (<& b realisiert fo(tp(a/2A)))
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1.Fall:
endliche
relationale
Sprache

Lemma 9

Sei T eine vollstindige Theorie und 90 ein unendliches Modell
von T.

Dann sind dquivalent:

® T hat Quantorenelimination.

® Jeder Isomorphismus zwischen endlichen Unterstrukturen
von M ist elementar.

® Die Definitionsmenge jedes Isomorphismus, zwischen
endlichen Unterstrukturen von 9, kann zu jedem Element
erweitert werden.
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Sei 91 ein unendliches Modell von T einer vollstandigen
Theorie.
1.Fall:

a)=b) klar
endliche

relationale ~ D)=a) Wir nehmen b) an. Dann realisieren alle n-Tupel 3, welche

tpgr(3) = {¥(x) | M = ¥(3), ¥(x) quantorenfrei}

Miriam Adleff

realisieren die gleichen primitiv existentiellen Formeln.

Wir zeigen:
Jede primitiv existentielle Formel
o(x1y ...y Xp) = 3y. p(x1, ..., Xn, y) ist dquivalent modulo

T zu einer quantorenfreien Formel.
Seien ri(X),..., rk—1(x) die quantorenfreien Typen von
allen n-Tupeln in 91, welche p(x) realisieren. Sei p;(X)
aquivalent zu der Konjunktion von allen Formeln der r;(X).
Dann gilt
T ¥R (¢(%) < \/ pi(®))
i<k
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e Beweis.

endliche Sei 91 ein unendliches Modell von T einer vollstandigen
relationale

Sprache Theorie.

a)=c) Die Theorie T ist Np-kategorisch und somit sind alle
Modelle von T w-homogen.
c) folgt nun mit der w-Homogenitat und der Aquivalenz
von a) und b).

c)=-b) Man sieht leicht, dass jeder endliche Isomorphismus
elementar ist, wenn sich die Definitionsmenge dieser zu
jedem weiteren Element erweitern lasst.
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1.Fall:
endliche
relationale
Sprache

Wir haben nun insgesamt gezeigt:

Sei L eine endliche relationale Sprache.

Theorem 10

Sei KC eine Klasse von endlichen L-Strukturen.

Wenn der Fraissé-Limes von IC existiert, dann ist die Theorie
des Limes Ng-kategorisch und besitzt Quantorenelimination.
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2.Fall:
endliche
Sprache

Selbige Aussage lasst sich auch fiir eine allgemeinere endliche
Sprachen machen.

In diesem Fall brauchen wir weitere Anforderungen an die
Klasse, um die GroBe der Strukturen unter Kontrolle zu halten.

Sei L ab jetzt eine endliche Sprache.
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2.Fall:
endliche
Sprache

Definition 11
Eine Struktur 2 heiBt uniform lokal endlich, wenn eine
Funktion f : w — w existiert, sodass

fur jede Unterstruktur 26 C 2 gilt, wenn B einen
Erzeuger mit < n Elementen hat, dann hat B selbst eine
Kardinalitat < f(n).
Eine Klasse K von Strukturen heiBt uniform lokal endlich,
wenn eine Funktion f : w — w existiert, sodass jede Struktur
20 € I uniform lokal endlich ist.

Definition 12

Eine Struktur © heiBt schwach homogen, wenn fiir 2, B
endlich-erzeugte Unterstrukturen von ® mit A C B und

f : 2 — ® Einbettung, eine Einbettung g : B — © existiert.
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2.Fall:
endliche
Sprache

Theorem 13
Sei L eine endliche Sprache und K eine abzihlbare uniform
lokal endliche Klasse von endlich-erzeugten L-Strukturen mit
den Eigenschaften Heredity, Joint Embedding und
Amalgamation.
Sei M der Fraissé-Limes von KK und T = Th(") die Theorie
von M. Dann gilt:

e T st Ng-kategorisch.

e T hat Quantorenelimination.
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2.Fall:
endliche
Sprache

Beweis.

No-Kategorizitat:

Hierzu konstruieren wir eine £-Theorie U, sodass jedes
abzahlbare Modell schwach homogen ist und Alter K hat.
AuBerdem sei U ein Axiomensystem fiir T.

Wir halten zwei Fakten fest:

® A=< ay,...,a, >, dann ex. gf L-Formel ¥(x) = 1y
sodass fiir jede £-Struktur B, b € B" gilt:

B (b)) < I A S<b>% sd. f(3)=b

Genauer 15 = A{t(%) | (%) basic, 2 = 1:(a)}

® Mit uniform lokaler Endlichkeit folgt:
Fiir n € w gibt es bis auf Isomorphie nur endlich viele
L-Strukturen mit n Erzeugern.

a

(%),
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2.Fall:
endliche
Sprache

Beweis.
No-Kategorizitat:
Sei Ug die Menge aller £-Aussagen der Form

Vx. (Ya,a(X) — Jy- s an(X, ¥)) (1)
und U; die Menge aller £-Aussagen der Form

v\ {tas(X) A €K, A=< 3>} (2)
A,a

Sei U nun UgUUj, dann hat jedes Modell © = U das Alter K.
Denn Uy impliziert mit dem Fall 3 leer, dass K C age(®) und
Uy, dass age(®) C K.

Sei nun D ein abzihlbares Modell von U. Uber Induktion der
Eigenschaft (1) von U erhalt man, dass © schwach homogen
ist.

Da offensichtlich auch 9 = U, sind ® und 9 K-saturiert
und somit nach Theorem 3 isomorph.

Also ist U Ng-kategorisch.
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2.Fall:
endliche
Sprache

Beweis.
Quantorenelimination:
Sei ¢(x) eine L-Formel mit einem nicht-leeren Tupel von

Variablen und
X={aem|mE ¢)}

Sei a € X und b, sodass e :< 3 >™—< b > Iso. mit
e(3a) = b, dann kann e zu einem Automorphismus von 9
erweitert werden und b € X. Es folgt

P(%) <1 \/ teasa(X)

aeX

Also hat T Quantorenelimination.
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2.Fall:
endliche
Sprache

Korollar 14
Sei M eine abzahlbare L-Struktur.
Dann sind dquivalent:
® 9 ist ultrahomogen und uniform lokal endlich.
O T = Th("M) ist Ro-kategorisch und hat
Quantorenelimination.
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miriam Adiefi @)=-b) Sei IC das Alter von 91, dann ist K uniform lokal endlich
und erfillt die Eigenschaften HP, JEP, AP.
Nun folgt nach Theorem 13 die Behauptung.

i b)=-a) uniform lokal endlich:

endiche Mit Ryll-Nardzewski lasst sich zeigen, dass Aut(90)
e oligomorph ist.
Um eine geeignete Funktion zu finden seien by, ..., bx_1

Reprasentanten dieser Bahnen.

Setzte m; = | < b; > |. Diese m; sind endlich, da:
Sei 3 € M ein n-Tupel und A=< 3 >, Seienc, d € A
unterschiedlich. Dann sind tp(ac) und tp(ad) tiber der
leeren Menge unterschiedlich. Somit ist 2l nach
Ryll-Nardzweski endlich.

Dann kann man f(n) = max{m;|i < k} setzten.
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Miriam Adleff b)=-3) ultrahomogen:

2.Fall:
endliche
Sprache

Seien 2A, B zwei isomorphe L-Unterstrukturen von 9t mit
n Erzeugern, also 2= <3 >, B=<b>und f: A =B
mit f(a,-) = b; Vi.

Wir konstruieren nun eine Kette von Isomorphismen.

Rkt 5 1 Formel &(x1, .-, Xnt+1), welche den Typ
tp(a1, ..., ant1) isoliert.

Dann impliziert

tp(ai,...,an), dassIxpi1.6(a1, - - -5 Any Xnt1)

€ f elementar und somit gilt tp(3) = tp(b),
dann impliziert

tp(bl, RN bn) , dass Axp41. (]5(b1, ..y by, X,,+1)
Sei bpy1 dieses x,11, dann gilt

tp(a1, ..., ant1) = tp(b1, ..., bpt1).

Setzte f(apt1) = bnt1.
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Beispiele

DLO
Sei L. = {<} die Sprache der Ordnung. DLO ist die Theorie
der dichten linearen Ordnung ohne Endpunkte
DLO :={Vx,y,z. AN(-x <xA(x<yVx=yVy<x)
ANMx<yAy<z)—x<z)
ANx<y—=3Tw.(x<wAw<y))
Adw.w < xAJw.x < w)}

Behauptung

(Q; <) = DLO ist der Fraissé-Limes von der Klasse
K = {endlich lineare Ordnung}
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Beweis.
K besitzt die Eigenschaften:
e Heredity: Sei 2 € K. Jede Unterstruktur von 2 ist wieder
eine endliche lineare Ordnung und somit € K.
Beispiele e Joint Embedding: Seien Bg, B; € K. Wahle ®, als

ordnungserhaltende disjunkte Vereinigung von Bg und B;.
Fir die Ordnung in © setze By < B.
Dann sind gg, g1 Inklusionen.
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Beweis.
K besitzt die Eigenschaften:

® Amalgamation: Seien 2, Bg, B1 € K. Wir nehmen an,

dass A=< ay,...,ap > mit ag < ap < --- < a, und By =
<2Ax> mit einem beliebigen x. Nun betrachten wir genau,
Beispiele wie man x platzieren muss, sodass eine Ordnung erhalten
bleibt:
1.Rall x < a1 setzte auch x < b; Vb; € B,
2.Fall a, < x setzte auch b; < x Vb; € B,
3.Fall a5 < x < aj11 setzte x < b; Vbj. a; < bj < aj41

® sei dann die entsprechende Ordnung auf der
Vereinigung von Bp und ‘B;.

Somit besitzt K einen Fraissé-Limes.

Es ist leicht anhand dieser Konstruktionsbedingungen auf die

dichte lineare Ordnung ohne Endpunkte zu schlieBen, also ist
(Q; <) = DLO der Fraissé-Limes der Klasse K. O
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Beispiele

Zufallsgraphen
Sei Lr = {R} eine Sprache, mit einem zweistelligen
Relationssymbol R. T z¢ ist die Theorie des Zufallsgraphen.

Tz6 = {Vx.7xRx A Vx,y.xRy <> yRx A VX1, ..., X0, Y1, -+ Ym-

n

/\ xi #yj — (3z. /\ zZRx; A /\ —zRy;)}
1<i<n, 1<j<m i=1 j=1
Behauptung

Der abzihlbare Zufallsgraph ist der Fraissé-Limes von der
Klasse K = {endliche Graphen}.
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Beweis.
K besitzt die Eigenschaften:

® Heredity: Sei 21 € K. Jede Unterstruktur von 2 ist wieder
ein endlicher Graph und somit € K.

Bl e Joint Embedding: Seien Bgy, B € K. Setzte D, sodass
VCD = VoUVl und E;g = EoL:JEl
® Amalgamation: Seien 2, By, B1 € K. Wir nehmen an,
dass A C By, B1 und A die groBte gemeinsame
Teilmenge. Setzte dann © als disjunkte Vereinigung der
Kanten und Knoten. Dann gilt =xRy fir alle x € B\
und alle y € B\

Somit besitzt K einen Fraissé-Limes.
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Beispiele

K-Vektorraume

Wir betrachten den Fall der endlichen K-Vektorraume, wo K
ein endlicher Korper ist.

Sei Lx_vr = {0,+, —, ux tkek die Sprache der K-VR, wobei
1y die Skalaremultiplikation mit k darstellt.

Tk_vr =[Axiome abelscher Gruppen]
U{Vv, w. (v + w) = pi(v) + puc(w)
AVv. Mkﬁ-kz(v) = :ukl(v) + :ukz(v)

AV i (V) = pisg (foo (V)
AYV. up(v) = v}

Behauptung

Der Fraissé-Limes der Klasse
K = {endlich dimensionaler K-Vektorraum} ist die abzihlbare
unendliche Vereinigung aller K"
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Beweis.
K besitzt die Eigenschaften:
® uniform lokal endlich: Es gilt, dass ein K-VR mit einer
n-elementigen Basis, selbst |K|” Elemente hat.
Somit setzte f : w — w, sodass f(n) = |K|". K ist dann
mit diesem f uniform lokal endlich.

Beispiele
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Beweis.
K besitzt die Eigenschaften:
® Heredity: Sei A€ K. Jede Unterstruktur von 2l ist ein
Untervektorraum, insb. ein Vektorraum und somit € K.
o ® Joint Embedding: Seien Bgy, B € K.
cispiele

Wir bringen erst die Erzeuger auf die gleiche Dimension.
Dann bildet die disjunkte Vereinigung der Erzeugern eine
neue Struktur in K.

® Amalgamation: Seien 2, By, B1 € K, sodass
Einbettungen f; : 2l — B; existieren.
Wir kénnen annehmen, dass 21 der groBte gemeinsame
Untervektorraum ist.
Nun bildet wieder die disjunkte Vereinigung der Erzeuger
eine neue Struktur.

Somit besitzt K einen Fraissé-Limes. O
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