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Einordnung

Erinnerung: Zilbers Trichotomievermutung

Sei T streng minimal. Dann gilt genau einer der folgenden Fille:
T hat eine triviale Prageometrie.

T hat eine lokal modulare nicht-triviale Prageometrie und T
interpretiert eine unendliche (abelsche) Gruppe.

T hat eine nicht lokal modulare Prageometrie, und T interpretiert
einen algebraisch abgeschlossenen Kérper.

Zusatz zu 3: Alle definierbaren Teilmengen in diesem Kérper sind
bereits in der Ringsprache definierbar.
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Einordnung

Satz [Hru92]

Seien Ty, T, streng minimale Theorien in disjunkten abzihlbaren
Sprachen £y, £, mit der DMP. Dann existiert eine streng minimale
L1 U Ly-Theorie T mit T|L; = T;.

Proposition [Hru92]
ACF, hat die DMP (fiir alle p prim und 0).

Die Anwendung des Satzes fiir ACFj in Lging und ACFq in Ly, (p # q)
liefert ein Gegenbeispiel zum Zusatz!
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Kurze Wiederholung und Erganzung zu Morley Rang und Grad

Die Definable Multiplicity Property (DMP)

ACF und die DMP
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Morley Rang und Grad
[ Jele]e}

Kurze Wiederholung und Erganzung zu Morley Rang und Grad
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Morley Rang und Grad
[o] le]e}

Sei L eine beliebige Sprache, T eine vollstindige £-Theorie mit
unendlichen Modellen und M = T ein w-saturiertes Modell.
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Morley Rang und Grad

[e]e] le]

Seien X, Y M-definierbare Mengen. Falls eine M-definierbare Bijektion
X — Y existiert, gilt MRD(X) = MRD(Y).

Definition 1.2

Sei A C M.
m Fiir p € S(A) definiere MRD(p) := min {MRD(¢) | ¢ € p}.
m Fiir 3 € M<¥ definiere MRD(3/A) := MRD(tp(a/A)).

Sei AC M =T, ¢(X) eine konsistente L£(A)-Formel. Dann gilt:

MR(¢(x)) = max{MR(p) | ¢(x) € p € S(A)}.
Ein Tupel 3 = ¢(x) mit MR(3/A) = MR(#(xX)) heiBt generische
Lésung von ¢(X) liber A.

Falls MR(#(X)) € On, dann gibt es genau MD(¢(X))-viele Typen
p € S(M) mit MR(p) = MR(¢(X)).
Insbesondere ist MD(#(X)) = 1 genau dann, wenn alle generischen
Losungen iiber M den gleichen Typ iiber M haben.
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Morley Rang und Grad
[e]e]e] }

Sei T jetzt streng minimal.

Sei AC M und 3 € M<“. Dann gilt MR(a/A) = dim(a/A).

Korollar 1.5
Sei ¢(x1, ..., X) eine L(M)-Formel. Dann ist MR(¢(x1, ..., xn)) < n.

Korollar 1.6 (Additivitat des Morley Rangs)

Seien 3, b € M<¥ A C M. Dann ist

MR(3, b/A) = MR(a/bA) + MR(b/A).
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Die Definable Multiplicity Property (DMP)
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Generalannahme

L beliebige Sprache, T streng minimale £-Theorie, M |= T w-saturiert.

10/59



DMP
00000000000 00000000O00000000000000

Definition 2.1 (Definable Multiplicity Property — DMP)

In zwei Schritten:
Sei ¢(X,¥) eine L-Formel, 3 € MWl ¢(x,3) hat die DMP, falls gilt:
Es existiert eine £-Formel ¥(¥) € tp(3), sodass fiir alle b € MYl

b [= ¥(¥) = MRD((X, b)) = MRD(¢(%, 3))-

T hat die DMP, falls alle Formeln ¢(x,a) der obigen Form die DMP
haben.

(Wegen w-Saturiertheit ist die Einschrankung auf Parametertupel aus M
keine wirkliche Einschrankung und die DMP ist unabhangig von der Wahl
von M!)
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Beobachtung 2.2
Die DMP gilt fiir alle Formeln ¢(x,3) mit MR(¢(X,3)) = 0 oder —oco
(also algebraische Formeln).

Beweis:

Setze n := |$(M,3)|. Dann hat ¢(¥) := I="X.¢(X,y) die gewiinschte
Eigenschaft. O
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Beobachtung 2.3
Formeln ¢(x,3) in einer freien Variablen haben die DMP.

Beweis:

Da T streng minimal ist, ist ¢(x,3) fiir alle 3 € M| algebraisch oder
streng minimal.

Fall ¢(x,3) algebraisch: Beobachtung 2.2.
Fall ¢(x,3) streng minimal:
T eliminiert 3%, also existiert ein n € w, sodass fiir alle b € MY

Dann hat ¢(y) := 37"x.¢(x,y) € tp(a) die gewiinschte Eigenschaft. [
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Bemerkung 2.4
Sei T abzihlbar und Ng-kategorisch. Dann hat T die DMP.

Beweis:

Nach Ryll-Nardzewski sind alle Typen in T isoliert. Fiir ¢(x,3) hat dann
eine isolierende Formel ¢(y) € tp(@) die gewiinschte Eigenschaft (da der
MRD nur vom Typ abhangt). O]
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Bemerkung 2.5

Hat ¢(X,3) die DMP fiir alle 3 € MY, dann gilt fiir jedes 3 € M
sogar: Es existiert eine £L-Formel ¢(y) € tp(3), sodass fiir alle
b e MYl
b = ¢(¥) & MRD(¢(X, b)) = MRD(¢(x, 3)).

T hat genau dann die DMP, wenn gilt: Fiir alle £-Formeln ¢(x,y)
und k, m € w existiert eine L-Formel ) »(¥), sodass gilt:

Diem(M) = {5 € M'?" MRD(é(x,3)) = (K, m)} .

Beweis:

(2) folgt aus (1).
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u (1):
m Nach Voraussetzung ex. fiir jedes 3 € M7l eine £-Formel
¥3(¥) € tp(3), sodass fiir alle b € M7

b [= ¥(¥) = MRD(4(%, b)) = MRD($(X. 3)).

m Die Formelmenge X := {—\1/# |a € MM} ist in M nicht erfiillbar,
wegen w-Saturiertheit also inkonsistent.

m Mit Kompaktheit existiert endliche inkonsistente Teilmenge

{_‘ 31()7)3 ooy ﬁ%n(?)} - X.
m Es folgt 3 |= 95, (¥) V ... V 45, (¥) fiir alle 3 € MY,
m Fiir 3 € Ml wihle dann diejenigen 3j,, ..., 3;, der @; mit

MRD(¢(x; ;) = MRD(¢(x, 3)).

m Dann hat

P(¥) =22, (V) V- Ve, (7)

die gewiinschte Eigenschaft. O
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Bemerkung 2.6 (Definierbarkeit des Morley Rangs, TZ12: 6.4.4)

Fiir alle £-Formeln ¢(X,¥) und k € w existiert eine L£-Formel ¢ (y),
sodass gilt:

(M) = {7 € MV MR(6(%,3)) = k) .
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Bemerkung 2.7

Es gibt lokal modulare Theorien ohne die DMP.

Skizze:
Idee:

m Finde Formel ¢(X, y), sodass sich fiir unendlich viele Parameter
a € M fiir ¢(x, a) der gleiche MRD ergibt (bspw. (1,1)) und fiir
unendlich viele andere Parameter b € M fiir ¢(x, b) ein anderer
MRD ergibt (bspw. (1,2)).

m Dann wére die DMP ein Widerspruch zur strengen Minimalitat!

Hrushovskis Beispiel:
m Betrachte einen Q-Vektorraum V' mit ausgezeichnetem Element

a#0.
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m Wir definieren eine Struktur (D; f, E,T}):
» D=V x{0,1}.
m f einstellige Funktion D — D, f(v,i) = (v +a,i),
m E zweistellige Relation mit

(vi, ) E (vo, ) & vi = v,
m [, dreistellige Relation mit
Cy (v, 1), (vas 2), (v3,i3)) < vi+ v2 = va.

m Man kann sich iiberlegen: Diese Struktur ist streng minimal und
lokal modular.

Warum ist die DMP nicht erfullt?

m Fiir (v, /) € D betrachte die Formel [, (x, (v, i),y). Die definierte
Menge ist

C((v, I)) = {((Wl,il),(WQ,iQ)) eD?|wi+v= WQ}.
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m Betrachte
C(a) = {((leil)»(Wz, i) €D*|wy+a= Wz}.
m Die Formel f(x) = y definiert eine unendliche Teilmenge von C(a):
{((Wl,il),(wz, /'2)) € D? |wi+a=wund i = iz}.
m Ebenso ist das Komplement eine unendliche Teilmenge:
{((Wl,il),(wz, /'2)) € D? |wi+a=wyund i # i2}.

m Der MD von C(a) ist damit 2.

m Das gleiche Resultat erhalten wir fiir C(na), n € N, mit der Formel
f(x)=y.

m Fiir die anderen v € V haben wir diese Moglichkeit zur
Differenzierung nicht und C(v) ist streng minimal.
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Lemma 2.8

Es gelte MR(4(X,3)) = MR(¢/(X,3)) = k € w und ¢(x,3) und ¢'(X,3)
seien k-aquivalent. Falls ¢(x,3) die DMP hat, dann auch ¢'(X, 3).
Beweis:

= Nach Annahme existiert 1)(y) € tp(3), sodass fiir alle b € M7
b ¥(y) = MRD(4(x, b)) = MRD(¢(X, 3)).

m Es ist MR(¢(x,3)) = k und MR(¢(x,3)A¢'(x,3)) = r < k.
m Wegen Definierbarkeit des Rangs (Bemerkung 2.6) existieren
Y (¥),4"(¥) € tp(3), sodass fiir alle b € M

b= v/(y) = MR(¢/(%, b)) = k,

b ¢"(y) = MR(¢(X, b)A¢' (%, b)) = r.
m Beachte: Wegen k-Aquivalenz haben ¢(x,3) und ¢/(X,3) auch den
gleichen Grad.
m Es hat ¢(¥) A ¢/(¥) A" (¥) die gewiinschte Eigenschaft. O]
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Lemma 2.9

Seien ¢(X,3), ¥(y,a) L(M)-Formeln und ¢(x,3) habe die DMP. Weiter
existiere eine a-definierbare Bijektion ¢(M,3) — (M, 3). Dann hat
auch v(y,3) die DMP.

Beweis:
Sei x1(Z) € tp(3) sodass fiir b € M gilt
b = x1(2) = MRD(¢(X, b)) = MRD(4(X, 3))-

0(X,y,a) definiere eine Bijektion ¢(M,3) — (M, 3). Setze

x2(Z) : = ,6(X,¥,Z) definiert eine Bijektion ¢(M,Z) — (M, z)"
VX, y (0(x,y,2) = ¢(x,2) AN (¥, 2))
AVX (¢(x,2) = 3y .0(X,y,2))
AVy (U(y,2) = 3x.0(x,y,2)).

Mit Lemma 1.1 hat dann x1(Z) A x2(Z) € tp(3) die gewiinschte
Eigenschaft. O
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Lemma 2.10

Sei C C N = T. Dann hat Th(N¢) die DMP genau dann, wenn T die
DMP hat.

Beweis:
Sei N} = Th(N¢) w-saturiert. (N’ = T ist dann auch w-saturiert.)

<"1 Sei ¢(x,¥, <) eine L(C)-Formel mit Parametern € aus C,
a € NV, Betrachte ¢(x,3,¢).
m Da T die DMP hat, ex. ¥(y,Z) € tp(a,<c/0), sodass fiir alle
by, by, € NP2

b1, bz [= ¥(¥,2) = MRD(4(X, by, b2)) = MRD(¢(%, 3, €)).

m Dann hat ¢/(y) := ¢(¥,¢) € tp(a/C) die gewiinschte Eigenschaft.
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=" Sei ¢(X,y) eine L-Formel, 3 € N'IVI.
m Nach Annahme (und Bemerkung 2.5) ex. ¢¥¢(y) € tp(a/C) (1),
sodass fiir alle b € N7

b = ¢c(y) < MRD(¢(X, b)) = MRD(¢(x, 3)).

m Da der MRD nur vom Typ iiber () abhangt, ist {—¢c(¥)} Utp(a/0)
in N nicht erfiillbar, wegen w-Saturiertheit von ./\/C’ also inkonsistent
(bzgl. Th(N¢)).

m Mit Kompaktheit existieren endlich viele £-Formeln
Y1(¥), -, ¥n(¥) € tp(a/0), sodass —tpc(y) A 1(y) A .. Aha(¥)
inkonsistent ist.

m Es folgt Y(y) := ¥1(¥) A ... AYn(V) Frnove) Y (V). AuBerdem gilt
¥(y) € tp(a/0).

m Sei nun b € N’7l mit b |= +(y). Dann gilt b |= 1¢(¥) und folglich
MRD(¢(x, b)) = MRD(¢(x, 3)). O
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Lemma 2.11
Sei ¢(X,¥, <€) gegeben mit folgenden Eigenschaften:
MRD(3x.4(X,¥, <)) = (k,1).
Fiir b € M<“ mit b |= 3x.¢(X,¥, ¢) gilt MRD(4(X, b,€)) = (1,1).
Dann gilt MRD(¢(X,7,€)) = (k + 1,1).
Beweis:
m Sei b generische Lésung von 3x.¢(X,y, <)), also MR(b/¢) = k.
m Sei @ generische Lésung von ¢(X, b,€), also MR(a/b,c) = 1.

m Per Additivitit des MR ist folglich MR(3a, b/c) = k + 1. Somit
MR(¢(x,y,€)) = k+ 1.

m Sei nun 3, b € NI eine generische Lésung von ¢(x,y, ) iiber M
(1), wobei N = M w-saturiert ist. Es ist dann MR(3, b/ M) > k + 1.

= Wegen MR(b/€) < k, MR(a/b,¢) < 1, ist auch MR(b/M) < k,
MR(a/b, M) < 1.
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m Esist MR(b/M) + MR(a/b, M) = MR(3, b/ M) > k + 1, also folgt
MR(b/M) = k, MR(a/b, M) = 1 und MR(3, b/ M) = k + 1 sowie
MR(¢(X,y,T)) = k+ 1.

m Weil nach Voraussetzung MRD(3x.4(xX,y, <)) = (k,1) und
MRD(¢(x, b, <)) = (1,1), ist damit b generische Lésung von
3x.¢(X,¥, <) iiber M und a generische Lésung von ¢(X, b, €) iiber
M.

m Weil die Grade 1 sind, ist mit Lemma 1.3 der Typ von b iiber M
und von 3 iiber b, M eindeutig bestimmt.

m Folglich ist auch der Typ der generischen Lésung 3, b von ¢(X, ¥, c)
iber M eindeutig bestimmt.

= Mit Lemma 1.3 folgt MD(¢(X,y,¢)) = 1. O

26 /59



DMP

000000000000 000000®000000000000000

Lemma 2.12

Seien 3,b,€ € M<“, k > 1 und es gelte:

MRD(a/b,¢) = (1,1).

MRD(b/<) = (k,1).

Die DMP gilt fiir alle Formeln mit MR < k.

Dann existiert eine Formel ¢(X,y,€) € tp(a, b/€) mit
MRD(¢(xX,¥,¢€)) = (k+1,1) und der DMP.
Beweis:

= Sei ¢/(x, b,€) € tp(a/b, T) streng minimal. Nach Voraussetzung (3)
hat diese Formel die DMP, etwa mittels ¢/(y,Z) € tp(b, ¢).

m Dann hat die dquivalente und damit ebenfalls streng minimale
Formel ¢"(x, b,T) := ¢/(X, b,€) ANy)'(b,T) € tp(3/b,T) die
Zusatzeigenschaft, dass fiir alle b, ¢ die Formel gi)”(?,y,f’) im Fall
der Konsistenz streng minimal ist.

m Sei 0(y,<) € tp(b/c) mit MRD = (k, 1).
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m Setze nun
P(x,y,¢) :=¢"(x,y,€) Ab0(y,©) A 3x.¢"(X,¥,¢) € tp(a, b/T).

Behauptung 1: MRD(¢(X,y,¢)) = (k+ 1,1).
Nutze Lemma 2.11:
® 3X.¢(X,y, <) ist dquivalent zu 6(y, <) A Ix.¢" (X, Y, <€) € tp(b/T),
hat also wie diese Formel einen MRD von (k, 1).
m Sei b € M<“ mit b E 3X.¢(X,¥, ). Dann ist
—/

o(x,b,¢)=¢"(x,5,€) AO(b,¢) A Ix.¢/(%,b ,C)

. _ =
dquivalent zu ¢" (X, b, <) und ist wie diese Formal nach
Konstruktion von ¢" (X, b, €) streng minimal.
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Behauptung 2: ¢(x,¥,<) hat die DMP.

m Nach Voraussetzung (3) hat 8(y, <) A 3x.¢" (X, Y, <) € tp(b/<) die
DMP, etwa mittels 1)(Z) € tp(¢) (Erinnerung: MRD ist (k,1)).

m Fiir ¢ |=9(Z) ergibt sich genau wie bei Behauptung 1 unter
Nutzung von Lemma 2.11, dass MRD(¢(x,y,¢’)) = (k + 1,1).

m ¢(X,¥y,C) hat also die DMP mittels ¢(Z) € tp(c). O
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Seien 3,b,¢ € M=%, ¢(X,y,€) € tp(a, b/T) und es gelte

MRD(3, b/€) = MRD(¢(x,¥,¢)) = (k,1).

@(X,y,€) hat die DMP.

MR(3, b/c) = MR(3/¢).
Dann hat Jy.¢(X,y, <) € tp(a/c) auch einen MRD von (k, 1) und die
DMP.

Beweis:
m Es ist MRD(3y.¢(X,¥,¢)) < MRD(¢(x,y,c)) = (k, 1).
m Nach Voraussetzung (3) ist aber MRD(3Jy.¢(X,¥,¢)) > (k, 1), also
folgt die Gleichheit.
m Nach Voraussetzung (2) hat ¢(X,¥, <€) die DMP, etwa mittels
¥(2) € tp(c).
m Dann hat Jy.¢(X,y, <) die DMP mittels

¥(2) A, MR(Jy.¢(x, Y, ) = k™ € tp().
(nutze Definierbarkeit des MR, Bemerkung 2.6) O
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Hauptlemma 2.14

Die DMP gelte fiir alle streng minimalen Formeln ¢(X,3). Dann hat T
die DMP.

Beweis:

Vorbemerkung: O.E. kdnnen wir annehmen, dass | acl())| > No.

(Sonst kénnen wir Konstanten fiir eine unendliche Teilmenge C C M
hinzufiigen, sodass dies erfiillt ist. Wie in Lemma 2.10 ,,<="haben dann
auch alle streng minimalen £(C)-Formeln die DMP bzgl. Th(Mc). Mit
Lemma 2.10 ,="geniigt es dann die Aussage fiir Th(M ) zu zeigen.)

Erinnerung [Bay20, 12.32]: In streng minimalen Theorien sind unendliche
acl-abgeschlossene Teilmengen bereits elementare Unterstrukturen.

Damit ist acl(A) < M fiir jede Teilmenge A C M. (Ende Vorbemerkung)
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Induktion iiber die mdglichen MRDs (k, m) € w?.

k =0 (oder —o0): DMP erfiillt nach Beobachtung 2.2.

(k,m) = (1,1): DMP gilt per Annahme.
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(k,1) = (k,m) mit k > 1 und m > 1:

Sei ¢(x,3) gegeben mit MRD(¢(x,3)) = (k, m).
m Sei
¢(}7§) A ¢1(}7ﬁl)v\/¢m(}7ﬁm)
Zerlegung in k-streng-minimale Mengen mit Parametern p; € M<%.

m Setze @ :=3,P;,..., p,, Dann kdnnen wir die Zerlegung
umschreiben:

H(x,3) & p1(X,3)WV..Vom(X,3).
m Nach IV existieren 1;(y') € tp(3), sodass fiir alle 5 € M7 gilt
b | ¢i(7') = MRD (%, b') = (k, 1).
m Setze

0y = (/\ wy')) AR <¢<x, 7)o\ oi(x y’)> € tp(d).

m Mity' =,z erfiillt ¢/(y) := 3z.9(y,Z) € tp(3) die gewiinschte
Eigenschaft.
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(< kym) — (k,1) mit k > 1:

Sei (X, 3) gegeben mit MRD(¢(x,3)) = (k, 1).
Sei b € M| generische Lésung von ¢(X,3), d.h. b = ¢(x, 3) und
dim(b/3) = MR(b/3) = k (generische Lésung existiert in M wegen
w-Saturiertheit).
Ziel: Finde Formel ¢/(x,3) € tp(b/a) mit MRD(¢'(x,3)) = (k, 1) und
der DMP. Dann hat auch ¢(x,3) A ¢'(X,3) € tp(b/3) Rang k und Grad
1. Somit sind ¢(x,3) und ¢'(X,3) k-dquivalent und die Behauptung folgt
mit Lemma 2.8.
Los geht’s:
O.E. ist bereits b<) generische Folge iiber 3, d.h. MR(b</a) = k — 1
und MR(b/3, bx) = 1.
Schritt 1:
Wir hatten gerne, dass die MDs 1 sind.
m Idee (zunichst fiir b/a, by): Fiige zu 3, by Tupel
b e acl(3, b<x)<“ hinzu, sodass sich der MD auf 1 reduziert (MR
bleibt erhalten), d.h. sodass MRD(b/a, by, b ) = (1,1).
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m Sei ¥(X) € tp(b/3, b~k) mit MR(¢)(X)) = 1.
m Sei ¥(X) <> Y1(X, P1)V...Vom(X, P,,) Zerlegung in streng minimale
Mengen mit Parametern p; € M<“, wobei m = MD(¢(X)).

m Nach Annahme haben die 9;(X, p;) die DMP, es existieren also
xi(¥;) € tp(p;/0), sodass fiir alle ¢; € Ml

< | xi(7) = MRD(4(x, ) = (1,1).

m Damit lasst sich die Zerlegbarkeit von 9(X) mit einer
L(3, b<k)-Aussage ausdriicken:

Mg E V1V (/\ Xi(y;)> AVX (d)(X) < \/¢i(x,y;)> -
m Nach Voriiberlegung ist A := acl(a, b<x) < M, also auch

Az EV Ve </\ Xi(%')) NVX (@(X) < \/w;(x,yf)> .
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m Wir erhalten 5; € AVl mit 5; = x:(¥,), also
MRD(@[;,-(Zg,-)) = (17 1)' und

A ': 1/1(7) AN 1#1(77 51)\7--~\7¢m(7, gm)'
m Wihle ¢;(X,3;) mit be (M, 5;).
m Mith =5 ¢ acl(a, b<x) erhalten wir wie gewiinscht
MRD(b/3, by, b ) = MRD(b/3, b, 5;) = (1,1).

Fiir by /a (Erinnerung: Es war MR(bx/a) = k — 1):
m Es ist auch MR(E<;<,B//§) =k-—1

m Auf die gleiche Weise (unter Nutzung der IV fir MRD = (k — 1,1))
erhalten wir @’ € acl(3) mit

MRD(b«, b /3,3) = (k — 1,1).
Es ist dann auch
MRD(b/b<y, b ,3,3) = (1,1).

36/59



DMP

000000000000 00000000O00000000e00000

Schritt 2:

Resultat aus Schritt 1 war:
» MRD(b/b-«,b,3,7) = (1,1).
» MRD(b<y, b /3,7) = (k —1,1).

Erinnerung an Lemma 2.12: Seien a3, b,€ € M<%, k > 1 und es gelte:
MRD(a/b,c) = (1,1).
MRD(b/<) = (k,1).
Die DMP gilt fiir alle Formeln mit MR < k.

Dann existiert eine Formel ¢(X,y,<) € tp(a, b/c) mit
MRD(¢(x,¥y,<€)) = (k +1,1) und der DMP.

von (k,1) und der DMP.
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mit MRD von (k,1) und der DMP.

Erinnerung an Lemma 2.13: Seien a,b,c € M<%, ¢(X,y,¢) € tp(a, b/?)
und es gelte

MRD(3, b/€) = MRD(¢(x,¥,¢)) = (k,1).

@(X,y,€) hat die DMP.

MR(3, b/c) = MR(3/¢).
Dann hat Jy.¢(X,y, <) € tp(a/c) auch einen MRD von (k, 1) und die
DMP.

Es folgt, dass die Formel
¢"(x,3,3) =3z, .¢/(x,z,X',3,3) € tp(b/a,3)

einen MRD von (k, 1) und die DMP hat.
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Schritt 4: Elimination von 3.

Resultat aus Schritt 3 war: ¢”(X,3,3’) € tp(b/3,a’) mit MRD von (k,1)
und der DMP.

m Wegen 3’ € acl(3)<“ ex. algebraische Formel 6(z,3) € tp(3'/3), die
diesen Typ isoliert.

m Betrachte

¢"(x,3) = 32(¢"(X.3,2) A 0(2,3)) € tp(b/3).
Behauptung: MRD(¢"'(x,3)) = (k, 1).

m Esist

¢"(M.3) = 16" (M.3,9) | T 0(z.3)}

m 0(Z,3) ist algebraisch, es gibt also nur endlich viele
C1,...,Cn = 0(Z,3). Also:

¢"'(M,3) = J¢"(M,3,73).

39/59



DMP
000000000000 00000000O00000000000e00

Definiere x(Z,3) := ., MR (¢(X,3)A¢"(X,3,Z)) < k" (nutze
Bemerkung 2.6).
Es ist x(zZ,3) € tp(3’/a) wegen:

= ¢(%,3), ¢(%,3,7) € tp(b/3,7),

m MR(b/3,3") = k und

» MRD(4(x,3)) = MRD(¢"(x,3,3)) = (k, 1).
Da 6(z,3) den Typ tp(3’/a) isoliert, gilt auch fiir alle ¢; = 6(Z,3),
dass ¢; = x(Z,3).
Folglich sind alle ¢ (%, 3,¢;) k-dquivalent mit ¢(X,3), per
Transitivitat also auch untereinander.
Wegen MRD(¢"(x,3,3')) = (k, 1) folgt dann auch

MRD(¢"(x,3)) = MRD (\/ ¢”(x,a,c,-)> = (k,1).

i=1
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Noch zu zeigen: ¢"'(X,3) hat die DMP.
m Setze n:=|0(Z,3)|.

m Erinnerung: ¢’(x,3,3') hat die DMP, etwa mittels
a

a
¥"(,2) € tp(3,3).
m Dann hat ¢"/(x,3) = 3z (¢ (X, 3,Z) A 6(Z,3)) die DMP mittels
V"(y) =37"2.6(2.Y)
Az (0(z,y) = ¥"(v,2))
AVZ,Z ( zZ,y)NO0(Z,y) —
MR (¢’

'x,7.2) A" (x,y,2")) < k“) ctp(d). O
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Bemerkung 2.15 (Hru92: S. 131/2)

Hat T eine triviale Prigeometrie, dann hat T die DMP.
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ACF und die DMP
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Definition 3.1

Eine algebraische Kérpererweiterung L/K heiBt separabel, falls fiir alle
a € L das Minimalpolynom Min(a, K; X) separabel ist, also in K keine
mehrfachen Nullstellen besitzt.

Satz 3.2 (vom primitiven Element)

Sei L/K eine endliche separable Erweiterung. Dann existiert ein a € L mit
L= K(a).

Definition 3.3

Ein Kdrper K heiBt perfekt (oder vollkommen), falls jede algebraische
Erweiterung L/K separabel ist.
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Satz 3.4

Korper der Charakteristik 0 sind perfekt.

Ein Korper K der Charakteristik p > 0 ist genau dann perfekt, wenn
K = KP.

Bemerkung 3.5

Algebraisch abgeschlossene Korper sind perfekt.
Algebraische Erweiterungen perfekter Korper sind perfekt.
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Definition 3.6

Sei L/K eine Korpererweiterung (mit Primzahl-Charakteristik p), L sei
algebraisch abgeschlossen. Fiir n € N definiere

KPP :={aclL|a €Kj}.
Dann ist B B
K= kP
neN

der kleinste perfekte Zwischenkdrper. Er heiBt der perfekte Abschluss von
K.
Fiir Charakteristik 0 setzen wir KP ~ := K.
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Definition 3.7

Sei M eine L-Struktur, A € M eine Teilmenge. Der definierbare
Abschluss von A in M ist gegeben durch

dcd™M(A) ;= {a € M | {a} = $(M) fiir eine L(A)-Formel ¢(x)} .

Lemma 3.8 (Pil98: S. 63)

Sei AC K = ACFp (p prim oder 0) mit Primkérper F. Dann ist der
definierbare Abschluss von A gleich dem perfekten Abschluss des von A
erzeugten Teilkorpers:

dcl(A) = F(AP ™.
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Sei M eine w-saturierte £-Struktur, 3,be M<v (ﬂicht notwendig
|a| = |b]) und A C M. Es gelte dcl(A,3) = dcl(A, b). Dann gilt:
MRD(a/A) = MRD(b/A) (=: (k, m)).
Es existieren ¢(X) € tp(a/A) und (y) € tp(b/A) mit
MRD(¢(x)) = MRD(%(¥)) = (k, m), sodass eine A-definierbare
Bijektion ¢(M) — ¥(M) existiert.

Beweis:
O.E. A =10 (sonst betrachte Maj).
m Seien ¢(x,y), ¥(x,y) L-Formeln mit ¢(a, M) = {b} und
¥(M, b) = {a}.
m Die Formel
0(x,y) == o(x,y) Nb(X,y)
ANYY (¢, Y) AN(xY) =V =)
AR ($(X,¥) AN(X,y) = X' =X)
definiert eine partielle Bijektion f : X — Y zwischen definierbaren
Mengen mit 3 — b.
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m Sei nun ¢/(x) € tp(a) mit MRD(¢'(X)) = MRD(3@) =: (k, m).
m Dann ist auch MRD(X N ¢/'(M)) = (k, m) und fir
f(X N ¢ (M)) > b gilt nach Lemma 1.1, dass
MRD(f(X N ¢'(M))) = (k,m).
m Es folgt MRD(b) < (k, m) = MRD(3) und per Symmetrie
MRD(b) = (k, m). Das zeigt (1).

m (2) folgt fiir X N ¢'(M) und f(X N ¢'(M)). O
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Fiir die Grundbegriffe der algebraischen Geometrie siehe [Hul12: Kap. 0,1]
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Proposition 3.10 (Spezialfall von [Mil05: 2.27])

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper. Fiir jede
Zariski-abgeschlossene Menge V C K" der Dimension n — 1 gilt
I(V) = (f) fiir ein f € K[X"].

Proposition 3.11 (Mar02: 6.2.23)

Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper und V C K" eine
irreduzible Zariski-abgeschlossene Menge. Dann ist MR(V/) gleich der
Dimension von V.
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Lemma 3.12

Sei K |= ACF w-saturiert. Fiir ein Polynom P(x1,x2) € K[X1, X2] ist die
Formel P(x1,x2) = 0 streng minimal genau dann, wenn P irreduzibel ist.

Beweis:

=
m MR =1 schlieBt aus, dass P null oder konstant ist.

m Wire P reduzibel, wiirde gelten P = Q; @, fiir @1, @2 € K[X1, X3]
nicht null und nicht konstant.

m Dann definieren Q1(x1,x) = 0 und Q2(x1,x2) = 0 Teilmengen von
P(Xl, X2) =0.

m Da in algebraisch abgeschlossenen Korpern die Nullstellenmengen
nicht-konstanter Polynome in mehr als einer Variablen unendlich

sind, ist das ein Widerspruch zur strengen Minimalitdt von
P(Xl, X2) = 0
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m P ist prim und damit (P) ein Primideal (da K[Xi, X;] ein faktorieller
Ring ist und hier alle irreduziblen Elemente prim sind).

m Damit ist V(P) = V((P)) € K? (das ist die von P(x1,x) = 0
definierte Menge) eine irreduzible Zariski-abgeschlossene Menge.

m Wir nehmen an, P(x1,x2) = 0 ist nicht streng minimal (hat also
einen MRD von (1, m) mit m > 1).

B Sei ¢(x1, x2) eine streng minimale Lging(K)-Formel, die
P(x1,x) = 0 impliziert, und p € S(K) ein streng minimaler Typ mit
¢(X17X2) € p.

Erinnerung [Bay20: 7.13]: Die Typen in S>(K) stehen in bijektiver
Korrespondenz zu den Primidealen von K[Xi, X;] via

p— Iy :={f(x1,x) mit f(x1,x) =0 € p}.

m V(/,) hat MR von 1 (weil V(/,) definierte Menge einer Formel aus p
ist) und ist irreduzibel.
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m Mit Proposition 3.10 und 3.11 folgt /, = (Q) fiir ein Q € K[X1, Xo].
m Wegen P(x1,x) =0 € p, ist P € (Q), also Q|P.

m Es gilt aber nicht P|Q, weil sonst P(x1,x2) = 0 eine Teilmenge von
Q(x1,x2) = 0 definieren wiirde.

m Damit ist im Widerspruch zur Annahme P reduzibel. O
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Lemma 3.13

Sei K |= ACF w-saturiert, ¢(x1,x2) mit Parametern aus K sei streng
minimal. Dann ist ¢(x, x2) 1-dquivalent zu P(xy, x2) = O fiir ein
nicht-konstantes Polynom P € K[Xi, X3].

Beweis:

m Sei (a1,a2) € L2 generische Lésung von ¢(x1, x) iiber K, wobei
L = K w-saturiert ist.

m Betrachte C := V/(Ix(a1, a2)). Weil Ix(a1,a2) C K[X1, X3] ein
Primideal ist (vgl. Charakterisierung der Typen in ACFs aus Logik I,
Bay20: 7.13), ist C irreduzibel.

m Weil (a1,32) € C und MR(ay, a2/K) = 1, folgt mit Proposition 3.10
und 3.11, dass Ix(a1, a2) = (P) fiir ein P € K[X1, Xa].

m Damit wird C von P(x1,x2) = 0 definiert und
(a1,a2) E P(x1,x) = 0.

m AuBerdem ist P(x1, x2) = 0 streng minimal nach Lemma 3.12, weil
(P) ein Primidial und damit P irreduzibel ist.

m Folglich sind ¢(x1,x2) und P(x1,x2) = 0 1-3quivalent. O
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Proposition 3.14
ACF, hat die DMP (fiir alle p prim und 0).

Beweis:

Sei K |= ACF, w-saturiert mit Primkérper F. Nach Hauptlemma 2.14
geniigt es, die DMP fiir streng minimale Formeln ¢(%,3) zu zeigen.

Fall |X| = 1: Beobachtung 2.3.
Fall |x| = 2:

Sei ¢(xi1, x2,3) streng minimal.

m Nach Lemma 3.13 ist ¢(x1, x2,3) 1-dquivalent zu P(xq,x2,b) =0
fiir ein nicht-konstantes Polynom P € K[Xy, X3].

m Weil die Range der beiden Formeln gleich sind, geniigt es nach
Lemma 2.8 die DMP fiir P(xy, x2, b) = 0 zu zeigen.
(Bemerkung: In Lemma 2.8 werden die gleichen Parametertupel
vorausgesetzt, was hier nicht unbedingt gegeben ist, die Parameter

kdnnen aber durch , kiinstliche"Erweiterung gleich gemacht werden.)
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m Nach Lemma 3.12 ist P(xy, x2, b) = 0 genau dann streng minimal,
wenn P irreduzibel ist, d.h. nicht das Produkt P = Q1 Q> zweier
nicht-konstanter Polynome Qq, @2 € K[X1, X3] ist.

m Weil nur Polynome beriicksichtigt werden miissen, deren Grade
kleiner als der Grad von P sind, ist dies durch eine endliche Formel
im Typ von b ausdriickbar.

m Damit hat P(xy, x2, b) = 0 die DMP.
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Fall [x] > 2:

Ziel: Zuriickfiihrung auf Fall |x| = 2.
m Sei b € KXl eine generische Lésung von ¢(X, 3), also MR(b/3) = 1.
O.E. by ¢ acl(3) und bs; € acl(a, by ) <.
m Nach Lemma 3.8 gilt dcl(3, by) = F(3,b,)P " =: F'.
m F'(b)/F’ ist eine algebraische Erweiterung und wegen der
Perfektheit von F’ damit separabel.

m Nach dem Satz vom primitiven Element (3.2) existiert ¢ € F’(b) mit

F'(b) = F'(c).
m Nach Bemerkung 3.5 ist F'(b) = F’(c) auch wieder perfekt und
folglich F'(b) = dcl(3, b) und F’(c) = dcl(3, by, ¢). Damit:

dcl(a, b) = dcl(a, by, c).

m Nach Lemma 3.9 existieren ¢/(X,3) € tp(b/a),
¥(x,y,3) € tp(b1, c/3) streng minimal und eine 3-definierbare
Bijektion ¢'(K,3) — ¥(K,3)

m Nach Fall |X| = 2 hat ¢(x,y,3) die DMP. Mit Lemma 2.9 hat dann
auch ¢’(x,3) die DMP und mit Lemma 2.8 auch ¢(X, 3). O
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