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Setting

Seien T; und T, streng minimale Theorien in disjunkten
Sprachen £4 und £». Wir nehmen an, dass T; und T,
Quantorenelimination besitzen und £ und £5 relational sind.
Sei K die Klasse aller Modelle von T, u T zusammen mit @.
Seien U; = T; Monster.

Notation
Far i € {1,2} schreiben wir tp;, acl;, dcl;, etc fur die jeweiligen
Begriffe ausgewertet in der Theorie T;.



Die d-Funktion

Erinnerung
Fir eine Menge M heif3t 0 : Py, — Z eine §-Funktion, falls
folgende Eigenschaften gelten:
» §(2)=0
> 6({a}) <1
» §(AuB) +6(AnB) <d§(A) +4(B).
Weiter setzen wir 6(A/B) := §(Au B) - §(B).
Es qilt 6(A/B) <6(A/An B).



Die d-Funktion

Definition

>

Fir endliche A € K setzen wir

d(A) := dimy(A) + dimo(A) — |A|. Dies ist eine d-Funktion.
Falls A \ B endlich ist setzen wir

d(A/B) := dimy(A/B) + dimy(A/B) — |A~ B|. Das
verallgemeinert die vorherige Definition.

B c Aist stark in A (B < A), falls §(A’/B) > 0 gilt fir alle
endlichen A’ c A.

Ist B eine echte starke Teilmenge von A, so heil3t B
minimal, falls B < A’ < A fir kein A" echt zwischen B und A
gilt.

Ein a € A heif3t algebraisch Uber B, falls dies in Ty oder T,
gilt.



Die d-Funktion

Lemma
A < B ist minimal genau dann, wenn §(A/A") < 0 fiir alle A" echt

zwischen B und A.

Beweis.

Falls A’ < A, so gilt per Definition 6(A/A") > 0.

Sei andererseits n=§(A/A") > 0 fir ein A’ wie im Statement.
Waéhle dieses A’, sodass n maximal wird. Damit ist A’ < A und
B < A nicht minimal. O



Die d-Funktion

Lemma
Seien A, B € K mit B < A minimal. Dann tritt einer der folgenden
Falle ein:

» §(A/B) =0 und ein ac A~ B ist algebraisch ber B. Dann
gilt schon A = Bu {a}. (Algebraisch minimal)

» 0(A/B) =0 und A~ B enthélt kein (ber B algebraisches
Element. (Prédalgebraisch minimal)

» §(A/B) =1 und A~ B enthélt kein (ber B algebraisches
Element. Dann ist A von der Form Bu {a}. (Transzendent
minimal).

Im prdalgebraischen Fall gilt |A~ B| > 2.



Die d-Funktion

Beweis.

Falls A\ B ein algebraisches Element a enthalt, so gilt
d(Bu{a}/B) = 0. Wegen Minimalitat also A= Bu {aj}.
Angenommen A\ B enthélt kein algebraisches Element.

Falls 6(A/B) = 0 gilt, sind wir im praalgebraischen Fall.
Andernfalls gilt §(A’/B) > 1 fur alle B¢ A’ c A. Fir ae A~ B gilt
also Bu{a} < A, mit Minimalitat folgt A= Bu {a}. Das zeigt
auch 6(A/B) =1. O



Die d-Funktion

Definiere K% := (M e K | @ < M}.
Diese Unterklasse von K kann durch universelle
L1 U L>-Aussagen beschrieben werden.



Die d-Funktion

Definition
Sei M ¢ K° und A c M endlich. Wir setzen
d(A):= min §(A).

AcA’'cM
d erfullt die folgenden Eigenschaften:
d(w)=0
d({a}) <1
d(AuB)+d(AnB)<d(A)+d(B)
d(A)>0

5. AcB=d(A)<d(B)

Damit ist d die Dimensionsfunktion einer Prageometrie.

A owp -~



Die d-Funktion

Lemma

Sei M ¢ K° und A c M endlich. Sei A’ > A minimal mit

5(A") =d(A). Dann ist A’ die kleinste starke Teilmenge von M,
die A enthélt, genannt der Abschluss von A (cl(A)).

Beweis.

A c cl(A) und Minimalitat sind klar. Sei B ¢ M endlich. Nach
Definition von cl gilt 5(cl(A)) < 6(cl(A) u B). Also
5(B/cl(A)) > 0. O



Praalgebraische Codes

Ab jetzt nehmen wir zusétzlich die DMP fir Ty und T an.

Bemerkung
» 779 und T, sind bis auf ihre Heimatsorte verschieden.
» Ein Element b € dc/®¥(B) besteht aus einem Paar (b;, bo)
mit b; € dcl??(B), analog fiir ac/®9.

» Eine generischer Realisierung von ¢¢(x, b) (Uber B) ist
eine generische Realisierung von ¢ (x, b;) (Uber B) in T;.

» Analog fur Morleyfolgen, Pseudomorleyfolgen, etc.



Praalgebraische Codes

Erinnerung
Ein Code c ist eine parameterfreie Formel ¢¢(x, y) mit ng := |x|
und y mdglicherweise imaginar, sodass folgendes gilt:
> ¢c(x, b) ist inkonsistent oder einfach, im zweiten Fall sind
die Komponenten einer Losung paarweise verschieden.
> Ist pc(x, b) konsistent, so gilt MRD(¢c(x, b)) = (K¢, 1).
» Firalle sc {1,...,nc} gibt es ein k. s, sodass fur jede
Realisierung a von ¢.(x, b) qilt: dim(a/bas) < ke s.
> do(x,b) ~Fe po(x,b') = b = b’ falls beide konsistent.
Weiter gibt es eine Menge C von Codes, die jede einfache

Formel codiert und bis auf Aquivalenz unter Permutation
abgeschlossen ist.



Praalgebraische Codes

Definition
Sei C; eine Menge von Codes fiir T; wie im Satz. Ein
prdalgebraischer Code ¢ = (cy, C2) besteht aus einem ¢y € Cq
und einem ¢, € C,, sodass folgendes gilt:

> nc = I'IC1 = ncz = kc1 + kCg

» Firalle s¢ {1,...,nc} gilt k¢, s + ko, s — (Nc - |8]) <0
Setze mc = max(me,, Mg,).
Fir jede Permutation o ist ¢ := (¢{, ¢J) auch praalgebraisch.



Praalgebraische Codes

Lemma

SeiB< Bu{ay,...,an} =: A prdalgebraisch minimal,
a=(a4,...,an). Dann gibt es einen prdalgebraischen Code ¢
und b € acl®¥(B), sodass a eine generische Realisierung von
oc(x, b) ist.

Beweis.

Seiie{1,2} und d; e acl’?(B) mit tp(a/Bd;) stationar. Sei
xi(x, d;) € tpj(a/Bd;) mit Morleygrad 1 und

MR;(x(x,d;)) = MR;(a/Bd;). Nach Wahl von g} ist auch A/Bd;
nicht algebraisch, daher ist x;(x, d;) einfach.

Seien ¢; € C; und b; € dcl??(d;) mit x;(x, dy) ~Kei po (X, by).
Aus §(A/B) = 0 folgt k¢, + kg, = ne. Minimalitét gibt uns

Ke,.s + ke, s — (n—1s|) <O0.



Praalgebraische Codes

Lemma

Sei B € K, ¢ ein prdalgebraischer Code und b € acl®¥(B). Sei
a=(ay,...,an,) eine generische Realisierung von ¢.(x, b) lber
B. Dann ist Bu {a} eine minimale prdalgebraische Erweiterung
von B.

Beweis.

Aus k¢, + kg, = n¢ folgt §(Bu {a}/B) = 0.

Ke, s + ke,,s — (n—1s|) <0 liefert Minimalitat. Da n; > 2 ist die
Erweiterung nicht algebraisch. O



Praalgebraische Codes

Lemma

Seien A,B e K, B c A, ¢ ein prdalgebraischer Code,

b e acl®¥(B) und a € A eine Realisierung von ¢¢(x, b). Wir
nehmen an, dass a nicht komplett in B liegt. Dann gilt

» §(a/B) <0.
» Falls Gleichheit gilt, so ist a eine generische Realisierung
von ¢c(x, b) Uber B.



Praalgebraische Codes
Beweis.
& &

A

Sei s ={i| a; € B}. Dies ist eine echte Teilmenge von {1, ..., n.}.
Dann gilt

d(a/B) = dimy(a/B)+dimy(a/B)—(nc—|s|) < ke, s+Ke,,s—(Nc—19]).
Falls s # @ ist das kleiner 0. Falls s = & gilt

d(a/B) =dimy(a/B) + dimx(a/B) — n< ke, + ke, —n=0. Flr
d(a/B) =0 gilt also dim;(a/B) = k¢, und die Lésung ist
generisch. O]



Praalgebraische Codes

Lemma
SeiM <N inK. Sei ey, ..., e, eine Pseudomorleyfolge von ¢ in
N dber b. Dann tritt einer der folgenden Félle ein:

» bedcl®(M)

» Es liegen mindestens p— ncme+1 derej in N~ M.



Praalgebraische Codes

Beweis.

Wir permutieren die Folge so, dass es ry, ry gibt mit ey, ..., €/,_1
inMund ey, ...,e, in N\ M. Sei b ¢ dc/®?(M). Dann ist ry < mg,
sonst b e dcl®(ey, ..., e,,-1) c dcl®I(M). Wir zeigen: ry < mene.
Sei §(i) := 5(ej/Mey...ej_1). Angenommen mg < ry. FUr i < ry gilt
dann 6(i) < (nc —1). Mit dem vorherigen Lemma folgt fur
me<i<r,dassd(i)<O0.

Also 0 < d(ep...er,1/M)= ¥ 5(i)= ¥ o()+ X ()<

i<ry i<me me<i<ry
Mme(ne = 1) = (1 = me). [



K

Wir definieren eine Funktion p*, die jedem praalgebraischen
Code ein p*(c) € N zuordnet, sodass folgendes gilt:
> pr(c) 2 me -1
» Firalle /,m,ne N mit m> 0 gibt es nur endlich viele Codes
cmitp*(c) =1, me;=mund ng =n.
» pu*(c) = p*(d) gilt, falls ¢ zu einer Permutation von d
aquivalent ist.
Definiere p(c¢) := mene + pw*(c) > me.
Pseudomorleyfolgen haben ab jetzt Lange n(c) + 1.

Die Klasse K" besteht aus den M ¢ K2, die keine
Pseudomorleyfolgen enthalten.



K

Lemma

Sei M ¢ K, B < M endlich und A/ B eine prdalgebraisch
minimal. Dann enthélt M nur endlich viele B-isomorphe Kopien
von A.

Beweis.

Sei a ein Tupel mit A= Bu {a}. Sei d € acl®¥(B) mit tp;(a/Bd;)
station&r. Wir miissen zeigen, dass tpy(a/Bd;) u tp»(a/Bd;) nur
endlich viele Realisierungen in M hat.

Seien c ein praalgebraischer Code und b € ac/®¥(B) so, dass a
generische Realisierung von ¢.(x, b) ist. Angenommen,

oc(x, b) hatte unendlich viele Realisierungen in M. Dann gibt
es u(c) + 1-viele solcher Realisierungen e; mit

e ¢ Bu{ey,...,ej_1}. Diese g; bilden eine Morleyfolge in

oc(x, b) Uber B, daher eine Pseudomorleyfolge von c Uber b.
Widerspruch zu M € K¥.

Da es nur endlich viele mdgliche stationdre Fortsetzungen von
tpi(a/B) gibt (durch Morleygrad beschrankt), sind wir fertig. [



o

Korollar
Sei B< M e K* und B c A endlich mit 5(A/B) = 0. Dann gibt es
nur endlich viele A" mit B < A’ ¢ M die B-isomorph zu A sind.

Beweis.

Da A/B endlich ist, kénnen wir diese Erweiterung als endlich
Folge von minimalen Erweiterungen darstellen. Mit dem
Lemma folgt die Aussage. O



K

Korollar
Sei M ¢ K* und B ¢ M endlich. Dann ist
cly(B) :={x e M| d(Bx) = d(B)} abzéhlbar.

Beweis.

cly(B) ist die Vereinigung aller A’ ¢ M endlich, sodass

cl(B) c A und 6(A’/cl(B)) = 0. Da T; streng minimal, also
insbesondere w-stabil ist, gibt es fiir jede Kardinalitat nur
abzahlbar viele Isomorphieklassen. Mit der letzten Folie ist jede
dieser Klassen endlich, damit gibt es nur abzahlbar viele A’. [



K

Lemma
Sei M e K*. Sei M < N mit|N ~ M| =1. Dann folgt N € K*.

Beweis.

Angenommen nicht. Sei (€));.,(c) eine Pseudomorleyfolge in
einem praalgebraischen Code c tber d in N. Da u(c) > mc ist
b € dc/®¥(M). Damit liegt jedes e; entweder komplett in N\ M
oder in M. Nun gilt nc > 2, daher ist jedes e; in M. Widerspruch
zu M e KH. O



