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Aufgabe 1. (a) Was ist ein metrischer Raum?
(b) Welche der folgenden Abbildungen dy, ..., ds: R? x R?* — R ist eine Metrik?

0, ==y, ‘951 - y1|, T2 = Y2,
di(2,y) = da(, ) =
(@) {L T #y, 2(,9) {\1’1\+\1’2—y2|+|yl\, Ty # Yo,

dy(z,y) = |t1 — ni||wa — vol, da(z,y) = (|21 — wi|P + |22 — 1a]?) ", p € (0, 00).

Aufgabe 2. (a) Wann heifit ein metrischer Raum vollstandig?
(b) Priife, welcher der folgenden metrischen Réume vollstandig ist:
i) R? mit den Metriken aus Aufgabe 1(b);
ii) C([0,1]) mit der L'-Metrik d(f,g) = f[O,l] |f(t) — g(t)|dt;
iii) R mit der Metrik d(x,y) = |arctan(z) — arctan(y)|.
Aufgabe 3. (a) Wann heifit ein metrischer Raum kompakt? Charakterisiere

Kompaktheit mit Hilfe von i) Folgen, ii) offenen Uberdeckungen, iii) ab-
geschlossenen Mengen.

(b) Priife, welcher der folgenden Raume kompakt ist:
i) X =RU{—00} U {oco} mit der Metrik d(x,y) = |f(x) — f(y)|, wobei

-1, x=—o0,
f: X —>R, z+— T x € (0,00),
1, T = 00;

i) {f €C([0,1]) : |fllc <1} mit der Metrik d(f,g) = [|f = glle-

Dabei ist || f|loo = sup |f(z)| die Supremums-Norm.
z€[0,1]

Aufgabe 4. Seien f: X — Y eine Abbildung topologischer Raume, X, Xo C X
mit X7 U Xy = X sowie fl|x,: X; — Y stetig fiir i = 1,2. Zeige:
(a) Die Abbildung f braucht nicht stetig zu sein.
(b) Sind X, X5 beide offen, so ist f stetig.
(c¢) Sind Xy, X5 beide abgeschlossen, so ist f stetig.



