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Aufgabe 1. Seien p,q € [1,00] und sei (a; ;)i jen eine unendliche Matrix kom-
plexer Zahlen mit den folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir jedes i € N ist (a;); € £7, wobei p’ bestimmt ist durch 1 = 1/p+ 1/p.
(b) Fiir jedes x = (z;); € (¥ liegt Az := (3_; a;jx;); in (7.
Zeige, dass dann die Abbildung A: 7 — ¢4, x — Ax, stetig ist.

Aufgabe 2. Bezeichne C(T) C C(R) den Unterraum der 2m-periodischen Funk-
tionen:

C(T):={f e CR): f(t) = f(t+2n) fiir alle t € R}.
Fiir jedes f € C(T) definieren wir

o die Fourier-Koeffizienten f (k) := = Ozﬂ f(t)ex(t)dt, wobei ey, (t) = exp(2mikt)
fir allet € R, k € Z,
e die Fourier-Reihe ), ., f(k)ex (deren Konvergenz zu untersuchen ist),
e die n-te Partialsumme der Fourier-Reihe T,,(f) := 320 f(k)ex € C(T),
o Sy: C(T) — C durch f— Y3__ f(k) = (T.(/))(0).
Wir betrachten 7, als Abbildung C'(T) — C(T). Bezeichne

n n e27ri(n+1)t — g 2mint sin (n + %t)

D(t) =) ex(t) = > (™) = perTa— = 5 e C(T)

sin (2

k=—n k=—n
den Dirichlet-Kern. Zeige:
(a) Jo"IDa(®)]dt > 2300 k"

(b) lim, [|S,|| = lim, || T,|| = co.
(Hinweis: Benutze ohne Beweis folgende einfache Aussage: Fiir jedes g €
. 2m 2
C(T) gilt sup reoeryri=1 Jo  f(Hgt) =[5 1g(t)ldt.)
(c) Es gibt eine Funktion f € C(T), fiir welche die Fourier-Reihe bzw. genauer
die Folge der Partialsummen (7,,(f)), nicht punktweise konvergiert.

Aufgabe 3. Wir benutzen die obigen Bezeichnungen und folgende Aussagen:
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(a) (Riemann-Lebesgue-Lemma) Fiir jede Funktion f € C(T) verschwindet die
Funktion f: k — f(k) im unendlichen, also f € Cy(Z).
(Bemerkung: Das sehen wir spater mit Hilfe der Hilbertraum-Theorie.)

(b) Die Abbildung F: C(T) — Cy(Z), f — f, ist injektiv.
(Bemerkung: Das sehen wir spater mit Hilfe des Satzes von Stone-Weierstrass.)

Zeige unter Verwendung dieser Aussagen, dass F stetig und nicht surjektiv ist.
(Hinweis: Betrachte F(D,,).)

Aufgabe 4. Wir benutzen den bald in der Vorlesung folgenden Satz von Stone-
Weierstrass: Die Polynome sind dicht in C(][0, 1]) beziiglich der Supremumsnorm.

Sei (@) eine Folge von Funktionalen auf C(]0, 1]) der Form

N(n)

wobei N(n) €N, ti,,...,tknm) € [0,1] und Ay, € C fiir jedes n € N. Zeige die
Aquivalenz folgender Aussagen:

(a) lim, oo Qn(f) = fo t)dt fir alle f € C([0,1]).
(b) lim,, o Qn(p) fo t)dt fiir alle Polynome p und sup,, Zk 1 |Ak | < 00.



