1. DER RAUM DER SCHWARTZ FUNKTIONEN UND TEMPERIERTE
DISTRIBUTIONEN

1.1. Schwartz Funktionen. Wir fithren folgende Notationen ein. Fiir « = (a1,..., ;) €
N" und = € R" sei
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Definition 1.1. Der Raum der Schwartz Funktionen .7 (R"™) ist die Menge aller
glatten Funktionen ¢ auf R™, so dass
I¢ llap= sup | z*DPp(x) |< oo
r€R”
fiir alle o, 8 € N™.

Funktionen in .#(R™) sind solche, die mit ihren Ableitungen schneller abfallen
als die Inversen jeder Polynomfunktion.

Theorem 1.1. Der Vektorraum 7 (R™) ist vollstindig beziglich der Topologie,
die vom Halbnormensystems || - ||a,5, fir alle a, 8 € N", induziert wird, also ein
Fréchetraum.

Im folgenden betrachten wir den Fall n = 1. Wir definieren die linearen Abbil-
dungen A : (R") = Z(R") and AT : Z(R") — . (R") durch
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und N = AT A. Weiterhin sei
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fiir n € N. Man bezeichnet ¢,, als das n-te Hermitsche Polynom.

Theorem 1.2. {¢,}2 ist eine Orthonormalbasis des Vektorraumes L*(R) bezgl.
der L?-Norm. FEs gilt ferner
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Das N-Darstellungstheorem fiir .(R") sagt im wesentlichen aus, dass {¢,}n
auch eine Basis von . (R") ist. Es sei s, C {f : N — C"} die Menge aller Folgen
(ag)ren mit der Eigenschaft

sup | ay || k|"< o0
keNn

fiir alle m € N, mit | ax |= />0 af. fiir ax = (ak,, ..., ax,). Wir definieren auf
spn eine Topologie mit Hilfe der Halbnormen
lak lls= (k+1)7 | a |

mit 3 € N* und (k + 1) = Hle(k’i + 1)% fiir k = (ky,...,k,) € N*. Ferner
definieren wir

—.

or(z) = | | k. (24)

i=1

=l



2

. Dann st die Folge
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Theorem 1.3. Sei f € ./(R")
or(x) f(x)de™  fiir alle k € N®

in Sp, die Abbildung
S(R") = s,
f = (ak)kenn
ist ein topologischer Isomorphismus und die Reihe ), apdi konvergiert in &/ (R™)
gegen f.
Korollar 1.4. 7(R"™) ist separabel bezgl. der von den Halbnormen || - ||a.p in-
duzierten Fréchet-Topologie.

1.2. Temperierte Distributionen.

Definition 1.2. Der (topologische) Dualraum &/ (R™) des .#’(R™) nennt man den
Raum der temperierten Distributionen.

Beispiel 1.1. Sei g € L'(R") eine Lebesgue-integrierbare Funktion und f € .%(R")
beliebig. Da || f ||co< o0 ist gf € L'. Damit wird durch

o(f) = / o) () da™

eine lineare Abbildung definiert, die wegen | g(f) |<|| g ||L11| f |00 stetig auf #(R™)
ist. Dieses Beispiel motiviert die folgende formale Schreibweise. Sei T' € S'(R"™)
und f € .(R"), dann schreiben wir

T(f) = / () () dz"

Delta-distribution: Sei b € R™. Wir definieren d,(f) = f(b). Aufgrund von
| 6(B)(f) [<I] £ llo,0 ist 8y € 7 (R™).

Definition 1.3. Es sei  C R" eine offene Menge. Eine Distribution T € .%#/(R™)
verschwindet auf 2, falls T'(f) = 0 fiir jedes f € .(R™) mit supp f C Q gilt.
Der Tréger supp T einer Distribution T' € ./(R") ist das Komplement der grofiten
offenen Menge auf der 7" verschwindet.

Firr ein T € ' (R") und o € N" lisst sich die Schwache Ableitung D*T
definieren durch

(D°T)(f) = (=)l (D)
und in formaler Schreibweise motivieren, vermittels partieller Integration,
olel
Jor @i = 0 [16) (50 ) @)
1 Tn
Wir betrachten das verschriankte Produkt der additiven, abelschen Gruppe R"
und sei G < GL,(R™) eine Untergruppe der linearen Bijektionen des R™:
B=R"xG
Die Gruppenoperationen sind definiert durch:
(a, R)(b,S) = (a+Rb,RS), (a,R)™'=(-R ‘'a,R™") fiir alle a,b €R", R,S € G

Durch

(a,R)r = Rx +a fir allex € R", (a,R) € &
wird eine Gruppenwirkung von & auf R™ definiert. Diese wird zu einer solchen auf
S(R™) vermittels

((a, R)f)(x) = f((a, R) ') fiir alle f € .#(R"),z € R"



erweitert. Die duale Wirkung auf ./ (R"™) sei
((a, R)T)(f) =| det R | T((a, R)"' ) fiir alle T € #'(R"), f € L(R"), (a,R) € &.

Gemiifl dem Beispiel 1.1 ist . (R") ¢ LY(R") c %/(R") und fiir f,g € S (R")
erhilt man vermittels Substitution

(@ ®))(1) = [ |det R| g(o)f (s + @) " = [ gl(a, ) ) f () do”
womit gezeigt ist, dass die Gruppenwirkung & © ./ (R™) jene auf . (R") fortsetzt.

Auch der Raum %’ (R"™) ldsst sich mit einem Folgenraum identifizieren. Hierzu
sei s, C {f : N* — C"} die Menge aller Folgen (by)ken~ mit der Eigenschaft

| b |< C(k+1)°  fiir alle k € N"
fiir ein C > 0 und § € N™.

Theorem 1.5. Durch
T by =T (¢r)

wird eine Bijektion ' (R™) — s definiert. Die Reihe ), yn br¢r konvergiert in
der schwach-+ Topologie gegen T .

Korollar 1.6. Der Raum #(R™) ist schwach-+ dicht in ' (R™). ' (R™) ist
beziiglich der schwach-x Topologie separabel.

Theorem 1.7. Nuklearititstheorem Sei (-|-) : /(R™) x Z(R™) — C eine in je-
den FEintrag stetige Bilinearform. Dann gibt es genau eine temperierte Distribution
T € (R mit

(flg) =T(f®g) firalefeSR"), geSR"),

wobei f ® g(wh coey Ty Ty - - 7xn+m) = f(xla ceey xn)g(xn+1, ) 7mn+m)' Ins-
besondere ist (-|-) stetig.

2. OPERATORTHEORIE

2.1. Unbeschrinkte Operatoren.

Definition 2.1. Es sei H ein Hilbertraum, D7, Dg C H lineare Teilrdume von H
und S, T : Dg, Dy — H lineare Operatoren.

(1) S heift eine Erweiterung T < S von T, falls Dy C Dg und S(x) = T'(z)
fiir alle x € Dr.

(2) T heit abgeschlossen, falls der Graph Gr = {(§,T¢): € € Dr} CH x H
abgeschlossen in H x H ist.

(3) T heilit abschliefbar, falls ein Operator S existiert, der abgeschlossen ist
mit T < S.

(4) T heiBt dicht definiert falls Dy = H.

Man kann zeigen, dass T' genau dann abschlieSbar ist, falls (¢, nlb (¢,m2) € G,

so gilt n1 = mp. Das fithrt zu der Definition des Abschlusses von T. Wir setzen
D= = Pi(Gr), wobei P, die Projektion auf die erste Komponente bezeichnet, und

TE=m =,

Definition 2.2. (1) Ein linearer Operator T' : Dy — H heifit symmetrisch,
falls (T¢|n) = (&|Tn) fir alle £, € Dy.



(2) Sei T : Dy — H ein linearer Operator und Dy = H. Wir definieren
Drp« ={neH: I zeHmit (T¢|n) = (£|2)},
T : Dps - H
Nz
Man nennt 7% den adjungierten Operator von 7'

(3) Ist D = H, so heiBt T selbstadjungiert, falls T = T* (g.d.w. T sym-
metrisch und D = Dr+).

Man kann zeigen, dass T immer abgeschlossen ist. Selbstadjungierte Opera-
toren sind damit insbesondere abgeschlossen. Es gibt aber abgeschlossene, dicht
definierte, symmetrische Operatoren T, so dass T nicht symmetrisch ist und T
keine selbstadjungierte Erweiterung zulésst.

2.2. Spektraltheorie.

Definition 2.3. Sei H ein Hilbertraum. Die starke Topologie auf dem Raum der
beschrénkten Operatoren B(H) ist die durch das Halbnormensystem {P¢ : £ € H}
mit P:T =| T¢ || erzeugte lokalkonvexe Topologie auf B(H)

Definition 2.4. Sei H ein Hilbertraum. Eine Spektralschar auf H ist eine Abbil-
dung

E:R— B(H)
)\l—>E,\

(1) E) ist eine orthogonale Projektion fiir alle A € R

(2) A<peRist Ey <E, (d. h. Ex(H) CE,(H))

(3) Es gilt limy—, oo By =0, limy0o By =1 und limy— 25, Ex = E,,, in der
starken Topologie.

Sei { E\ }a eine Spektralschar und £ € H, dann wird durch A — (E\&|£) eine ober-
halbstetige, monoton wachsende, nichtnegative, beschréinkte Funktion und damit
ein endliches Mafl du g, ¢j¢) auf R definiert. Sei f : R +— C eine beschrénkte, Borel
messbare Funktion. Dann wird durch

3
1 , .
J(f,n) = Z E Zk/fd/i(Ek(§+ikn)\£+ikn) fiir alle 5,77 eH
k=0

Ein Skalarprodukt auf # definiert. Es gibt dann genau einen Operator Ty € B(H),
so dass

a(§,n) = (Ty&ln) fiir alle {,n € H
Wir schreiben fiir Ty auch

1y~ f 500,

Sei nun f : R — C stetig (aber moglicherweise unbeschrénkt) und £ € H. Wir
setzen

Tff = hm Tf'l(a,b]€7

b—00, a——00
falls dieser Limes existiert und bezeichnen mit Dr, CH den Untervektorraum aller
Vektoren fiir die das zutrifft.

Theorem 2.1. Sei {E)} eine Spektralschar und f: R — C stetig. Dann gilt:
(1) Esist D = span {T(an€ : £ € H,a,b € R} dicht in H und es gilt D C Dr,.
(2) Ty : D, — H ist dicht definiert, abgeschlossen und es gilt T} = T%.
(3) Wenn f beschrinkt ist, so gilt Ty € B(H) und || Tt |<|| f |l
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Im Folgenden wollen wir zu einem vorgegebenen, selbstadjungierten Operator
T : Dr — H eine Spektralschar {E)}, konstruieren, so dass

TZ/)\dpJEA.

Die Konstruktion bedarf der Cayleytransformierten Ur von T deren Definition fol-
gendes Lemma bendotigt.

Lemma 2.2. Sei T : Dy — H ein symmetrischer Operator. Dann ist T — Al :
Dy — H injektiv fiir alle X € C\ R.

Proof. Sei € € Dp mit T€ = AE, so ist

MEIE) = (TE[€) = (€ITE) = AEl8)
also A = X oder ¢ = 0. O

Definition 2.5. Sei T : Dy — H symmetrisch, und Dy, = (T + i1)(Dr), Ry, =
(T — A\1)(Dr). Durch

UT : DUT — RUT
Ur(T€ +1i§) =TE — i€

also Ur = (T —i1)(T +141)~! : Dy, — Ry, (nach obigem Lemma wohldefiniert)
wird eine Isometrie definiert. Ur heifit die Cayleytransformierte von 7.

Theorem 2.3. Sei T : Dy — H sei abgeschlossener, symmetrischer Operator.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) T =T* (insbesondere Dy = H)
(2) Dy, = Ry, =H und Up : H — H ist unitdr.
(3) Dr =1 —-Up)(H) und T(n—Uprn) =i(n+Un). (also T =i(14+Ur)(1—
Ur)~! auf Dr)

Sei nun T : Dy — H ein selbstadjungierter Operator und Ur : H — H
die Caleytranformierte von T. —Ur ist unitdr. Nach dem Spektraltheorem fiir
beschriankte Operator gibt es einen beschrinkten selbstadjungierten Operator S =
—ilog(—Ur) € B(H), so dass —Ur = exp(iS). Es gilt o(S) C [—7, 7], wobei o (S5)
das Spektrum von S bezeichnet.

Ferner ist 1 kein Eigenwert von Ur. I. A. Upn = n fiir ein n € H. Dann ist

(€ln = Urn) = (&ln) — (€|Urn) = (Urg|Urn) — {E|Un) = (Ur& — {|Urn) =0

fiir alle £ € H woraus n = 0 folgt, wegen (1 — Uz)(H) = Dr = H. Damit sind &7
keine Eigenwerte von S.
Wir definieren nun die Spektralschar von S

A= F)\ = 1(700))\](5) s
die starkstetig in £ ist, mit F_, = 0 und F; = 1. Sei nun

L:(—mm) —R
1—es s
S - :ftan<7)
1+ e 2

Dann wird durch
A— B\ = F_, arctan()

eine Spektralschar auf R definiert und es gilt:

Theorem 2.4. Sei T : Dy — H ein selbstadjungierter Operator, und Ur,S und
{Ex}x wie oben, dann gilt:
(1) Dr={6 €H : [NdE\E eaistiert}



(2)
T«f:/)\dE,\E fiir alle € € Dp

Korollar 2.5. Polardarstellung SeiT : Dy — H ein selbstadjungierter Operator.
Dann gibt es eine Isometrie F' € B(H) und einen positiven Operator |T |: Dpr — H
mitT=F|T|.

Proof. Sei {E\}» die Spektralschar von T'. Setze

F= / HSF()) dEy

|T|=/|A|dEA

mit der Heaviside-Funktion

—1 firallex <0
HSF(z)=4 0 firz=0
1 firallex >0
O
Definition 2.6. Eine unitire Einparametergruppe ist ein stark stetiger Homomor-
phismus
U:R—>UH), t— U,
in die Gruppe U(H) der unitiren Operatoren auf H.
Theorem 2.6. Satz von Stone Sei U : R — U(H) eine unitire Finparameter-
gruppe. Dann gibt es genau einen selbstadjungierten Operator T : Dp — H mit

U; = etr fir allet e R.



