1 Topologische Raume

Definition 1.1 Eine topologischer Raum ist eine Menge X zusammen mit einer
Familie 7 von Teilmengen, den offenen Mengen, so daB

i) XeTudzeT.
i) Aus U; € T folgt |J,U; € T.
i) Aus Uy,...,U, € T folgt _,U; € T.

Eine Teilfamilie B C 7T heiBt Basis, falls jedes U € T eine Darstellung U = |J, U;
mit U; € B hat.

Definition 1.2 Sei (X, 7)) ein topologischer Raum.
e Eine Teilmenge A C X heiBt abgeschlossen, falls X \ A offen ist.

e Eine Teilmenge V' C X heit Umgebung eines Punktes z € X, falls es ein
UeTgbtmitzeUCV.

e (X, T) heiBt Hausdorff-Raum, falls es zu z,y € X mit x # y eine Umgebung
Vz von z und eine Umgebung V,, von y gibt mit V, NV, = @.

e Eine Folge (z,)nen in (X, T) heiBt konvergent gegen x € X, falls es zu
jeder Umgebung V von x ein N € N gibt mit z,, € V fiir alle n > N.

e Eine Teilmenge K C X heiBt kompakt (bzgl. T), falls jede offene
Uberdeckung K C Uiel U; mit U; € T auf eine endliche reduziert wer-
den kann: diy,...4, e Imit K CU;; U---UU,,.

Definition 1.3 Eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Raumen
(X, Tx) und (Y, Ty) und heiBt stetig, falls f~1(U) € Tx fiir alle U € Ty.

Oft ist es notwendig, dieselbe Menge X mit verschiedenen Topologien 77, 75
auszustatten. Dabei heifit eine eine Topologie 7T schwdicher (eigentlich besser
grober) als eine Topologie Tz, und Ty starker (eigentlich besser feiner) als 7Ty,
wenn Ty C 75 ist, d.h. wenn jede in 7; offene Menge auch in 75 offen ist. Die
schwichere Topologie enthélt also weniger offene Mengen als die feinere. Es gilt

i) Y CX: Ti-offen = Ty-offen

i) VY CX: Ti-abgeschlossen = T-abgeschlossen
iii) (z,,) : Ti-konvergent < T-konvergent

iv) K C X : Ti-kompakt <« Ty-komkakt

v) f: X =Y Ti-stetig = Ta-stetig

vi) f:Y = X Ti-stetig <« Ty-stetig



Das bedeutet, dafl Konvergenz und Kompaktheit leichter in einer schwécheren
Topologie erreicht werden kann. Umgekehrt ist in den schwécheren Topologien
die Stetigkeit von Abbildungen f : X — Y (bei gleichem Y’; Stetigkeit wird
schwieriger, wenn man Y mit einer starkeren Topologie ausstattet) schwieriger
zu sichern. Ideal ist deshalb eine moglichst schwache Topologie, in der eine gewisse
Klasse von Abbildungen gerade noch stetig bleibt.

Definition 1.4 Sei (X, ||) normierter Vektorraum und X' = {f : X —
C linear+stetig} der Dualraum. Dann ist die schwache Topologie auf X die
schwichste Topologie, in der alle f € X' stetig sind.

Man wird auch versuchen, die Hausdorftf-Eigenschaft zu bewahren, denn diese
sichert (bei Existenz) eindeutige Grenzwerte von Folgen. Fiir die schwache To-
pologie auf normierten Vektorrdumen folgt Hausdorff aus Hahn-Banach. Verliert
man das erste Abzihlbarkeitsaxiom, dann kann die Topologie eines Raumes nicht
mehr durch Folgen erfaflit werden; man braucht Netze:

Definition 1.5 Eine nichtleere Menge A heiBt gerichtet, falls es eine Relation <
auf A gibt mit

I) A< Xund A < )\3 = M < )\3.
II) Fir alle )\1,)\2 cA glbt es ein )\3 € A mit )\1 S )\3 und )\2 S )\3.

Sei (X, T) ein topologischer Raum und A eine gerichtete Menge. Ist ) € X fiir alle
A € A, so heiBt (z))xen ein Netz in X. Ein Netz (x))ren heiBt konvergent gegen
ein x € X, falls es zu jeder Umgebung V' von x ein i € A gibt mit x, € V fiir alle
A > . Wir schreiben dann x), — .

Jede Folge (x,)nen ist ein Netz beziiglich der gerichteten Menge N mit der
iiblichen <-Relation, und die Konvergenzbegriffe stimmen iiberein. Alle Bezie-
hungen zwischen Topologie metrischer Rdume und Konvergenz von Folgen blei-
ben auch in allgemeinen topologischen Réumen richtig, wenn man Folgen durch
Netze ersetzt. Die einzige Falle ist, dafl ein konvergentes Netz nicht beschréankt
sein mufl.

Satz 1.6 Ein topologischer Raum (X,T) ist genau dann ein Hausdorff-Raum,
wenn jedes konvergente Netz einen eindeutigen Grenzwert hat.

Satz 1.7 Fine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Rdumen ist genau
dann stetig, wenn fir jedes gegen x € X konvergente Netz (x\)aen gilt, daff das
Netz (f(z2))aen gegen f(y) konvergiert.

Satz 1.8 Fine Teilmenge K C X ist genau dann kompakt, wenn jedes Netz
(xx)renr mit x) € K ein konvergentes Teilnetz hat.

Schliefilich:



Definition 1.9 Ein  topologischer ~ Raum  (X,7) erfillt das erste
Abzihlbarkeitsaxiom, falls es zu jedem x € X eine abzihlbare Umgebungsba-
sis gibt, d.h. es gibt abzihlbar viele Umgebungen (U;);cn von x, so daB es zu jeder
Umgebung V von x ein U; C V gibt.

Das Axiom gilt in metrischen Réumen (Wihle +-Kugeln um z). Fiir schwache
Topologien auf Hilbert-Rdumen und fiir schwache Operator-Topologien gilt es
nur, wenn der Hilbert-Raum separabel ist die Teilmengen beschrankt sind.

2 Lokal-konvexe Vektorraume

In einer wichtigen Klasse von toplogischen Rdumen ist die Topologie durch ein
System von Halbnormen erklért. Viele Techniken der Analysis und Funktional-
analysis bleiben in diesen Rdumen giiltig.

Definition 2.1 Eine Halbnorm auf einem reellen oder komplexen Vektorraum X ist
eine Abbildung p : X — R mit p(Az) = |A|p(x) und p(z +y) < p(z) + p(y).

Definition 2.2 Sei P = {p; : ¢ € I} ein System von Halbnormen p; : X — R auf
einem Vektorraum X. Fir z € X, p1,...,p, € P und € > 0 setze

Ux;pry .y pns€) ={yeX : pplx—y)<eVk=1,...,n}.

Eine (nichtleere) Teilmenge O C X heiBt offen beziiglich P (oder P-offen), falls es
zu jedem x € O ein € > 0 und py,...,p, € P gibt mit U(x;p1,...,pn,€) CO.

Ist P = {|| ||} fiir eine Norm || || auf X, so ist U(x;|| ||,¢) = Uc(x) genau die
e-Umgebung von z.

Satz 2.3 Sei P ein System von Halbnormen auf einem Vektorraum X und T :=
{O C X offen bzgl. P}. Dann ist (X,T) = (X, P) ein topologischer Vektorraum
(den wir einen lokal-konvezen Vektorraum nennen). Ferner gilt:

1) U, = {U(z;p1,- - Pny€) : €>0, n €N, py,....,p, € P} ist Unge-
bungsbasis von x € X.

ii) T ist die schwichste Topologie, in der alle p € P stetig sind.

iii) Ein Netz (z))ren in X konvergiert genau dann in T gegen x € X, wenn
p(zy —x) = 0 fiir alle p € P.

Beispiel 2.4 Sei X ein topologischer Raum. Auf dem Vektorraum der stetigen
Funktionen C(X) betrachten wir die Familie P := {p, : = € X} der Halbnormen
p:(f) = |f(z)|. Nach Satz E3iii) konvergiert eine Folge (f,,) in C(X) genau dann
beziiglich P gegen f € C(X), wenn p,(f, — f) — 0 fiir alle z € X. Offenbar
ist das die punktweise Konvergenz der Folge (f,). Esgilt f =0 <  p.(f) =
0 Vz € X, d.h. Grenzwerte sind eindeutig (Hausdorff-Eigenschaft). q
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Allgemein gilt:

Satz 2.5 Ein lokal-konvezer Vektorraum (X, P) ist geanu dann ein Hausdorff-
Raum, wenn aus p(x) = 0 fir alle p € P folgt x = 0.

Beispiel 2.6 Stetige Funktionen auf ganz R miissen nicht beschrénkt sein. Durch
{Pnty mit pu(f) = sup,e(_p,, |f ()| wird ein System von Halbnormen auf C(RR)
erklart. Wieder gilt f = 0 < p,(f) = 0 ¥n € N*, so dafl ein sinnvoller
Konvergenzbegriff erhalten wird (gleichmdfige Konvergenz auf Kompakta). <

Beispiel 2.7 Sei X normierter Vektorraum, dann ist die schwache Topologie
auf X die lokal-konvexe Topologie erzeugt durch das Halbnormensystem P =
{pr : 2/ € X'}, mit py(z) = |2'(x)|. Nach Hahn-Banach-Theorem ist es ein
Hausdorff-Raum. <

Ist H Hilbert-Raum, dann ist H = H’ nach Rieszschem Darstellungssatz. Somit
konvergiert eine Folge (1, )nen in der schwachen Topologie gegen 1 € H, wenn
fir alle ¢ € H gilt lim,,_, [{(p, ¥, — )| = 0.

Sei jetzt (i) eine ONB in H. Als Folge ist (¢,,) natiirlich nicht norm-
konvergent, denn |4, — 41| = v/2. Dagegen ist (¢,,) schwach-konvergent gegen
0. Denn ¢ = Y, gty und dann [(¢, ¥, — 0)| = |c,|. Wegen (c,)nen € €*(N)
ist (¢,)nen eine Nullfolge. Insbesondere folgt, daf die Einheitssphére in H nicht
schwach-abgeschlossen ist (der Einheitsball ist es).

Beispiel 2.8 Sei X’ normierter Vektorraum, dann ist die schwach-*-Topologie
auf dem Dualraum X’ die lokal-konvexe Topologie erzeugt durch das Halbnor-
mensystem P = {p, : = € X'}, mit p,(2') = |2/(x)|. Es ist wieder eine Hausdorff-
Topologie mit folgender sehr wichtiger Eigenschaft:

Theorem 2.9 (Banach-Alaoglu) Der Einheitsball By := {2/ € X’ : ||2']] <
1} ist schwach-*-kompakt.

Hier ist zu betonen, dafl der Einheitsball genau dann norm-kompakt ist, wenn
der normierte Vektorraum endlich-dimensional ist. <

Beispiel 2.10 Seien X, ) normierte Vektorraume, dann werden auf B(X', )) fol-
gende Operator-Topologien eingefiihrt:

i) Die starke Operator-Topologie wird durch das Halbnormensystem P =
{p: + =€ X} mit p,(T) := ||T(x)| erzeugt. Ist | T'(z)|| = 0, so T'(z) =
0 fir alle z € X, somit T = 0, und 7 trennt die Punkte. Ein Netz
(T\)xea in B(X,Y) konvergiert somit genau dann gegen 7' € B(X,)),
wenn Ty(x) — T'(z) fiir alle x € X. Die starke Operator-Topologie ist
schwécher als die (Operator-)Norm-Topologie.



i) Die schwache Operator-Topologie wird erzeugt durch das Halbnormensy-
stem P ={p,y : v € X,y €Y'} mitp,, (T):=|y(T(z))|. DaY’ die
Punkte aus Y trennt, ist p, ,(T") = 0 fiir alle p, ,» € P genau dann, wenn
T = 0, somit ist die schwache Operatortopologie hausdorffsch. Ein Netz
(T\)xrea in B(X,)) konvergiert somit genau dann gegen 7' € B(X,)),
wenn y'(Th\(z)) — ¢'(T'(z)) fir alle x € X und alle y' € ). Speziell ist
(T\)aea in B(H) schwach-konvergent gegen T', falls limy [(¢, (T6—T))| =0
fiir alle ¢, » € H. Die schwache Operator-Topologie ist schwécher als die
starke Operator-Topologie und noch schwécher als die (Operator-)Norm-
Topologie. <

Da es in der Quantenmechanik nur auf die Erwartungswerte von Operatoren an-
kommt, ist die schwache Operator-Topologie die natiirlichste Wahl. Das folgende
durch von Neumann bewiesene Theorem hat weitreichende Konsequenzen:

Theorem 2.11 Sei M C B(H) eine x-Unteralgebra, die idy enthdlt. Dann sind
dquivalent:

1) M :MII

i) M ist abgeschlossen in der starken Operator-Topologie.

iii) M ist abgeschlossen in der schwachen Operator-Topologie.

Dabei ist M’ :={T € B(H) : [T,A] = 0VA € M} die Kommutante von M
und M” = (M')’. Eine Algebra nach Theorem Tl heiit von Neumann-Algebra.

Beispiel 2.12 Wihrend der Vektorraum C*(RP) der k-mal stetig differenzier-
baren Funktionen ein Banach-Raum ist, kann auf C*(RP) keine Norm erklért
werden. Jedoch definiert p, o(z) = sup,c;_p, 1,410 [(0%2)(t)] fir n € N und
a € NP (Multi-Index) eine Halbnorm auf C*°(R”). Dann definiert P = {p, .}
ein Halbnormensystem, welches C*°(R”) zu einem lokal-konvexen Vektorraum
macht. <

Beispiel 2.13 Der Schwartz-Raum S(RP) ist der Vektorraum der beliebig oft
differenzierbaren Funktionen, welche im Unendlichen schneller als jede Potenz
verschwinden. Durch das Halbnormensystem P = {p,., : n € N, a € NP}
mit Py o(x) := sup,epo [(1 4 [[6]]")(0%2)(t)| wird S(RP) zu einem lokalkonvexen
Vektorraum. <

Satz 2.14 Sei (X, T) lokal-konvezer Vektorraum. Dann sind dquivalent:

i) (X, T) ist metrisierbar, d.h. es gibt eine Metrik d auf X, welche T er-
zeugt.

i) 0 € X besitzt eine abzihlbare Umgebungsbasis.



iii) FEs gibt ein abzihlbares Halbnormensystem P = {p, : n € N}, welches

T erzeugt.
00 1 ; .
Eine solche Metrik kann durch d(z,y) := Z L _mlz=y) definiert werden.
=21+ pu(z—y)

Als wichtige Konsequenz gilt das erste Abzéhlbarkeitsaxiom, und die Topologie
kann durch Folgen erfafit werden.

Definition 2.15 Ein metrisierbarer lokal-konvexer Vektorraum X', der beziiglich ei-
ner translations-invarianten Metrik vollstandig ist, heiBt Fréchet-Raum.

Metrisierbarkeit von C*°(R”) und S(RP) sind offensichtlich, Fréchet kann bewie-
sen werden.

Satz 2.16 Seien (X, P) und (Y, Q) lokal-konvexe Vektorrdume. Eine lineare Ab-
bildung T : X — Y st genau dann stetig, wenn es fir jedes ¢ € Q ein ¢ > 0 und
Pls-yPn € P mit ¢(T(z)) < ¢ max(py(x),...,pu() fir alex € X.

Insbesondere kann so der Dualraum X’ aller beziiglich P stetigen linearen Ab-
bildungen f : X — C erklart werden. War (X,|| ||) normierter Vektorraum
und (X, || ||)’ sein Dualraum beziiglich der Norm-Topologie, dann definiert dieser
einen lokal-konvexen Vektorraum (X, P = {p,/}), von dem wieder der Dualraum
(X, P) beztiglich der schwachen Topologie erklirt ist. Dieses ist aber der gleiche
Raum!

Hahn-Banach gilt auch in lokal-konvexen Vektorrdumen, so daf§ der Dualraum
immer ein Hausdorff-Raum ist.

Beispiel 2.17 Der Dualraum (S(RP))’ des Schwartz-Raums heifit Vektorraum
der temperierten Distributionen. Diese spielen eine grofie Rolle in der Quanten-
feldtheorie und allgemeiner in der Theorie partieller Differentialgleichungen. Es
sind sozusagen die langsam wachsenden Distributionen. Ein wichtiges Beispiel ist
die Diracsche §-Distribution &;(f) := f(t) fiir f € S(RP). Diese ist linear, und
10:(f)| < poo(f) = supsern | f(2)], d.h. & ist stetig. q
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