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In diesem Vortrag wird es um das Fermion im Formalismus der konfor-
men Feldtheorie gehen. Es werden zunéchst Super-Lie-Algebren und Clifford-
Algebren, sowie deren Darstellungen im algebraischen Fockraum behandelt.
Aus dem Energie-Impuls-Tensor wird mit Hilfe der konformen Symmetrie die
Witt-Algebra fiir das chirale freie Fermion in zwei Dimensionen hergeleitet

und mit der zentalen Ladung ¢ = % zur Virasoro-Algebra erweitert.

1 Super Lie-Algebra
1.1 Lie-Algebra

Erinnerung: FEine Lie-Algebra ist ein Vektorraum g mit der Bilinearform
[,]] : 9 x g — g fiir die fiir X,Y,Z € g gelten:

(i) die Vertauschungsrelation [X,Y] = —[Y, X]

(ii) die Jacobi-Identitét [[X,Y], Z] + [[Y, Z], X]| + [[Z,X], Y] =0

Bemerkung: Insbesondere folgt aus (i) [X, X] = 0. Man kann den Kommu-
tator [X,Y] = XY — Y X als Lie-Klammer [-,-] auffassen.

1.2 Super Lie-Algebra

Definition 1.1. Ein Supervektorraum ist ein aus einem geraden (Index 0)
und ungeraden (Index 1) Anteil bestehender Vektorraum

V="VaoW.

Bemerkung: Wir definieren die Paritdt p(v) fiir ein Element v € V fiir die
gilt, dass p(v) = 0 falls v € V) und p(w) = 1 falls w € V4. Das Element v ist
homogen genau dann, wenn v € V; fiir ein ¢ = 0, 1.

Definition 1.2. Die Super-Lie-Algebra ist ein Supervektorraum g = go @
g1, mit einer bilinearen Abbildung g x g — g, die fiir homogene Elemente
X,Y, Z € g folgendes erfiillt:



(i) Schiefsymmetrische Vertauschungsrelation
[Xa Y] = _(_1)p(X)p(Y) [Yv X]

(ii) Jacobi-Identitét
0 = (—1)PEPMIX [, Z]]+(—1)POPDY, [Z, X]|+(-1)P @[ Z (X, Y]]

Ein Homomorphismus von Lie-Super-Algebren ist eine lineare Abbildung
f:V =V mit dem Grad 0 mit

FIXY]) = [F(X), F(Y)]-

Eine lineare Abbildung hat den Grad 0, falls f(V;) C V4 und den Grad 1,
falls gilt f(Vo) € V4 und f(V1) C Vp. Ist V' Supervektorraum so ist auch

End(V) = End(V)o @ End(V),

ein Supervektorraum. Die Rdume End(V')y und End(V'); sind wie folgt ge-
geben:

_ (Hom(Vp, Vo) Hom(Vp, V1)
End(V) = <Hom(V1, Vo) Hom(Vi,V3)

Es gilt dann:

T €End(V)y & T € <H°m(V°’ ¥) 0 >

0 Hom(Vy, V1)

beziehungsweise

TeEnd(V); & T¢€ ( 0 Hom(Vp, V1)>

Hom(V1, Vo) 0

Der Kommutator ist hier definiert als

[f,9) = fg — (=1)PIP9gf
fir f,g € End(V). Fiir zwei Elemente f,g € End(V); gilt dann:
[f.9l=fg+af ={f g}
Man nennt {g, f} auch den Antikommutator.

Definition 1.3. Die Darstellung einer Super-Lie-Algebra g ist ein Super-
vektorraum V' zusammen mit einer linearen Abbildung 7 : g — End(V),
sodass

m([X, Y]) = [x(X), =(Y)]

fiir alle X,Y € g gilt.



2 Affine Clifford-Algebra

Definition 2.1. [2] Die affine Clifford-Algebra gegeben durch die Lie-Super-
Algebra

C=KCaCltt=ChdCy

mit einer linearen Basis von ungeraden Elementen a(, fiir welche die Ver-
tauschungsrelationen mit zentralem K € C

{a(m), a(n)} = 5m7_nK (1)
gelten.

Hier ist C[t,t!] der Vektorraum der Laurent-Polynome iiber C:

N
clt i = {f(t)z > Antmnecc}
n=—N

Im Folgenden wird hier iiber m & % + Z summiert und a,,) 1= m=3 umge-

schrieben.

3 Der algebraische fermionische Fockraum

Definition 3.1. Der algebraische fermionische Fockraum F' ist definiert als

Dies ist ein Polynomring mit unendlich vielen Erzeugern f(fnf 1,1 € Np.
2
Ein typisches Element von F' ist von der Form:

eh = feplepnlent
wobei {2 das Eins-Element von F ist, oftmals Vakuum genannt. Das Gewicht

(wt fiir weight) eines Elementes ist gegeben durch:

p

wt(f_(m) PN f(—np)Q) = Z ng.

i=1
Bemerkung: Es gilt
F= @ Fuy
HE%NO

wobei F(,,) der Unterraum der Elemente mit dem Gewicht n ist. Der Fock-
raum F ist ein Supervektorraum. Per Definition beinhaltet Fy die Elemente
mit Gewicht in Z und F} solche aus % + Z Das Element F5) = QC sei hier
der Vakuumvektor.



Definition 3.2. [2] Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren. Die linearen
Operatoren f,,) € End(F),m € % + Z seien definiert als:

Jim) fiir m < 0 Erzeugungsoperator
Jom) = % fir m >0 Vernichtungsoperator

Satz 3.3. Die Clifford Algebra hat eine Darstellung auf dem algebraischen,
fermionischen Fockraum, wobei der Homomorphismus 7 : C'— End(F) defi-
niert sei, als:

T(a(m)) = fm)

7T(K) = ldF .
Beweis. Sei ¢ € F und m > 0. Dann gilt:
0
{femys fomy Yo = {fcmys m}qﬁ
0 0
= f=m) 5 om b+ T (f=m)®)
= Femara— b+ 6+ (1P f =
(—m) Af —m) (—m) Af—m)
=9

Hier wurde die Schiefsymmetrische Produktregel benutzt. Fiir m # —n gilt
insbesondere { Jm) f(n)}ng = 0. Insgesamt folgt also fiir die Operatoren

und der obere Endomorphismus definiert eine Darstellung der affinen Clifford-
Algebra. O

Lemma 3.4. Im Fock-Raum F wird das Skalarprodukt (-,-) festgelegt mit:

(Z) <f(Tm)x7y> = <x7f(—m)y> Vz,y e F
(i) (2,Q) =1

Es gilt fiir Basisvektoren von F':

(f(m), f(n)) = 6mn,

wobei

und



Beweis. Betrachte zunéchst

fiir feste m, n, dann folgt mit dem Antikommutator

(fem) f=n)) = (Q, fun) f=n) )
<Qv {f(,n), f(m)}Q> - <Qa f(fn)f(m)Q>

= Onm-

Allgemeine Basisvektoren konnen auf diesen Fall reduziert werden. O

Wir haben gesehen, dass die linearen Vektoren f(n) eine orthonormale
Basis in F' geben.
Die Menge aller Vektoren

h= Y Buf(n)

ne{0,1}N

definiert den Hilbert-Raum #, sodass (3,) £2-summierbar.

4 Das Fermion in zwei Dimensionen

4.1 Das Fermion

Die Lagrangedichte £ der fermionischen Dirac-Gleichung ist wie folgt gegeben

[1:
Lot o
525\117'781-\11,

wobei ¥ = (¢, 1)) das zweikomponentige Fermionenfeld ist. Weiterhin gilt fiir
die Dirac-Matrizen die Dirac-Algebra:

Yyl Al =28 i j=0,1.

In zwei Dimensionen ist die euklidische Darstellung gegeben durch

o [0 -1 L (0 i
7_(—10’ YA

Beim Ubergang in die komplexe Darstellung mit z = 2% + iz! und z =
20 — iz! gilt nun, wobei wir ° mit der Zeitkoordinaten ¢ und z! mit der

Ortskoordinaten x identifizieren:

L =91 + 909 (3)



Die hierraus folgenden Euler-Lagrange Gleichungen sind dann:
82 - 0, az"(/; = O

Nach dem Wirtinger-Kalkiil kann man schlielen, dass das Fermionenfeld
U = (¢(2),%(2)) einen holomorphen und einen antiholomorphen Anteil be-
sitzt, daher nennt man das Fermionenfeld chiral. Nun kann man jede ho-
lomorphe < analytische Funktion in eine Potenzreihe entwickeln. Das Fer-
mion wird hier im Raum C\{0} behandelt. Die Ortskoordinate = wird um
die Zeitkoordinate t gewickelt: z — exp(z) = exp(iz) - exp(t). Dies ist dann
ein Zylinder. Durch obere Abbildungsvorschrift wird der Zylinder auf C\{0}
abgebildet. Jetzt kénnen die holomorphen bzw. antiholomorphen Felder in
Laurent-Reihen entwickelt werden:

P(z) = Z anz "7

n+%€Z

Man beachte, dass sich bei x — x + 27 das Vorzeichen von 22 umdreht:

1_ ia:+t . 1
z2 = exp 5 5 z2,

wobei der Aufruf dieser Gréfle durch die Wahl der halbzahligen Indizes ver-
mieden wurde.

Der antiholomorphe Teil lidsst sich analog zum holomorphen Teil betrach-
ten, daher wird im Folgenden nur der holomorphe Anteil des Fermionenfeldes
betrachtet.

Aus der kanonischen Vertauschungsregel fiir das Fermion lassen sich die
Moden der Laurent-Reihe mit der Struktur der Clifford-Algebra

{am7 a—n} = 5m,n < {amy an} = (5m,—n (4)

identifizieren.

4.2 Der Energie-lmpuls-Tensor

Formal ist der Energie-Impuls-Tensor der klassischen QFT durch folgende
Beziehung gegeben:

oL
9(0u)

Es kann gezeigt werden [I, S. 26], dass aus der konformen Symmetrie fiir den
Energie-Impuls-Tensor folgt:

TH = "¢

— g

9T =0, T =T, T!=0. (5)



Lemma 4.1. Der Energie-Impuls-Tensor fir das freie, zweidimensionale
Fermion ist ein chirales Feld

T = wazw (6)
und ldsst sich als
T 7 (2)=- Z Lpz "2 (7)
nel
entwickeln. Man nennt die Moden L, Virasoro-Generatoren.

Beweis. Die Chiralitét ist leicht gezeigt, indem die Bedingungen (|5)) auf einen
holomorphen Teil

1
T =3 (7% —i7"%) (8)
fithren.
Einsetzen der Lagrange-Dichte des Fermions in den Energie-Impuls-Tensor
fiihrt dann auf Gleichung (6], siehe [I, S. 38]. Gleichung lasst sich durch
Ausnutzung der Bewegungsgleichungen zusammen mit (3) in obige Glei-

chung fiir die chirale Gleichung erhalten. O

4.3 Die Virasoro Algebra

Definition 4.2. Die Gréfie L, € End(F'), n € Z ist fiir das Fermion wird
wie folgt definiert [1]:

1 1
Ln_2§l:z:anlal: l€Z+ . (9)

Hier ist die fermionische Normalordnung durch folgende Vorschrift definiert
[3]:

L falls > , 1
faa; :{al% als g Vl,]GZ—|—§,

—aja;, falls j <l
welche die Antisymmetrie im fermionischen Fockraum beriicksichtigt.
Lemma 4.3. [L,,an,] = — (m + %) (ptm Vn,meZ
Beweis. Die Normalordnung spielt hier keine Rolle.

1
[Lna am] - 5 Z l[anflamvam]
lez+1

= % Zl (an—1{ar, am} — {an—1, am}ar)
l

(=manim — (0 +m)anim)

DN |

n
== (m+3) @i



Lemma 4.4. Der Kommutator [Ly,, Ly,] erfillt fir m +mn # 0 die Witt
Algebra:

[Lin, L] = (m —n) Lyt

Beweis. Es gilt:

[Lin, L) Zl ms Q1]
= 5 Zl (al[Lm7 anfl] + [Lma al}anfl)
l

und Lemma fithrt auf
[L, L] Zl ( ( ) At 1Gn—] — Q] (% +n— l) am+n—l>

nach Umbenennung des Indexes im ersten Summanden [ — [ — m folgt

[Lim, Ln] = ;Zl: <_(l —m) (l - %)alan—l-‘rm — A1Am4n—1 <% +n— l) l)
*fzalan+m l<ml+7nl—m—l2—w;l—ln+lz>
= §(m —n) Z layanim—1 — T Z A tm—1- (10)
l l

Der erste Summand in kann mit @ identifiziert werden. Der zweite
Term hebt sich bei m + n # 0 auf Null weg. Es gilt also die Witt Algebra:

[Lma Ln] = (m —n)Lmin
O

Satz 4.5. Die Generatoren L,, € End(F), m € Z erfillt die Kommutator
Relation der Virasoro Algebra V:

Z(m® = m)bm—n (11)

[Lin, L] = (m —n) Lymqn + 12

N[

Die Zentrale Ladung ist fiir das Fermion ¢ =

Beweis. Fiir n +m # 0 gilt nach vorherigem Lemma die Witt Algebra. Es
ist also nur noch der Fall n = —m zu zeigen:

£ (m? —m)

[Lma Lfm] = 12



Die zentrale Ladung ¢, ist also durch folgende Relation zu erhalten [3]:
cm = (Q, ([Lim, L—m] — 2mL)Q).

Man kann schnell einsehen, dass Ly$2 = 0 und L,,2 = 0, dann folgt:
m = (Q, Lin L) = || L_n©Q?

Es folgt dann:

D ey fuem = Y Uuemy by | 9

m m

Wegen f(;_p,)Q2=0 fiir [ > m und f_;Q = 0 fiir [ < 0 werden die Summen
wie gewiinscht endlich:

L_n9 :% Z (0 f—m) Z Ua-myf-ny | ©

T<l<m 0<i<F

Eine Variablenumbenennung I — m — [ im ersten Term fiithrt auf

1
LomQt=5 > (m =20 fgomy fn©

o<i<
Wir kénnen nun die Norm quadrieren:
1
IL-m =2 > (m—20)%.
o<i<y

Hier fallen die Mischterme aufgrund des Skalarproduktes im Fockraum her-
aus.

Wir miissen hier nun zwischen m gerade und m ungerade unterscheiden,
da die Grenzen der Summen dann unterschiedlich sind. Fiir m gerade sind
die Grenzen gegeben durch % <l< mTfl

1
IL-mQl2 =5 3 (m—2)?

o<i<
=32 (2k-1
k=1
wobei k=2 — (I—3) €N, dal € N+ 3 und m gerade. Dies fiihrt auf:
11
I1Z-mQI* = 3 6(m3 —m)



Die zentrale Ladung ist also ¢ = % und obige Vertauschungsrelation der
Virasoro Algebra gilt. Fiir m ungerade ist der Weg analog und fiihrt
auf dasselbe Ergebnis. Desweiteren ist gezeigt, dass der Homomorphismus
my : V — End(F) eine Darstellung der Virasoro-Algebra auf dem Fockraum

F liefert. o
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