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1 Einleitung

Diese Seminararbeit gibt einen Uberblick iiber die Grundlagen und das Konvergenz-
verhalten der sogenannten Fourier-Reihen. Der Grundgedanke dieser speziellen Reihen
entstand bereits im 18. Jahrhundert durch den Ingenieur und Mathematiker Jean Baptis-
te Joseph de Fourier (1768-1830). Er entwickelte Exponentialreihen, um eine bestimmte
partielle Differentialgleichung, die Warmeleitungsgleichung zu l6sen. Diese Reihen sind
heute unter dem Begriff Fourier-Reihen bekannt und dienen der Approximation peri-
odischer Funktionen. Die Fouriertheorie ist eines der mathematische Gebiete mit der
breitesten Anwendung und vor allem in der modernen Signalverarbeitung aus der heu-
tigen Welt nicht mehr wegzudenken.

2 Grundlagen

2.1 Periodische Funktionen

Definition:
Eine Funktion f: R — C heiflt periodisch mit Periode L > 0, falls

flx+L)= f(x) Vz € R.

Nun lasst sich jede L-periodische Funktion mittels Variablentransformation durch eine
2m-periodische Funktion darstellen:

F(x):=f (%x) ist 2m-periodisch, falls f L-periodisch war.

Von nun an wird also der Begriff periodisch als Synonym fiir 2m-periodisch verwendet.
Spezielle periodische Funktionen sind die trigonometrischen Polynome:

2.2 Trigonometrische Polynome

Definition:
Ein trigonometrisches Polynom vom Grad n ist eine Funktion p: R — C der Form

p(x) = Z cpe’te , v€R
mit Koeffizienten ¢ € R.

Bemerkung: Mithilfe der Euler’schen Formel
e = cosx +isinx , x€R

erhalt man die folgende alternative Darstellung:

p(z) =ao+ Z(a;C cos(kz) + by sin(kx)) , T€R
k=1



wobei die Koeflizienten ap und by folgendermaflen berechnet werden:

ag = Co
ap =ci + Cc_g k=1,...,n
b =i(ck — c—g) k=1,...n

In den folgenden Ausfiihrungen wird die Darstellung mit den Koeffizienten ¢ verwendet.

3 Fourier-Reihen

Im folgenden wird das Symbol T als Synomym fiir ein beliebiges Intervall der Lange 27
(z.B. [0;27]) verwendet. Weiter bezeichne Z(T) den Vektorraum der 27-periodischen
Regelfunktionen von R nach C.

Setzt man nun eine Funktion f € Z(T) mit einem beliebigen trigonometrischen Po-
lynom gleich, so kann man mit den nachfolgenden Umformungen eine Formel fiir die
sogenannten Fourier-Koeffizienten erhalten. Dazu bendtigt man zunédchst das Integral
iiber Funktionen der Form ¢(z) = ¢"™® | m # 0. Da diese holomorph sind, gilt:

b

/ imx { 1 zmm] b
edr = | —e
m a

a
Insbesondere ergibt sich also:

2T
/ ¢midr =0 Vm € Z\{0} (1)
0

Nun kann umgeformt werden:

fla)= 3 e

l=—n

o f(x)efikx — Z clei(lfk)x
2m l n ! 2
PN /f(l‘)e_lkmd.fﬂ _ Z Cl/ei(l—k)mdx
0 l=—n O
27 27
@ /f(:n)e_ikzdx = ck/ei(k_k)”da:
0 0
2T
2m
PN crp = % /f(x)e*ikxdx fir k=0,%£1,...,4n
0



Definition: (Fourier-Reihe)
Sei f € Z(T). Dann heiflen die Zahlen

2
1 .
c = %/f(x)e ke g , kel
0
die Fourier-Koeffizienten von f und die Reihe

Sf)(x) = D ere™,

k=—o0

d.h. die Folge der Partialsummen

Fulfl(x) = > ae™  neN

k=—n

heifit Fourier-Reihe von f.

Da die Fourier-Reihen wie eingangs erwdhnt der Approximation periodischer Funktio-
nen dienen sollen, wire es nun wiinschenswert, wenn die Fourier-Reihe von f auch gegen
f konvergiert. Dazu ldsst sich allerdings sagen, dass die Fourier-Reihe von f im Allge-
meinen weder gleichméflig noch punktweise gegen f konvergiert. Da die konventionellen
Konvergenzbegriffe fiir diesen Anwendungsfall nicht zielfithrend sind, wird ein neuer
Konvergenzbegriff eingefiihrt, die sogenannte Konvergenz im quadratischen Mittel. Dazu
sind allerdings einige Vorbereitungen notwendig.

4 Konvergenz im quadratischen Mittel

Zunéachst wird in dem oben definierten Vektorraum Z(T) folgendes Skalarprodukt ein-
gefiihrt:

2

(.9 = 5 [ T@gte)de  wobei f,g € 7(T)
0

Dass hiermit ein Skalarprodukt definiert wird, ist leicht zu zeigen. Dabei sei allerdings
erwiahnt, dass die Definitheit nicht ohne weiteres erfiillt ist. Das heifit aus (f, f) = 0
kann i.A. nicht gefolgert werden, dass f = 0 gilt. Wenn sich f zum Beispiel von der
Nullfunktion auf [0,27] an nur endlich vielen Stellen unterscheidet, so gilt (f, f) = 0
obwohl f nicht die Nullfunktion ist. Dies wird dadurch umgangen, dass man jede Funk-
tion, welche sich an nur endlich vielen Stellen von der Nullfunktion unterscheidet, mit
der Nullfunktion ,identifiziert®.



Die zu dem Skalarprodukt zugehoérige Norm wird wie folgt definiert:

27
1
£l =0y mie (L) =5 [1@Pdr >0
0

Fiir diese Norm gilt insbesondere die Dreiecksungleichung.
Nun folgt ein bekannter Satz, welcher fiir die folgenden Ausfiihrungen sehr hilfreich sein
wird.

Satz: (Besselsche Ungleichung)
Sei f € Z(T) eine Funktion mit den Fourier-Koeffizienten ¢j. Dann gilt:

S Jel® < 113
k;:—OO
Beweis:
Setze ey, := etk
0 fallsk #1
Wegen  (eg, ;) = 0y = 1 fallsk i [

bilden die Funktionen ej, ein Orthonormalsystem.

Weiter gilt:

2
n n n
0<|If = > crer =<f— > cker, f— D Ck€k>
k=—n 2 k=—n k=—n
bili n n n n
ilinear 2 _
SN = D alfen)— D @ <€k,f>+< > crer, Y. Ck€k>
k=—-n \77:_/ k=—-n T k=—n k=—n
orthog 2 . 2 & 2 . 2
=R = D el = D0 el + Y7 len
k=—n k=—n k=—n
n
2 2
=flz— > lexl (*)
k=—n
Also
n
2 2
Yo lel < fls
k=—n
Mit Grenziibergang folgt die Behauptung. O

Definition: (Konvergenz im quadratischen Mittel)
Sei f € Z(T) eine Funktion sowie f, € Z(T),n € N, eine Funktionenfolge. Man sagt
(fn) konvergiert im quadratischen Mittel gegen f, falls

lim [[f = full; =0

n—o0



d.h. wenn das quadratische Mittel der Abweichung zwischen f und f,, ndmlich

2
1

o [ 1@ = f@) da

0

fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

Bemerkungen:

1. Aus der Definition kann direkt gefolgert werden:
Gleichméaflige Konvergenz = Konvergenz im quadr. Mittel.

2. Die Umkehrung der obigen Implikation gilt im Allgemeinen nicht.

3. Aus (x) folgt, dass die Fourier-Reihe einer Funktion f genau dann gegen f konver-
giert, falls

[e.e]

ST Jel* = I1£115

k=—o00

Diese Gleichung bezeichnet man auch als Vollsténdigkeitsrelation oder
Parseval’sche Gleichung.

Lemma:
Sei f: R — R eine periodische Funktion, sodass f|[pox eine Treppenfunktion ist. Dann
konvergiert die Fourier-Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f.

ohne Beweis. (siche [Forll])

Satz: (Konvergenz der Fourier-Reihe)

Sei f: R — C eine periodische Funktion, sodass f|(g 2 Regelfunktion ist. Dann konver-
giert die Fourier-Reihe von f im quadratischen Mittel gegen f und es gilt die Vollstan-
digkeitsrelation.

Beweis:

Man kann oBdA annehmen, dass f reellwertig ist und dass |f(x)| < 1 fiir alle z € R
(beachte, dass f Regelfunktion auf einem kompakten Intervall und damit beschrankt
ist).

Sei € > 0 gegeben. Dann existieren periodische Funktionen ¢, : R — R mit folgenden
Eigenschaften:

L. @lo,2] und 9[[ 24 sind Treppenfunktionen
2. -1<o<f<y<1

3. Ji"(W(x) = ¢(a))dx < Fe?



Setze nun g := f — ¢. Dann gilt:

0<%<2
also
1 21 1 27 52
Il = 5- 0/ j9(@) dw < — 0/ (V) — o)) < 5 (x4

Mit f = ¢+g (s.0.) gilt fiir die Partialsummen §,[f], §n[¢] bzw. §[g] der Fourier-Reihen
von f,¢ bzw. g:

gn[f] = gn[@ﬂ + Sn[g]'

Nach obigem Lemma gibt es ein NV, sodass

6 — nld]ll; < Vn>N.

€
2
Weiter kann mit (x) aus dem Beweis der Besselschen Ungleichung folgende Abschétzung
gemacht werden (cj seien die Fourier-Koeffizienten der Fourier-Reihe von g):

) €2

2 () 12 e g (¥
lg = Fnldlllz = llglls + D el < llglls < 1

k=—n

Insgesamt gilt damit fir alle n > N:

A—Ungl. € €
1f =Sulflll, = ¢ =Suldllls +llg = Suldllly = 5 + 5 =

Damit folgt die Behauptung. Aulerdem gilt hiermit nach obiger Bemerkung die Voll-
standigkeitsrelation.
O

Mit diesen Erkenntnissen und mit der Einfithrung des neuen Konvergenzbegriffes soll an
dieser Stelle ein alternativer Ansatz zur Herleitung der Fourierkoeffizienten vorgestellt
werden. Dazu kann man die Aufgabe folgendermaflen formulieren: Finde zu einer Funk-
tion das trigonometrische Polynom, welches ebendiese Funktion am besten approximiert
im Sinne des quadratischen Mittels. Dazu sei f € Z(T) und p ein trigonometrisches
Polynom vom Grad n sowie e, = e*** wie oben, also

n
p(z) = Z Ck€ -
k=—n

Nun betrachte man den Abstand der Funktion f zu diesem beliebigen trigonometrischen
Polynom im Sinne der oben definierten Norm und nutze wiederum die Orthogonalitéit



der Funktionen ej aus:

I =plls = (f =p.f =p)
bilinear (fo fy—{(f,p)— (p, f) + (p,p)

:<f,f>—2Re<f7 Zn: Ck€k>+< Zn: Chek Zn: Ck€k>

k=—n k=—n k=—n

k=—n k=—n

LB f) — 2Re ( S @ (f, ek>> + 3 el

Weiter kann folgende Gleichheit verwendet werden:

ek — (fre))? = (ci — (fren))(cr — (F.en))
= lex|® — ex{f.en) — @ (foen) + [{f, )]
= |ex|* — 2 Re (e& (f. ex)) + [(f, ex)]?

Damit ergibt sich:
Hf7p||g:<f7f>7 Z |<f561€>|2+ Z |ck7<fvek>’2
k=—n k=—n

Nun kann man erkennen, dass die beiden ersten Terme nicht von dem trigonometrischen
Polynom p abhéngen. Einzig und allein der dritte Term héngt von p ab. Dieser kann
als Summe von Quadraten nicht negativ werden. Minimiert wird der gesamte Ausdruck
also, falls fiir k = —n,...,n gilt:

Cr = <f7 €k>
2
1 .
= — | f(z)e *odz
21w 0/

Die Koeflizienten entsprechen also genau denen der Fourier-Reihe von f, wie sie bereits
oben definiert wurde.



5 Fourier-Reihe der Ableitung

Hat man einmal die Fourier-Reihe zu einer Funktion bestimmt, so kann man mithilfe der
Fourier-Koeffizienten der Funktion leicht die Fourier-Koeffizienten der jeweiligen Ablei-
tung bestimmen, wie folgende Rechnung zeigt:

Sei f € #(T) Stammfunktion zu ¢ € Z(T). Dann gilt (¢} und ¢ seien die Fourier-
Koeffizienten von ¢ bzw. f):

2
1 ,
¢ = %/gb(x)e_’kxdx
0

2w
artielle 1 . 2 . .
partiell [f(x)e_lkx}o —|—Zk'/f(i[f)€ kadx
M 0

Integ?ation 2
= 0 (Periodizitat von f)

2m
1 .
=ik - o / f(z)e *dy
0

=1k - c

Die Fourier-Koeffizienten von ¢ erhélt man also aus den Fourier-Koeffizienten von f
durch gliedweises Differenzieren.

6 Anwendungsbeispiel

Man betrachte die periodische Fortsetzung der Funktion o: R — R mit o(x) = "5* fiir
0 <z <27 und o(0) = 0. Zunéchst werden die Fourier-Koeffizienten berechnet:

2

1
co = %/0(:1:)@::0
0

Fiir k # 0 ergibt sich:
2m

1 — .
cr = —/W ek gy
2w 2

10



artielle 1 . 2m i 1
parti [a:e zka:] _/e zkccdx _

Integ?ation _47Ti/€ 0 2ik
0 0
Fiir die Fourier-Reihe von o folgt damit:
Flol= > ey L (e: . e‘}i”) _ 5 shulk)
k:;go ¢ k=1 k=1

Die folgende Abbildung zeigt einige Partialsummen der Fourier-Reihe zur Funktion o.
Offensichtlich wird die Approximation mit grofler werdendem n besser.

N

Abbildung 1: Partialsummen der Fourier-Reihe zur Funktion o

Nach obigem Satz konvergiert die ermittelte Reihe im quadratischen Mittel gegen o und
die Vollstédndigkeitsrelation (VR) liefert:

> 1 > 1
S =Yg
R 4k k:12k2
k#£0
2T
VR 1 /’71’—1‘ 2d
= — x
2 2
0
1 2T
:87/(7r2—27r:c+x2)da:
0

11



1 1 % 2
=3 |:7T2.’L'—7T.CU2+3.2173 . =1
Es folgt
<1 2
2@

Man sieht also, dass sich mithilfe der Fourier-Reihen und deren Konvergenz auch Rei-
henwerte berechnen lassen.

12
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