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Diese Arbeit soll zeigen, fiir welche Anwendungen die Fourier-Transformation verwend-
bar ist. Zunidchst werden Beispiele einer einfachen Transformation vorgerechnet, die
als Grundlage fiir Anwendungsaufgaben der wichtigsten Satze dienen sollen. Daraufhin
wird gezeigt, wie sich gewohnliche und partielle Differentialgleichungen mittels Fourier-
Transformation berechnen lassen. Im Fall der partiellen Differentialgleichung besteht
das Aufgabenbeispiel aus der Warmeleitungsgleichung. So wird eine erste Briicke zur
praktischen Anwendung der Transformation geschlagen, die vor allem in der Physik
Anwendung findet; trotzdem passt dieses Beispiel sehr gut in den Rahmen dieser Ar-
beit, da das Problem rein mathematisch gelost werden kann. Zum Schluss geht die
Arbeit ganz in den Bereich der praktischen Anwendung tiber und zeigt, welchen Ein-

fluss die Fourier-Transformation auf den Bereich der Signalverarbeitung hat.



1 Berechnung der Fourier-Transformation

Setze f(z) = eIl x € R. Dann wird die Fourier-Transformation F wie folgt berechnet:

Ff(w) = \/% ffooo f(x)e—iwxdx — \/% ffooo e—\xle—iwxdl,
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2 Beispiellosung von Differentialgleichungen

2.1 Gewohnliche Differentialgleichung

Betrachte folgende Differentialgleichung

u—u? =ell zeR, (2.1)

wobei u eine auf R absolut integrable Losung der Differentialgleichung ist. Anwendung

der Fourier-Transformation auf beiden Seiten ergibt:

F,(w) = F,o(w)=F. 1 (w)

u

Mit dem Satz des n-ten Moments folgt:
Fu(w) = (iw)*Fu(w) = Fo-pa (w)
F(w) + W F,(w) = F,—j (W)
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Die inverse Fourier-Transformation auf beiden Seiten liefert:

u(z) = F~} T
@=Fk . @
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Auflerdem gilt:
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Mit (2.2) und der Faltung von Fourier-Transformationen erhalten wir:

_ 1 —|w m,—|x| _ 1 o0 —|z—w|—|w
u(z) = Te"*\/ge"—if_ooe' =l ey

™

Dieses Integral lasst sich wie gewohnt losen und ergibt:

1—
{ —re’, z <0

HT%*””, x>0

u(z) =

Somit stellt u eine Losung von (2.1) dar.

2.2 Warmeleitungsgleichung als Beispiel einer partiellen

Differentialgleichung

Hélt man einen Metallstab in siedendes Wasser, wird auch das andere Ende des Stabes
heif}, da die Warme im Stab weiter geleitet wird. Dieser Transport von Energie heif3t
(innere) Wérmeleitung und ist durch folgende eindimensionale Warmeleitungsgleichung

gegeben:

u — kg =0,—00 <2< 00,0 <t <00 (2.3)

Bei u(x,t) handelt es sich um die Temperaturfunktion am Ort x zur Zeit t; k stellt

die Materialkonstante dar. u; bezeichnet die erste Ableitung von u nach t; u,, die



zweite Ableitung jeweils nach x. Demnach beschreibt die Gleichung die Warmeleitung
in einem isolierten (d.h. ohne Energie- und Stoffaustausch mit der Umgebung) und
unendlich langen Stab. Mithilfe der Fourier-Transformation kénnen wir u bestimmen,

obwohl es sich um eine partielle Differentialgleichung handelt.

Wir definieren f als Funktion zum Startzeitpunkt von u, also t = 0:

f(z) =u(z,0),—00 < x < 0 (2.4)

Die Fourier-Transformation von u liefert:

Fu(w,t) = ff u(x,t)e “*dx
Daraus folgt:
F,,(w,t) = \lﬁfoo wy(z, t)e " “*dr

23) f kg (z,t)e“?dx = kF,,, (z,t)

Der Satz fiir das n-te Moment ergibt:

F.(w,t) = kF,

& F, +ko’F, =0

Jetzt handelt es sich um eine gewohnliche Differentialgleichung, die mit dem im Kapitel
2.1 vorgestellten Verfahren gelost werden kann. Setzte hierfiir F, = F,ed®, wobei g
eine Funktion ist mit g : R — R. Daraus folgt F,, = (F,e9®),.

Fy, + kw’F, =0

(Foed®); + kw?F,ed® = 0
F, [(eg(t))t + kw?ed®] = 0
F,[g(t);e9V + kw?es®] = 0

Gleich werden wir sehen, dass F, # 0. Also muss gelten:

g(t)e9® + kw?ed® = 0
e9D(g(t); + kw?) =0
g(t) + kw? =0



Daraus folgt:

Fy(w,t) = Fy(w)e "’ (2.5)

F,(w) wird nun mit (2.4) fir den Anfangswert von u bestimmt.

F(w) = Fy(w,0) = \/% 2 u(x, 0)e"“dy
— L f)e s

Daraus folgt:

Fa(w) = Fy(w)

Einsetzen in (2.5) liefert:

Fy(w,t) = F(w)e " (2.6)

Um u zu bestimmen, muss jetzt die inverse Fourier-Transformation von F,(w,t) er-
rechnet werden. Bei Ff(w) handelt es sich um die Fourier-Transformation von f. Wir
definieren F,(w,t) = e~"’t 3ls die Fourier-Transformation von p, welche zu bestimmen

ist.

Definiere dazu h(z) = e=** Berechnung der Fourier-Transformation von h:
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= —$Fn(w)

& F (W) + 2R, w) =0

Diese Differentialgleichung wird wie oben gelost:

w?

Fp(w) = F,(w)e” 7, mit

F,(w) = F;(0) = \/%j e edr = N / e
<
V=

F__2.2(w)= \ﬂ'e W, mit p = ce”

Um (2.6) 16sen zu konne, setze

2
_w 2
e 1a2 e kw=t
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und 16se a und c. Umformen ergibt:

1

_ 1 _
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Durch Einsetzen in (2.7) folgt:

12
pla,t) = \/gze” T

Zum Schluss muss (2.6) mit inverser Fourier-Transformation und Faltung bestimmt

werden.

= (f*p)(x,1)

= %% f(y)p (l“—y, )dy

\/> —(z—y)?

u(z,t)
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= 2\/% ffooo f(y)@ akt dy




3 Signalverarbeitung

3.1 Einfiihrung

An dieser Stelle soll geklart werden, welche physikalische Bedeutung die Fourier- Trans-
formation hat. In der praktischen Anwendung wird die Funktion f oft als Signal be-
zeichnet; sie gibt also eine Darstellung von Informationen an, die in der Regel von
der Zeit abhéngig ist. In der Audiotechnik werden Signale beispielsweise in Form von
Schallwellen iibertragen, die der Empféinger wahrnimmt. Die Fourier-Transformation
wandelt diese Signalfunktion um und fithrt neben der Zeitabhiangigkeit die Wellenan-
zahl w ein. Diese Wellenanzahl wird Frequenz genannt und beschreibt sich wiederho-
lende Vorgange, bezogen auf die Zeit, in der sie ablaufen. Demnach wird durch die

Fourier-Transformation vom Zeitbereich in den Frequenzbereich gewechselt.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung der Fourier-Transformation

In Abbildung 1 sieht man im linken Koordinatensystem die Rechteckfunktion, die ein
Signal in Abhéngigkeit der Zeit beschreibt; in dem rechten Koordinatensystem ist diese
Funktion in Abhéngigkeit der Frequenz abgebildet. Dabei beschreibt jeder Balken ein
sinusformiges Signal mit der angegebenen Frequenz und Amplitude. Durch Kombinati-
on der einzelnen Signale ergibt sich die links dargestellte Rechteckfunktion. Angedeutet
wird dies durch den blauen Grafen, der eine Uberlagerung der ersten Sinussignale zeigt.
Erst durch die Uberlagerung unendlich vieler Sinussignale der angedeuteten Folge, er-
halt man schliellich die Rechteckfunktion. Auf diese Weise stellen beide Abbildungen
dasselbe Signal dar. Durch die gewohnliche und inverse Fourier-Transformation kann

je eine Darstellung in die andere iibertragen werde.



3.2 Der Tiefpassfilter

Dieses Phanomen der Umwandlung findet zum Beispiel in sogenannten Tiefpass-Filtern
eine wichtige Anwendung. Unter anderem werden diese Filter in Musik-Boxen einge-
setzt und konnen die Akustik der erzeugten Schallwellen verbessern. Zunéchst liegt
wie in Abbildung 1 eine Funktion vor, die die Schallwellen in Abhangigkeit der Zeit
beschreibt. Durch die Fourier-Transformation wird diese Funktion umgewandelt und

bezieht sich nun zusétzlich auf die Frequenz der Schallwellen.

o—{ +— O

Ue — Ua

C . o Abbildung 2: Schaltung eines Tiefpass-Filters

Wie in Abbildung 2 gezeigt, besteht ein Tiefpass-Filter aus einem Widerstand und
einem Kondensator. Dabei ist ein Kondensator ein Bauteil, das elektrische Energie
speichern kann. Wird am Eingang Spannung angelegt, speichert der Kondensator den
Strom. Er gibt sie erst dann wieder ab, wenn sich die angelegt Spannung verringert.
Dieser Effekt wird beim Tiefpass-Filter genutzt. Bei niedrigen Frequenzen findet ein
so langsamer Wechsel statt, dass der Kondensator nahezu zeitgleich zum Wechsel der
Eingangsspannung Strom speichern und abgeben kann. Hier verdndert sich die Aus-
gangsspannung durch den Kondensator kaum. Demgegeniiber stehen die hohen Fre-
quenzen, bei denen die Eingangsspannung schnell wechselt. Der Kondensator ist so
trage, dass er die elektrische Energie nicht mit dieser Frequenz speichern oder abgeben
kann. Diese hohen Frequenzen werden von Tiefpass-Filter also blockiert. Hat man nun
eine Uberlagerung verschiedener Signale, werden die hohen Frequenzen gefiltert und

die ganze Uberlagerung wird geglittet.
Durch diese Beschreibung wir klar, dass Eingangs- und Ausgangsspannung in einem
Verhéltnis zueinander stehen miissen, das durch

Ug __ 1

Ue 1+(wRC)?
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beschrieben wird. Da der Tiefpass-Filter niedrige Frequenzen ungehindert passieren
lasst, betragt das Verhéltnis U, zu U, bei niedriger Frequenz 1. Bei steigender Frequenz

geht die Ausgangsspannung gegen 0.

Im Bereich der Akustik ist dieser Effekt deswegen hilfreich, da gerade hohe Frequenzen
- in diesem Fall Schallwellen - ein Rauschen verursachen. Dieses Rauschen kann durch

den Filter vermieden werden, was einen klaren Schall und Klang erzeugt.
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