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1 Einleitung

In der Praxis zeigen sich immer wieder Schwierigkeiten beim Losen von (partiellen) Dif-
ferentialgleichungen. In diesem Bereich hat sich die Laplace-Transformation als eine sehr
effektive und vielseitig einsetzbare Methode erwiesen. Die Laplace-Transformation findet
somit vor allem in der Elektrotechnik, Mechanik und der Regelungstechnik ihre Anwen-
dung, da es sich dort haufig um Vorgédnge handelt die erst ab einem gewissen Zeitpunkt
t = 0 von Interesse sind. In dieser Arbeit soll ein Einbilck in die vielfdltigen Anwen-
dungsbereiche der Laplace-Transformation gegeben werden und anhand von Beispielen
die Anwendung der einzelnen Sétze auf Differentialgleichungen 1. Ordnung bzw. 2. Ord-
nung verdeutlicht werden.

2 Grundlagen

In disem Bereich sind die grundlegenden Gesetze zu finden die zum 16sen der angefiihrten
Beispiel notwendig sind.

2.1 Laplace-Transformation
2.1.1 Definition
F(s)= [ 1) e at = £{f(0) )
2.1.2 Linearitat
Licr- filt)+ea- fo(t) + o Fen- o)} = cr- LU} +e2- L{f2 ()} + ... +cn- L{fn(t)} (2)

2.1.3 Verschiebungssatze

Verschiebung nach rechts

Lt -a)} = e (F(s)+ _Oa f0)- e at) (3)

Verschiebung nach links
L) = (Fio)- [ £ at) (4)

2.1.4 Differentationssatze

Fiir die Originalfunktion
L)} = 5" F(s) =" f(04) =52 f(04) o5 f72(04) = F7D(04) (5)
Nur wenn alle Anfangsbedingungen gleich Null sind ergibt sich:
L{f"(B)} =" F(s) (6)



Fir die Bildfunktion
FM(s) = L{(=t)" - f(1)} (7)

2.1.5 Faltungssatz
Mit dem Faltungsprodukt f1(2) * f2(t) = [y fi(u) - fa(t — u) du gilt:

10+ 20} = £{ [ A £t -0 du} = LU0} L{R0} = A () Fa(s) ®

2.1.6 Integralsatze

Fiir die Originalfunktion

L {/Otf(u) du} = é - F(s)(tiber das Intervall 0 < u < t) (9)

t 1 a
L {/ fu) du} = <F(s) - / fu) du) (iiber das Intervall a < u < t) (10)
a 0
Fir die Bildfunktion

/ F(u)du—ﬁ{i-f(t)} (11)
2.1.7 Inversionssatz
1 T—100 n
-1 F _ _ = / stF — 1
LHEOY =0 =g [ F9ds =3 Res(a) (12)
2.2 Physik, Elektrotechnik
2.2.1 Ohmsches Gesetz
U=R-I (13)
2.2.2 Kondensatorgleichung
q
= — 14
0= (14)
2.2.3 Induktionsgesetz
di
=I.— 1
b dt (15)

(16)



2.2.5 Zweites Kirchhoffsches Gesetz / Maschenregel
ur, +uc —ug =0

(Die Summe aller Spannungen in einer Masche ist Null)



3 Anwendungsbeispiele

3.1 Die Warmeleitungsgleichung

Es soll die Wérmeleitungsgleichung fiir ein homogenes Medium in Abhéngigkeit von der
Zeit bestimmt werden. Diese soll aus der partiellen Wéarmeleitungsgleichung 2. Ordnung
(18) berechnet werden.

Isolierung

Yo I(x,1) Yq

029 1 oY
922 " m (18)

m u
Die Temperatur ¢ = ¥(x,t) ist dabei abhingig vom Ort x und der Zeit ¢, m stellt eine
Stoffkonstante dar. Das Medium kann sich vereinfacht als Stab der Lange [ mit vernach-
lassigbarem Durchmesser vorgestellt werden.
Des Weiteren gelten die folgenden Bedingungen:

(a) 9 =" fir0<az<Il, t=0

(b) 9 =v1 firx=I, t>0

(c)%:o fiir x =0, t>0
3.1.1 Transformation der Originalfunktion in die Bildfunktion

In diesem Fall wird die Laplace-Transformation fiir die Varialbe ¢ durchgefiihrt. Dabei
wird die Ortsvariable x als konstanter Koeflizient angesehen, sodass allgemein
LA{Y(z,t)} = 0(x,s) gilt. Fir die Warmeleitungsgleichung (18) ergibt sich somit:

820 1 (00
ﬁ{axQ} et
\—,_/ W

(1) @

Mit der Definition fiir die Laplace-Transformation ergibt sich:

929 % R I L



Mit dem Differentiationssatz fiir die Originalfunktion gilt:

(2): L {gi} — s 0(m,5) — 9(04)

Da in dieser Problemstellung ausschlieflich Temperaturdifferenzen betrachtet werden,

kann die Starttemperatur ¥g = 0 0.B.d.A. angenommen werden. Des Weiteren handelt
2

es sich bei dem Ausdruck %H(x, $) nun nicht mehr um eine partielle sondern um eine

vollstdndige Differentiation, sodass %Q(x, s) geschrieben werden darf. Ein Zusammenfii-
gen aller bisherigen Teilergebnisse liefert die algebraische Gleichung;:
d2

@9(% s) — %s O(x,s) = (19)

3.1.2 Lésung im Bildbereich

Um die Gleichung (19) zu l6sen, wird der Ansatz 0(x, s) = e** gewihlt. Aus diesem Ansatz
folgt direkt:

do o d%0
=T @

Somit ergibt sich fiir die Gleichung (19) nun die Darstellung:

— A2€I)\

S
)\2630)\ _ 7623)\ -0
m

Diese Darstellung liefert die beiden Basislosungen:

Ao = i\/i
m

Somit erhdlt man fiir 6(z, s) die Funktion

O(z,s) =A"- eV + B e ™V = A cosh (x, / S) + B -sinh <a:, / S)
m m

als Linearkombination der Basislosungen.

Um die Bedingung (¢) : 2 = 0 an Stelle # = 0 zu erfiillen muss B = 0 gelten. Denn die

de —
Ableitung liefert:

db
O::A-sinh<m~/8>-,/8—i—B-cosh(w S)- 5
dzx m m m m
—_——— —_———
0 fir x=0 1 fiir x=0

Daraus wird der Zusammenhang

0(z,5) = A - cosh <:c\/z> (20)



ermittelt. Nun muss die Bedingung (b) beachtet werden. Dazu wird zunéchst, wie auch
schon bei der Bedingung (c¢), die Laplace-Transformierte der Bedingung gebildet. Diese

liefert 0(1,s) = %1 , sodass gilt:
el = A - cosh <l~/5> (21)
s m

Die Losung der algebraischen Gleichung im Bildbereich wird durch die Verkniipfung der
Gleichungen (20) und (21) erhalten und stellt sich wie folgt dar:

V1 - cosh (z,/->

0(x,s) = ( \/7) (22)
s - cosh (l\/%)

3.1.3 Riicktransformation vom Bildbereich in den Originalbereich

Die Funktion 6(z, s) liegt nun in der Form % vor, wobei gilt:

P(s) =1 - cosh <£L’ ;)

Q(s) = s - cosh (lﬁ)

Im Folgenden soll der Inversionssatz angewendet werden. Aus diesem Grund ist es not-
wendig die Nullstellen des Nenners Q(s) zu bestimmen um die Pole der Funktion 6(x, s)

zu identifizieren. Dazu wird
Q(x,s) = s - cosh (l,/8> =0
m

gesetzt. Die erste Nullstelle (s = 0) kann direkt abgelesen werden. Fiir die weiteren Null-

stellen wird der Ansatz
1 5 .
0 = cosh (l\/?> =_. (el\/% + e—l\/g)
m 2

verwendet, aus dem folgt:
2V = 1 = in(1+2k)

20, /2 = ir(1 + 2k)
m

die weiternen Nullstellen bestimmt werden:

Anschlieflend konnen aus



Es ist erkennbar, dass diese Nullstellen alle auf dem negativen Teil der realen Achse liegen.

Der Inversionssatz besagt:
— - P(z)
Yz, t) = Res (et - f(x,s)) = £ %)
(1) (e 0(x,5)) > o)
Dieser Spezialfall des Residuensatzes ist giiltig, da es sich bei allen hier auftretenden
Singularitdten um Pole 1. Ordnung handelt. Da hier allerdings auch ein Pol an der Stelle

s = 0 vorliegt, muss die Formel um den additiven Term 5,((%)) erweitert werden, sodass sich

fiir 9(z,t) die Darstellung

_ P(0) | X et P(z)
a0 "X @ )

ergibt.
In diesem Beispiel gilt:

2
P(z,) = 01 - cosh x\l m2> — 9, - cosh (Zzlﬂ <2k‘2— 1>)

Q'(s) = 2;% sinh <l\/§> + cosh (zﬁ)

Q' (z1) = _(2]1; D - sinh (iﬂQk - 1) + cosh (iﬂQk; 1)
PO) _
qo "

Mit der Gleichung (23) gilt nun:

oo 5 oo (- (2))

o =T i (m”%——l) + cosh <WL2—1>

+

Mit sinh(iz) =i - sin(x) und cosh(iz) = cos(z) gilt:

7n7r2 2k—1)2
. — . +
19 . _19 4191 o0 COS(%'(%))'@ 12 ( 2 )
(@) =9 +-=3 % — 1 % — 1
T .
k=1 —(2k — 1) sin <7r 5 > + cos <7r 5 >
-1 fir k ungerade, 1 fur k gerade 0 fir alle k

Da (,11)1@ = (—1)* gilt, ergibt sich fiir die Losung im Originalbereich die folgende Funktion

fir V(z,t):

T —  ma? (2k—1 2-t
ﬂ(x,t) :191 + Z?i (_1)k - COS (T . (Lzl)) e 2 ( 5 )

k=1




3.2 Elektrischer Reihenschwingkreis

Die Abbildung zeigt schematisch einen elektrischen Reihenschwingkreis. Dieser enthélt eine
Spule mit der Induktivitdt L sowie einen Kondensator der Kapazitat C in Reihenschaltung.
Bei dieser Art der elektrischen Schaltung wird die Energie zwischen dem elektrischen Feld
der Spule und dem magnetischen Feld des Kondensators periodisch ausgetausch. Somit
handelt es sich hier um eine resonanzfihige Schlatung welche in der Lage ist Schwingun-
gen auszufiihren. Dabei liegen abwechselnd hohe Spannungen bzw. hohe Stromstédrken
vor. Anhand dieses Beipieles soll gezeigt werden, wie die Funktion zur Beschreibung der
Stromstérke i(¢) mit Hilfe der Laplace-Transformation mit wenig Aufwand ermittelt wer-

den kann.
L C
—ooo——]|
ug (1) m C(tf
i(t)
e} ua(t)> o

Bedeutung der zeitabhingigen Groflen:

uc(t): Spannung am Kondensator
ur(t): Spannung an der Spule (Induktivitét)
q(t): Ladung des Kondensators

~

)

Im Reihenschwingkreis flielender Strom

Da der Kondensator den im Reihenschwingkreis flielenden Strom zwischenspeichert, ergibt
sich fiir die Kondensatorladung ¢(t) das Zeitintegral

q(t) = /_tooi(T) dr (25)

der Stromstérke i(t).

Es wird angenommen, dass der Schwingkreis bis zum Einschaltzeitpunkt ¢ = 0 energielos
vorliegt und die dann anliegende Spannung ug konstant ist. Daraus ergibt sich, dass sowohl
die Kondensatorladung ¢(t) als auch die Stromstarke i(t) gleich sind und somit

q(0) = i(0) = 0 sowie ug = up gilt. Fir die Kondensatorladung ergibt sich somit:

— 00 —0o0

q(t):/t z'(T)dT:/O i(T)dT+/Ot¢(T)dT:/0ti(7)dT
Joo ~

q(0)=0

10



Mit Hilfe des Induktionsgesetzes uy = L - % und der Kondensatorgleichung C' = % folgt
nun aus uz, + uc — ug = 0 (dem Zweiten Kirchhoffschen Gesetz):

di 1 t
L- 2= —
7 + C /0 i(T) dr = ug

Um eine iibersichtlichere Gleichung zu erhalten wird durch L dividiert und die Thomson-
sche Schwingungsgleichung w3 = ﬁ angewendet, sodass gilt:

; t
dl—i—w%-/ Z'(T)dT:@ (26)
0

Diese Vorbereitungen liefern eine sogenannte Integro-Differentialgleichung, also eine Glei-
chung welche sowohl die Ableitung als auch das Integral der zu bestimmenden Funktion
(hier der Stromstdrke i(t)) enthélt. Mit Hilfe der Anfangsbedingung ¢(0) = 0 ist es nun
moglich diese Gleichung durch die Laplace-Transformation wie folgt zu 16sen.

3.2.1 Transformation der Originalfunktion in die Bildfunktion

Mit Hilfe der Laplace-Transformation L{i(t)} = I(s) gilt somit:

E{fé%—wg-/oti(T)dT}:E{?} (27)

Die Linearitit der Laplace-Transformation liefert:

E{Zi}—kw%-ﬁ{/ﬂti(r)dr} ="y

Durch den Differentiationssatz fiir die Bildfunktion gilt:

t

s.f(s)—¢(0)+w3.ﬁ{/o i(T)dT} =" q)

Die Gleichung
1
s+ 1(s) = i(0) +wf - - I(s) = %-5{1}

wird durch den Integralsatz der Originalfunktion erhalten.

Anhand einer Korrespondenztabelle und der Anfangsbedingung i(0) = 0 kann die Glei-
chung somit wie folgt umgeformt werden:

_u 1

=75

Durch Multiplikation mit s wird die algebraische Gleichung

s-I(s) +wd-

[V

32-1(3)—|—w8-1’(s):% (28)

erhalten.

11



3.2.2 Losung im Bildbereich

Um nun die Losung dieser algebraischen Gleichung zu bestimmen wird in der Gleichung
(28) zuniichst I(s) ausgeklammert um anschlieBend durch den Term (s2+w?) zu dividieren.
Somit lautet die Losung der algebraischen Gleichung im Bildbereich:

uo 1

16)=7 2722

(29)

3.2.3 Riicktransformation vom Bildbereich in den Originalbereich

Mit Hilfe der Linearitdt der Laplace-Transformation ergibt sich aus

i) = e = e {5

L s2+uwd

die Gleichung;:

. Uo -1 1
i) ="0c {52+w3}

Mit Hilfe der Partialbruchzerlegung gilt:

11 ( 1 1 )
s2+wd  2liwg \s—iwy 8+ iwp

Unter ausnutzen der Linearitat ergibt sich somit:

=t b L 1)

L 2w §—iwp S+ iwp

1

at 3 L A
— &0 ¢ ergibt sich:

Mit der Korrespondenz

. Uug 1 iwot —iwot
= 2. _— ot __ 0
=T %in (e e

Durch sin(z) = 4 - (€ — e~™) wird die Funktion

ug  sin (wq - t)

Z(t) - f wo

erhalten.
Nun wird die Thomsonsche Schwingungsgleichung w3 = ﬁ sowie der Zusammenhang

19 = uo\/% genutzt. Die Losung im Originalbereich kann somit als
i(t) =i - sin (wp - t) (30)

dargestellt werden.

12



3.3 Gekoppelte mechanische Schwingung

Mit der Laplace-Transformation ist es moglich neben einzelnen Differentialgleichungen
auch Gleichungssysteme aus Differentialgleichungen zu 16sen. Als Beispiel soll hier eine
gekoppelte mechanische Schwingung dienen, die sich mit den beiden Differentialgleichun-
gen 2. Ordnung

(1) f +5z1 — 422 =0

(2) b +5x2 — 41 =0

und den Anfangswerten

beschreiben lasst.

3.3.1 Transformation der Originalfunktionen in die Bildfunktionen

Es gilt:
Xi(s) = L{z1(t)},  Xals) = L{z2()}

Fir die Gleichung (1) folgt somit durch die Linearitit, den Ableitungssatz und die An-
fangsbedingungen:

LAz + 521 — 4dae} =0
Lz} +5-L{z1} —4-L{z2} =0
s X1(s) —s-21(04+) — 2} +5- X1(s) —4- Xa(s) =0

(s245) - X1(s) —4-Xa(s)=5-A (31)
Fiir die Gleichung (2) folgt dem entsprechend:

L{zh +5xg —4x1} =0
Lz} +5-L{za} —4-L{z1} =0
§% - Xo(s) — s 22(04+) —ah +5- Xa(s) —4- X1(s) =0

—4-X1(s) 4 (s> +5)- Xo(s) = —s5- A (32)

3.3.2 Losung im Bildbereich

Um die Losung der beiden algebraischen Gleichungen (31) und (32) zu bestimmen wird
hier die Cramersche Regel genutzt. Die zugehorige Matrix stellt sich wie folgt dar:

(s2+5) -4 |sA
—4 (2 +5)|-s4

13



Nun werden die Koeffizientendeterminate D, sowie die beiden Hilfsdeterminanten D und
D5 bestimmt.

p= [T 5>‘ = (45— 16= (2491 (33)
D, = _8;4A (Sg_f 5)| = sA(s* +5) — 4sA = sA(s® +1) (34)
Dy = (82_—2 5) —8;4/1’ = —sA(s* +5) +4sA = —sA(s* +1) (35)

Die Losung im Bildbereich wird durch die Gleichungen (33), (34) und (35) in der Form

D sA(s®+1 sA
Xals) = 61 T (2 +(9)(; —2 1) 249 (36)
Xa(s) = Dy _ —sA(s2 4+ 1) —sA (37)

D (s2+9)(s2+1) 249

erhalten.

3.3.3 Riicktransformation vom Bildbereich in den Originalbereich

Unter Verwendung einer Korrespondenztabelle werden fiir die Losung im Originalbereich
folgende Funktionen ermittelt:

2= LY X (s)} = AL {32 : 9} — A cos(3t) (38)
o= L Xo(s)} = —A- L {32 - 9} — A cos(3t) (39)

14



3.4 Anfangswertproblem

In diesem Abschnitt soll eine Anwendung des Faltungssatzes dargestellt werden. Dieses
wird am Beispiel einer Aufgabe aus dem Bereich Anfangswertprobleme geschehen. Es ist
die Gleichung

y' — by =2 cos(t) — sin(3t) (40)

mit dem Anfangswert y(0) = 0 zu l6sen.

3.4.1 Transformation der Originalfunktion in die Bildfunktion
Mit Hilfe der Laplace-Transformation L{y(t)} = Y (s) gilt somit:

L{y =5y} = L{2-cos(t) —sin(3t)} (41)
Nun wird die Linearitit der Laplace-Transformation genutzt um die Gleichung

LAy} =5 L{y} =2-L{cos(t)} — L {sin(3t)}

zu erhalten.
Mit Hilfe des Differenziationssatzes sowie einer Korrespondenztabelle ergibt sich nun:

s 3
241 2432

5-Y(s)—y(0+)—=5-Y(s) =2-

Durch Einsetzen der Anfangsbedingung y(0) = 0 wird die algebraische Gleichung

S 3
s24+1 s2432

s-Y(s)—5-Y(s)=2-
erhalten.

3.4.2 Losung im Bildbereich

Die Losung dieser algebraischen Gleichung wird durch auflésen zu Y'(s) erhalten und stellt

sich wie folgt dar:
2s 1 3 1

$2+1 s—5 249 s—5
——— e N N~
Fi(s) Fy(s) F3(s) Fu(s)

Y(s) = (43)

3.4.3 Riicktransformation vom Bildbereich in den Originalbereich

Fiir die Riicktransformation dieser algebraische Gleichung wird der Faltungssatz
LAf1(t) = fo(t)} = F1 (s) - F» (s) bendtigt.

Dabei werden die einzelnen Bestandteile der Funktion (43) getrennt voneiander riicktrans-
formiert, wobei allgemein L1 {F,(s)} = f,(¢) gilt.

15



Mit einer Korrespondenztabelle werden die folgenden Zusammenhénge erhalten:

f = e {2 =2 costt)
f2(t) = falt) = L7} {8 i 5} _ ot
fs(t)=L"" {5219} = sin(3t)

Im Folgenden werden die Faltungsprodukte f1(t) * fa(t) und f3(¢) * f4(t) bestimmt um die
Funktion y(t) darzustellen.

y(t) = f1(t) * f2(t) — f3(t) * fa(t) (44)

Bestimmung der Faltungsprodukte:
¢
f1(t) = fa(t) = / 2 cos(u) - % du
0
t
fi(t) * fa(t) = 265t/ cos(u) - e~ du
0

e—5u '
- [=5- cos(u) + sin(u)]

020 =28 [ :

Fut) % o(t) = % =5 cos(t) + sin(t)] + %e5t (45)

fa(t) = fa(t) = /t sin(3u) - BE=1) g0,
0
t
fa(t) = fa(t) = e5t/ sin(3u) - e % du
0

—5u t

€ - [=5 - sin(3u) — 3 - cos(3u)]

Folt) (1) = 5 [-5sin(31) — 3cos(30)] + - (46)

Aus den Gleichungen (44),(45) und (46) entsteht die Losung im Originalbereich:

1 5 5 3 131 5,
y(t) = — sin(t) 13 cos(t) + — sin(3t) + — cos(3t) + 126

4
34 34 (47)

16



3.5 Anwendung des Verschiebungssatzes

Es soll die Funktion f(¢) = sin(¢) um 3 Einheiten nach rechts verschoben werden. Wobei
davon ausgegangen wird, dass das fir ¢t < 0 f(¢) = 0 gilt. Somit wird die neue Funktion

g(t —3) =sin(t — 3) (48)

erhalten. Dabei gilt t —3 = 7, t = 7+ 3 und dt = dr. Sodass die Laplace-Transformierte
von

L{sin(t —3)} = / sin(r) - e*G+7) 47
-3

(0.9}
= 3 / sin(7) - e *7 dr
-3

0 0
—e 3. / sin(7r) - e ¥ dr —|—/ sin(7r) - e ¥ dr
-3 0

n.V=0
oo
= 3. / sin(7) - e T dr
0

Mit Hilfe der Korrespondenztabelle wird die Funktion G(s) im Bildbereich erhalten.

G(s) = < (49)

17
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