Lebesgue-Integral und L’-Riume

Seminar “Integraltransformationen”, WS 2012/13

1 Treppenfunktionen

Grundlage jedes Integralbegriffs ist das geometrisch definierte Integral von Trep-
penfunktionen. Fiir A C R™ definiert man die charakteristische Funktion 1,4 :

R” = R von A als
1 firze A,

1A($)::{o fiir 2 ¢ A

Sei () C R” ein achsenparalleler n-dimensionaler Quader, wobei die Zugehorigkeit
von Teilmengen der (n — 1)-dimensionalen Randflichen zu @ keine Rolle spielt.
Treppenfunktionen ¢ : R"™ — C sind (nach Unterteilung in disjunkte Teilquader)
konstant auf den Teilquadern: ¢(z) = Zl]\io clg,(xz) mit ¢, € C. Das Integral
einer Treppenfunktion ist definiert als

N N
¢ = Z alg, = / dx ¢(x) = Z ¢; - Volumen(Q);)
1=0 R® 1=0

und verallgemeinert die Idee “Volumen=Grundflache-Hohe”. Das Integral belie-
biger Funktionen f : A — C mit A C R™ wird dann erklart als Grenzwert der
Integrale einer Folge (¢y)ren von Treppenfunktionen , die f in geeignter Weise
approximiert. Da Funktionen iiber A einen unendlich-dimensionalen Vektorraum
bilden, gibt es verschiedene Konvergenzbegriffe, die dann auf verschiedene Inte-
grale fiithren.

2 Riemann-Integral

Das Riemann-Integral ist durch die monotone beschrinkte Konvergenz reellwer-
tiger Treppenfunktionen erklért:

Definition 1 Eine Funktion f : A — R heiBt Riemann-integrierbar, falls es Folgen
(¢r)ken und (Yr)ren von Treppenfunktionen gibt mit

e (¢r) ist monoton wachsend mit ¢y (z) < f(x),
e (1) ist monoton fallend mit ¢ (z) > f(z),

o lim Adfv (tr(x) — gr(x)) =0

k—o0

In diesem Fall definiert man das Riemann-Integral von f als /dx flx) =
A

k—o00 n—00

lim [ dzx{p(x) = lim | dz ¢p(x).
A A
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Das Riemann-Integral hat folgende Eigenschaften:

Linearitat und Monotonie.

Stetige Funktionen sind iiber kompakte Mengen integrierbar.

Monotone beschrankte Funktionen auf A C R sind integrierbar.

Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: Ist A = [a,b] C R und
b
fla) = F'(@).50 [ do f(@) = F(B) - Fla)
e Ist (fi) Folge integrierbarer Funktionen, die gleichmdflig gegen f konver-
giert, so gilt / dr lim fy(z) = lim [ dz fi(x).
Uneigentliche Integrale iiber offene Teilmengen lassen sich iiber Grenzwerte er-

klaren. Das Riemann-Integral hat folgende Schwéchen:

e Uber (f,g) = [,dz f(z)g(z) laBt sich ein rudimentéres Skalarprodukt
erklaren. Der Vektorraum der Riemann-integrierbaren Funktionen ist je-
doch nicht vollstéandig in der induzierten (Halb-)Norm.

e Gleichméfige Konvergenz der Funktionsfolgen ist oft eine zu starke For-
derung.

3 Lebesgue-Integral

Das Lebesgue-Integral wird oft im Rahmen einer allgemeinen Mafitheorie ein-
gefithrt. Wir gehen hier einen direkten Weg iiber eine andere Konvergenz von
Treppenfunktionen.

Dazu werden Treppenfunktionen verallgemeinert zu Reihen: &(x) =
Yoooalg(x) mit ¢, > 0 und @ offen. Es wird nicht gefordert, daf die Rei-
he punktweise konvergiert, d.h. ® darf oo werden. Wir definieren I(®) :=

Y oo ¢ - Volumen(Q;).

Definition 2 Fiir eine beliebige Funktion f : R™ — C U {oo} heiBit
[fll1 = nf{7(®) = [f(x)] < ®(x) Vo eR"} € Ry U{oo}

die L'-Halbnorm von f.

Achtung: Entgegen der sonst iiblichen Bezeichnung ist || ||; keine Norm: Aus
|flli = 0 folgt nicht f = 0. Die anderen Norm-Axiome ||cf||y = |¢|||f]|1 und
If+9gll < |IfIli+]lglls gelten, was || ||; zu einer Halbnorm macht. Diese Halbnorm
ist auferdem monoton: Aus |f| < |g| folgt || f]l1 < ||g||l:. Fiir Treppenfunktionen

6= arlg, zeigt man / dz |6(z)] = [|].
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Definition 3 Eine Funktion f : R" — C U {oo} heiBt (Lebesgue-)integrierbar,
wenn es eine Folge (¢r)ren von Treppenfunktionen gibt mit limg . || f — ¢x|l1 = 0.
In diesem Fall heiBt

dzr f(x) := lim dz ¢r(z)
R™ k—oo R™

das Lebesgue-Integral von f.
Bemerkung 4 i) Dreiecksungleichung fiir || ||; und [ dz |¢(z)| = ||¢]: fiir
Treppenfunktionen geniigen zur Wohldefinitheit des Lebesgue-Integrals.

ii) Die Integration von Funktionen tiber Teilmengen A C R" wird auf
die Integration der Funktion f4 := f - 14 iiber ganz R zuriickgefiihrt:

[ydo f(z) i= [y dx fa(a).
Das Lebesgue-Integral hat folgende Eigenschaften:

e Linearitat und Monotonie.

e Mit f ist auch |f| integrierbar, und es gilt ’/dw flz)| < /dx |f(x)| =

| fll1. (abweichend vom uneigentlichen Riemann-Integrall)

e Uber [a, b] Riemann-integrierbare Funktionen sind Lebesgue-integrierbar,
und beide Integrale stimmen iiberein.

e Uber Ja,b[ absolut Riemann-integrierbare Funktionen sind Lebesgue-
integrierbar, und beide Integrale stimmen iiberein.

Uber das Integral liBt sich ein Maf erkliren:

Definition 5 Eine Teilmenge A C R heiBt (Lebesgue-)meBbar, falls 14 Lebesgue-
integrierbar ist, und in diesem Fall heiBt ;1(A) = [ dx 14 das MaB von A.
Eine meBbare Teilmenge N C R™ mit u(N) = 0 heiBt (Lebesgue-)Nullmenge.

Bemerkung 6 e Der umgekehrte Weg: erst Maf}, dann Integral, ist eben-
falls moglich und zunéchst allgemeiner. Das Mafl zum Lebesgue-Integral
ist dadurch ausgezeichnet, dafl es translations-invariant ist. Summen
und Reihen lassen sich in der Mafitheorie als Integrale zum Dirac-Maf
auffassen.

e Es gibt beschriankte Teilmengen A C R, die nicht meflbar sind! Ent-
sprechend mufl man sich oft auf mefibare Funktionen einschréanken, d.h.
solche f : R — C, fiir die das Urbild f~'(U) einer beliebigen offenen
Menge U C C mefbar ist.

Es gilt:

e Mit A, B sind auch AU B und AU B mefbar, und es gilt u(AU B) =
u(A) + u(B) — p(AN B)
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e Jede Teilmenge einer Nullmenge ist Nullmenge.
e Die Vereinigung abzdhlbar vieler Nullmengen ist Nullmenge.
Wichtige Beispiele fiir Nullmengen sind Teilmengen, die eine niedrigere Dimension

haben. Nullmengen fiithren auf den sehr wichtigen Begriff “fast iiberall”.

Definition 7 Eine Eigenschaft F gilt fast iiberall auf A C R", wenn die Menge der
Punkte von A, in denen E nicht gilt, eine Nullmenge ist.

Nullmengen sind zentral in den (z.T. sehr mithsamen und deshalb weggelasse-
nen) Beweisen der folgenden wichtigen Sétze. Von nun an sind “integrierbar”,
“Integral”, “Nullmenge” immer im Sinne von Lebesgue gemeint.

Lemma 8 Ist || f||1 < oo, so ist f fast dberall endlich.

Satz 9 (Modifikationssatz) Zwei Funktionen f, g seien fast tiberall gleich, und
f sei integrierbar. Dann ist auch g integrierbar, und beide Integrale stimmen
tliberein.

Folgerung 10 i) Zu jeder integrierbaren Funktion f gibt eine integrierbare
Funktion g, die fast tiberall mit f ibereinstimmt, nirgends den Wert oo
anmimmt und das gleiche Lebesgue-Integral hat.

i) [|[fllL=0 & f(z) =0 fast dberall.

Satz 11 (von der monotonen Konvergenz / von Beppo Levi) Sei
(fx)ken eine monotone Folge integrierbarer Funktionen, wund die Folge

(fdx fk(x)>k sei beschrdankt. Dann ist die punktweise gebildete Grenzfunktion
eN
f(z) = limy_o0 fi(x) integrierbar, und es gilt [ dx f(x) = limy_ o [ dz fi(z).

Der Satz von Beppo Levi ist d&uflerst niitzlich und wére i.a. falsch fiir das Riemann-
Integral.

Satz 12 (von der dominierten Konvergenz / von Lebesgue) Sei (fi)ken
Folge integrierbarer Funktionen mit f(x) = limy_,o fr(z) fast-iberall. Es gebe
eine integrierbare Funktion g mit |fr(z)| < g(x) fast-iberall. Dann ist f inte-

grierbar, und es gilt /d:c f(z) = klim /daz fr(x).
—00

Satz 13 (Majorantenkriterium) Sei f mefbar und g integrierbar mit | f| < g.
Dann ist auch f integrierbar, und es gilt ’/dw f(x)’ < /dx g(x).

Die Substitutionsregel des Riemann-Integrals hat folgende Verallgemeinerung:
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Satz 14 (Transformationssatz) Sei T' : U — V ein Diffeomorphismus zwi-
schen offenen Teilmengen U,V C R"™ und f :V — C integrierbar. Dann gilt

/ dy f(y) = / dxf(T(x)) - | det(DT)(x) .
1% U

wobei DT das totale Differential (Jacobi-Matrixz) von T ist.

Im Beweis und in Anwendungen sind Nullmengen wichtig: Der Transformations-
satz kann auch fiir Integrale iiber kompakte Mengen angewandt werden, da die
Rénder weggeschilt werden diirfen.

Der folgende Satz von Fubini erlaubt es (unter den angegebenen Bedin-
gungen und gegebenenfalls nach Anwendung des Transformationssatzes), die
Berechnung mehrdimensionaler Integrale schrittweise auf eindimensionale In-
tegrale zuriickzufiihren, welche in den meisten Fillen mit Riemann-Integralen
iibereinstimmen und dann mit Techniken wie partielle Integration und Substi-
tution behandelt werden konnen. Ein wichtiger Aspekt ist die Moglichkeit, die
Reihenfolge der Integration zu tauschen:

Satz 15 (Fubini) Sei f : RPxRY — C integrierbar. Dann ist fir fast alle x € RP
die Funktion y — f(x,y) integrierbar, und nach Modifikation auf Nullmengen gilt

[ e s = [ a( [ avswn)= [ a( [ dosew),

Aus der iterierten Integrierbarkeit iiber die Teilrdume folgt i.a. nicht die Integrier-
barkeit iiber den Produktraum; hierzu miissen die Funktionen geniigend gutartig
und absolut integrierbar sein (Satz von Tonelli).

4 [P-Raume

Die LP-Réume sind eine Familie von Banach-R&umen, also vollstindigen nor-
mierten Vektorrdumen, die iiber das Lebesgue-Integral definiert sind. Dabei gibt
es eine Dualitédt zwischen LP und L9 fiir % + % = 1. Der selbstduale L? ist ein
Hilbert-Raum.

Definition 16 Fiir 1 < p < oo werde der folgende Funktionenraum definiert:
LP(R"):={f:R" = C : f ist meBbar und || f||, := (/da: \f(a:)\p)% < o0} .

Fiir p = 1 ist £}(R"™) genau der Vektorraum der Lebesgue-integrierbaren Funk-
tionen. Analog wie dort 1a8t sich £7(A) fiir A C R” einfiihren. Es gilt:

Satz 17 (Holdersche Ungleichung) Sei 1 < p,q < oo mit % + % = 1. Sind
f e LP(R) und g € LIY(R™), dann ist fg € LY(R™), und es gilt

1fglly < 1/ 1lpllgllq -
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Folgerung 18 (Minkowskische Ungleichung) Es gilt || f+gll, < || fll,+ 9],
fiir alle f,g € LP(R™). Damit ist || ||, eine Halbnorm auf L£P(R™).

Ein Standardverfahren macht || ||, zu einer echten Norm auf R&umen von
Aquivalenzklassen. Ist f € LP(R™) mit [|f]|, = 0, dann ist |f|? = 0 fast-
iiberall, somit f = 0 fast-iiberall. Damit konnen wir folgenden Untervektorraum
N(R"™) C LP(X, u) (fiir alle 1 < p < 00) einfiihren:

N(R") :={g: R" — C meflbar, g = 0 fast-iiberall} .

Folgerung 19 Fir 1 < p < oo ist der Quotientenraum LP(R") :=
LP(R™) /N (R™) ein normierter Vektorraum beziglich ||[f]ll, := || f]l,-

Die Konstruktion identifiziert Funktionen, die fast {iberall gleich sind. Man darf
mit beliebigen Reprisentanten rechnen.
Die LP-Raume haben folgende wichtige Eigenschaft:

Satz 20 (Riesz-Fischer) Fir alle 1 < p < oo ist (LP(R™), || ||,) ein Banach-
Raum.

Im Beweis konstruiert man aus der LP-Cauchy-Folge eine Teilfolge, so dafl die Dif-

ferenzenfolge ( fri+1— fx) nach Beppo Levi absolut integrierbar ist. Nach Majoran-

tenkriterium ist sie dann selbst integrierbar. Nach Satz von Lebesgue konvergiert

die Teilfolge in der LP-Norm gegen die fast iiberall konstruierte Grenzfunktion.
Es gibt eine Fortsetzung zu p = oo:

Definition 21 Eine meBbare Funktion f : R™ — C heiBt fast-iiberall beschrankt,
falls es ein C' > 0 gibt mit | f| < C fast-iiberall. Dann sei

LX(R"™) :={f : R" — C meBbar und fast-iiberall beschrankt} .

Satz 22 i) L2(R™) ist ein Vektorraum, auf dem durch ||fllee =
inf{C : |f| < C fast-iberall} eine Halbnorm definiert wird.

i) L°(R™) := L>®(R™) /N (R™) ist beziiglich || ||« €in Banach-Raum.
iii) Fir f € L2R") und g € LY(R") ist fg € LYR™), und es gilt || fg|l1 <
1/ llocllglls-

Die Funktionenrdume LP(R") liefern wichtige und interessante Beispiele fiir
unendlich-dimensionale normierte Vektorrdume. Der Fall p = 2 ist ausgezeichnet:

Folgerung 23 L*(R") ist beziiglich des Skalarprodukts (f,g) := /d:p f(z)g(x)

ein Hilbert- Raum.

Die Holdersche Ungleichung ist dann die Ungleichung von Cauchy-Schwarz. Nach
Verallgemeinerung auf beliebige Mafe ist im wesentlichen jeder Hilbert-Raum von
dieser Art.

Zum Abschlufl eine Bemerkung zur Dualitét:
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Definition 24 Sei (X, || ||) ein normierter Vektorraum. Dann heiBt

X' :={f: X = Clinear : |fllop= sup |f(z)] < oo}

zeX , ||z|]|=1
der Dualraum von X.

Der Dualraum (X', || ||lop) is beziiglich der Operatornorm automatisch Banach-
Raum. Aus der Holderschen Ungleichung folgt L4(R™) C (LP(R")), mit 1—1)+% =1
fiir alle 1 < p < co. Es gilt aber mehr (sogar fiir beliebige Mafe):

Satz 25 Fir alle 1 < p < oo gilt (LP(R")) = LY(R") mit s+, =1

Fiir p = 2 ist das der Rieszsche Darstellungssatz. Zumindest fiir den R™ gilt auch
(Ll(R"))/ = L>(R™), nicht aber fiir beliebige Mafle. Dagegen ist (LOO(]R")), sehr
viel groBer als L'(R™).
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