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Aufgabe 1. Sei U := {(x, y) ∈ R
2 : x 6= y} und f : U → R definiert durch

f(x, y) =
xy

x− y
.

(a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen ∂jf und ∂i∂jf für i, j = 1, 2.

(b) Zeigen Sie, dass x2∂2
1f(x, y) + 2xy∂1∂2f(x, y) + y2∂2

2f(x, y) = 0.

Aufgabe 2. Sei g : R2 → R definiert durch

g(x, y) =







x2y

x2 + y2
, (x, y) 6= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

(a) Zeigen Sie, dass für g im Punkt (0, 0) jede Richtungsableitung existiert.

(b) Zeige Sie, dass g im Punkt (0, 0) nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 3. Sei h : R3 → R
3 definiert durch

h(r, θ, φ) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ).

Zeigen Sie, dass h total differenzierbar ist, und berechnen Sie die Jacobi-
Matrix (∂jhi) ∈ M(3× 3,R) sowie deren Determinante.

Aufgabe 4. Sei n ∈ N. Wir identifizieren M(n × n,R) mit Rn2

mit Hilfe
der Abbildung (aij)i,j 7→ (a11, . . . , a1n, . . . , an1, . . . , ann). Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung f : M(n×n,R) → M(n×n,R), A 7→ AtA, ist differen-
zierbar mit (Df)(A)B = AtB +BtA für alle A,B ∈ M(n× n,R).

(b) Die Matrix-Exponentialfunktion exp : M(n × n,R) → M(n × n,R),
A 7→

∑

∞

n=0

1

n!
An, ist differenzierbar und für alle A,B ∈ M(n × n,R)

gilt

(D exp)(A)B =

∞
∑

k,l=0

1

(k + l + 1)!
AkBAl

= exp(A)B, falls AB = BA.

(Hinweis: Berechnen Sie für g = f und g = exp jeweils g(A+B)−g(A) und
verwenden Sie die Supremums-Norm auf dem M(n× n,R), gegeben durch
‖(aij)‖∞ := supi,j |ai,j|, sowie die Ungleichung ‖XY ‖

∞
≤ ‖X‖

∞
‖Y ‖

∞
zur

Abschätzung von Restgliedern.)
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