Aspekte der Konstruktion des P(¢),-Modells

1 Vorbemerkungen

Der Konstruktion des P(¢)a-Modells sind die Biicher von Simon [Sim74] und
Glimm-Jaffe [G.87] gewidmet. In drei Vortrigen sollen einige Aspekte dieses
Programms vorgestellt werden. Die Themenauswahl folgt einer Vorlesung von
Jakob Yngvason.

Relativistische Quantenfelder waren operatorwertige Distributionen ®(f) :
D — D auf dichten Definitionsbereichen D im Hilbert-Raum, mit f €
S(RP). Die Wightman-Axiome fiihrten auf eine dquivalente Beschreibung durch
die Wightman-Distributionen Wi (f1,..., fn) = (Q,®(f1) - P(fn)Q). Die-
se waren Randwerte holomorpher Funktionen auf der permutierten erweiter-
ten Vorwértsrohre. Die Werte an Euklidischen Punkten definieren Schwinger-
Funktionen. Fiir das freie Feld und kleine Storungen in 2 Dimensionen haben
auch die Schwinger-Funktionen eine Formulierung im Hilbert-Raum. Dabei spielt
Maftheorie eine entscheidende Rolle.

2 Maf3theorie

Siehe [EIsO5, [Hal50] fiir eine umfassende Abhandlung der Mafitheorie. Die Be-
zeichnungen folgen [Sim74].

Ein Mafsraum ist ein Tripel (M, 3, i), wobei 3 eine Familie von Teilmengen
von M ist und jeder dieser Teilmengen A € X eine Zahl p(A) € [0,1] (das Mafs
von A) zugeordnet wird, mit folgenden Eigenschaften: M € ¥; M\ A € X falls A €
3 Uoey An € X falls A, € X. Fiir die MafBie wird gefordert: u(M) = 1; u(@) = 0;
w(Uneo An) = D ooe o (Ay) falls {A,} paarweise disjunkt. Mengen A € ¥ mit
p(A) = 0 heiBen p-Nullmengen; man kann sich immer auf Aquivalenzklassen
modulo Nullmengen einschrénken. Fiir M ein topologischer Raum, insbesondere
M = R", nehmen wir ¥ = B(M) als die Borel-Algebra, d.h. die kleinste Familie
von Teilmengen mit obigen Eigenschaften, die alle offenen Teilmengen von M
enthélt. Mafle auf Borel-Mengen heiflen Borel-Mafle. Eine Abbildung f zwischen
MaBraumen (M, %, 1) und (M’,Y, i//) heiit mepbar, falls f~1(A’) € ¥ fiir jedes
A’ €Y. Jedes Mafl auf M definiert ein Integral iiber mefibare Funktionen auf M
mittels Approximation durch Integrale von Treppenfunktionen.

Eine meBbare Abbildung f : M — R heifit Zufallsvariable. Diese definiert ein
Maf3 auf R durch

pr(A) = p(f7(4)),  A€BR).
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Mit diesem Maf3 lassen sich komplexwertige Funktionen auf R integrieren. Von
besonderer Bedeutung ist die zugehorige Fourier-Transformation des Mafles, also

cr(t) ::/Reimduf(:c) :/Meitf(m)d,u(m). (2.1)

Diese heifit (in der Stochastik) die charakteristische Funktion von f. Uns wird
vor allem das umgekehrte Problem beschéftigen: Wann definiert eine gegebene
Funktion c¢(t) eine Zufallsvariable f mit c(t) = cs(¢)?

Theorem 2.1 (Bochner) Notwendig und hinreichend fiir c(t) = c¢(t) fir eine
Zufallsvariable f ist

i) c(0) =1,
i) t > c(t) ist stetig,

iii) Fir jedes (t1,...,t,) € R" und (21, ..., 2,) € C" gilt Z ziZjc(ti—t;) > 0.
ij=1
Zum Beweis. Ein funktionalanalytischer Beweis wird in Reed-Simon 1T [RS75,
Thm IX.9] gegeben.

Eine Zufallsvariable f mit charakteristischer Funktion c;(f) = exp(—3at?)
heilt Gaufische Zufallsvariable (der Varianz a). Entwicklung nach ¢ liefert

[ smemdaom =0, [ frmautn) = S 22)

Alle Definitionen iibertragen sich auf Tensorprodukte fi1 ® -- - ® f, : M —
R", (i @ -+ ® fu)(m) := (fi(m),..., fo(m)). Diese liefern eine gemeinsame
Wahrscheinlichkeitsverteilung duy, . (Q) = p ' ((fi® -+ ® f,) 71 (2)) und eine
zugehorige gemeinsame charakteristische Funktion

-----

definite Matrix A. Setzt man nun y = Zszl Aey fiir Vektoren y;, € R™, so liefert
die Ableitung nach Aq,..., Ay an der Stelle A\, = 0:

Satz 2.2 (Wick)

N8NF()\1y1 + -+ )\NyN)

(=1) Oy - OAN

_ /M (s £(m)) -+~ (g, F(m))dp(m) (2.3)

0 fiir N ungerade
- Z (Yir> Ayjy) -+ <yz% ; ij%> fiir N gerade .

Paarungen

AL=0
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(N)!

RIT

Dabei  lduft die Summe dber die verschiedenen  Paarungen

(z’l,jl),...,(ig,j%) in (1,...,N).
Das Skalarprodukt (y, Ay) auf R™ definiert einen Euklidischen Fockraumnl]
F(R™) durch
[CL(yl)a a*(y2)] = <y17 Ay2> ) a’<y)Q =0, <Q7 Q> =1. (24)

Setzen wir ®(y) = a(y) + a*(y), so folgt (2, P(y1)P(y2)?) = (y1, Ays). Diese
Funktion ist symmetrisch in y;, yo. Hohere Funktionen faktorisieren in Produkte
von 2-Punktfunktionen, so dafl im Vergleich mit Satz entsteht:

2

(©0.000) () = [ {Fm)gn) ). )l

M

= [ @) o idugla) (2.5)

Auf diese Weise wird ein Isomorphismus U : F(R™) — L?(R",duys) zwischen
reellen Hilbert-Raumen erhalten. Konkret startet man mit U(2) = 1 und
Ud(y) U := d(y), wobei ®(y)(x) := (x,y)(x) ist. Diese dicht definierte Iso-
metrie U setzt sich auf den Abschluf fort.

Es geht nun darum, diese Korrespondenz auf eine Klasse unendlich-
dimensionaler Vektorrdume fortzusetzen, die den Schwartz-Raum enthélt. Dazu
eine Vorbemerkung:

Satz 2.3 Sei V' ein topologischer Vektorraum mit stetigem Skalarprodukt { | ).
Dann hat die Funktion F(v) := exp(—3(v,v)) folgende Eigenschaften:

i) F(0)=1

ii) F ist stetig

iii) F ist von positiwem Typ, d.h. fiir beliebige A1, ..., Ay € Cunduvy,...,un €
\%4 gllt Zz]‘?[jzl )\ZA]F(UZ - ’Uj) Z 0.

Beweis von iii). Entwickelung der Exponentialreihe liefert

S AN F( ) = 3 3 aa, et

ij=1 i,j=1 n=0

mit A; := A\e~2 ) Die Gram-Matrix ((vi,v;)) is positiv (klar), und ((v;, v;))"
ist als iteratives Hadamard-Produkt von positiven Matrizen wieder positiv
https://en.wikipedia.org/wiki/Schur_product_theorem. U

!Diese Konstruktion folgt der Vorlesung von Yngvason; es erscheint uns aber natiirlicher,
alle Hilbert-Rdume reell zu wahlen.
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Unter einer topologischen Zusatzannahme, der Nuklearitdt, liefert der Satz von
Bochner-Minlos die Existenz eines Mafles, so daf3 die zugehorige charakteristische
Funktion genau diese Eigenschaften hat.

Definition 2.4 Seien X,Y Banach-Raume und X’ der Dualraum von X. Ein linea-
rer Operator T : X — Y heiBt nuklear, falls es eine Folge (y,) in Y mit ||y,| < 1,
eine Folge (27,) in X' mit ||z,|| < 1 und eine Folge () in C mit "> |1t,] < 00

n

gibt mit T'(x) = > ) pn @ (2) Y.

Fiir X, Y Hilbert-Raume sind das genau die Spurklasse-Operatoren.

Sei nun V ein lokal-konvexer topologischer Vektorraum, d.h. die Topologie
ist definiert durch eine Familie {p,} von Halbnormen. Jede dieser Halbnormen p
definiert einen Banach-Raum V), durch Quotientenbildung nach dem p-Nullraum
und Vervollstandigung beziiglich p. Die kanonische Abbildung V' 3 z +— [z], € V,
ist (i.a.) weder surjektiv noch injektiv. Sei nun ¢ > p eine groflere Halbnorm, d.h.
es gibt ein M > 0 mit p(z) < Mq(z) fir alle z € V. Dann gibt es eine natiirliche
Abbildung ¢y, : V, 3 [z], — [z], € V},, denn 0 € V,, wird auf 0 € V], geschickt und
jede g-Cauchy-Folge ist auch p-Cauchy-Folge.

Definition 2.5 Ein lokal-konvexer topologischer Vektorraum (V, {pa,}) heiBt nukle-
ar, wenn es zu jeder Halbnorm p eine gréBere Halbnorm ¢ gibt, so daB die natiirliche
Abbildung ¢4, : V, — V}, nuklear ist.

Der Schwartz-Raum S(R") sowie der Vektorraum C*> (M) der glatten Funktionen

auf einer kompakten Mannigfaltigkeit M sind nuklear. Fiir vollstandige nukleare

Réume gilt Heine-Borel (jede beschrankte abgeschlossene Menge ist kompakt).
Nach diesen Vorbemerkungen kénnen wir zitieren:

Theorem 2.6 (Bochner-Minlos) Sei V' reeller nuklearer Vektorraum, und ei-
ne stetige Abbildung F: V — R mit F(0) = 1 sei von positivem Typ [d.h. es gilt
i)-131) in Satz[ZZ3]. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes normiertes Borel-Maj$
w auf dem Dualraum V', so dafs

Fo) = [ (o)

Zum Beweis. Ein Beweis fir V' = S(R™) wird in [GI87, §A.6] gegeben, basierend
auf Thm ] und Approximationstechniken giiltig fiir nukleare Réume.

Wie im endlich-dimensionalen Fall gilt: Falls A — F(\v) geniigend oft diffe-
renzierbar ist, gilt

aN
F()\l’l}l + 4 )\NUN) . (26)

» ¢(U1) T ¢(UN)dM(¢) = (—I)Nm A\p=0
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Wir betrachten die Schwinger-Funktion S; des freien Euklidischen Feldes.
Nach Aufgabe 1.iii) von Blatt 6 des letzten Semesters gilt fiir x # y

d {z—y,q)
Sey) = [ ol 1)
R

o (2m)P |lql]? + m?

Im distributionellen Sinn ist (z,y,q) — v(x)v(y)”ﬁ]i'gifng fir v € S(R”) inte-

D
grierbar, denn |e o L ((< 0 > +m ) el<x*y’q>>. Da dann die

lal2+m? " (lg[P+m2)P+1 oz dy
Integrationsreihenfolge getauscht werden kann, gilt fiir reellwertige v € S(R?)

Sveo = [ den)wmsen = [ dd@ o0 ey
1

o(q) = (2m)D/2 /RD dx 6i<$7q>v($) :

Hier besteht eine gewisse Ahnlichkeit zum Schwinger-Funktional, das jedoch nur
auf Testfunktionen erkliart war, die auf zusammenfallenden Punkten mit allen
Ableitungen verschwinden: Sy(f®) mit f? € S(R?P) und f® = 0 mit allen
Ableitungen auf der Diagonalen. Hier sehen wir Sy(v ® v) als durch die rechte
Seite definiert an. Dann erfiillt F'(v) := exp(—3S2(v ® v)) die Voraussetzungen
des Bochner-Minlos-Theorems, so dal es ein normiertes Borel-Mafl x4 auf dem
Raum (S(RP”))" der temperierten Distributionen gibt mit

Sy ® - ®uy) = / B(01) - Son)dpu(0) (2.9)

(SRD))y
aN

N
= (—i)" =——F(\ cee A .
( 1) 8)\1 s 8)\]\7 ( 101+ + NUN) A=0
Hier konnen die Triger der v; im Einklang mit dem Schwinger-Funktional Sy
gewahlt werden.
Diese Resultate machen die Definition der Schwinger-Funktionen iiber die
formelle Zustandssumme rigoros:

—3 [ dz ($(~2+m?)¢)(z) D
e 2
)= [ oten)---tax) . 9]

Sn(1,... zy (2.10)

mit Z = [e” 2 [ dz (B(=Atm)d)(@) D]

3 Feynman-Kac-Formel und Gell-Mann-Low Formel in
der Quantenmechanik

Das Bochner-Minlos-Maf des freien Feldes soll geeignet gestort werden. Anhalts-
punkt dafiir ist die Feynman-Kac-Formel, die eine Stérung des Wiener-Mafles
beschreibt.
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Der Wirmekern e~ zum Hamilton-Operator Hy = —%A hat eine Darstel-
lung als Integralkernoperator

(e7" o) (q) = /R . d¢ K" (q,¢)0(d) . K (¢,q)=

1 _lla=d"11?
Qrypr2¢ -
(3.1)

Positivitiat K, (0)(q ¢') > 0 und Normiertheit [ d¢' K, © (¢,q) = 1 fithren fiir D >
3 (in D = 2 gibt es ein IR-Problem) auf die Existenz eines Mafes diW , auf
dem Raum W(q, ¢, t) der stetigen Wege ¢(t) zwischen festgehaltenen Punkten
¢(—3) = q und q(3) = ¢"

Theorem 3.1 Seien A;(q) beschrinkte Multiplikationsoperatoren auf L*(q,dq)
und —% <t <<ty < % Dann kann explizit ein Majs dW(;q, auf W(q, ¢, t)
konstruiert werden (das konditionierte Wiener-Maf3) mit

/HA th — ( (tl_(_%))HOAle_(tQ_“)HOAQ .. -ANe_(%_tN)H())(q, q’)
(3.2)
Zum Beweis. Siehe Glimm-Jaffe [G.I8T, §3.1]. Betrachte zunéchst eine Teilmenge

Zp (a,q)
= {q:[~5, L] > Rstetig : q(—%) =q, q(t;) € I;, q(£) = ¢} (3.3)

von Wegen ¢(s) in W(q, ¢, t), die an N Zwischenpunkten ¢; mit —£ <¢; <--- <
ty < 3 in Borel-Mengen I; C B(R") liegen. Solche Mengen helﬁen Zylindermen-
gen, und diesen ordnen wir folgendes (konditioniertes) Maf zu:

Ztl -----

I % XIN
/d‘h / dgn K tf( t/2)<q QI>Kt2 tl(QI7QQ) Kz?/%tN(‘Jqu/)- (3.4)

Fiir dieses mufl man die Eigenschaften wie o-Additivitdt zeigen, was letzt-
min(|t|, |s|) fiir st >0

0 fiir st <0
zuriickgefithrt wird. Die Gleichung (BH) ist fiir diese Zylindermafie automa-
tisch [GJ87, Cor 3.1.2] und setzt sich auf Borel-Mafe auf dem kompakten
Raum Xge[_y/2,¢/9/(RU{o0}) fort (kann mit Stone-Weierstral und Riesz-Markov-
Theorem gezeigt werden, siehe [RS7H, §X.11]). Diese MaBe sind jedoch konzen-
triert auf Holder-stetigen Wegen mit Holder-Exponent < 1 ([RS75, Thm X.67]
oder [G.I87, Thm A.4.4]).

lich auf Gaufische Prozesse der Kovarianz C(s,t) =

Fiir beschrinkte Operatoren gilt die Trottersche Produktformel eA+t? =

lim,, o (e4/"eB/™)". Diese verallgemeinert sich fiir gewisse unbeschrinkte Ope-
ratoren:
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Satz 3.2 Seien Hy,V wesentlich selbstadjungiert und wunterhalb beschrdinkt,

und sei H = Hy + V wesentlich selbstadjungiert. Dann gilt e " =

s- limn%w(e*H‘)/”e*V/")”.

Zum Beweis: z.B. Glimm-Jaffe [GI&7, Thm 3.2.2].

Durch Einsetzen von (Bf) und Grenziibergang garantiert durch dominierte
Konvergenz zeigt man:

Theorem 3.3 Sei V' eine stetige reellwertige und unterhalb beschrinkte Funkti-
on auf R, mit H = —%A + V' wesentlich selbstadjungierﬂ. Dann gilt fiir den
Integralkern K;(q,q') von e ' die Feynman-Kac-Formel

Kila.d) = [ (- [ " vatoas)aw, (3.5)

—t/2
Analoge Aussagen gelten fiir Hy = —3A+3||¢/|?*—1, d.h. den harmonischen Oszil-
lator. In diesem Fall ist Kt(o)(q, q') der Mehler-Kern, und sei dU; , das zugehorige
MaS.

Sei 2y der Grundzustand des harmonischen Oszillators, Hy{2y = 0. Dann 148t
sich ein neues Maf3

dpg = / dqdq’ Qo(q)Qo(q')dU;,q,
RD xRD

einfiithren, fiir das nach dem Analogon von (Bf) gilt

N
J T Adattdio = (@0, Ase 00 239 (3.6)
=1

Ziel ist die Verallgemeinerung auf den Integralkern zu e~*0+V)_ Dieser ist punkt-

weise positivitatserhaltend, und fiir solche Kerne 1a8t sich zeigen (Glimm-Jaffe,
§3.3), daBl der Grundzustand Q2 von H = Hy+V (falls existent) bis auf Phase ein-
deutig ist, strikt positiv gewéhlt werden kann und (€2, Q) # 0 gilt. Sei HQ2 = EX)
und H = H — E > 0. Nach Spektraltheorem gilt e~ = [ e tO=E)dpy. Fiir
t — oo iiberlebt (im Sinn der starken Operator-Topologie) nur die Projektion
auf den Grundzustand, also (€, Q) = s-lim;_, et y. Nach kleiner Rechung
ergibt sich die euklidische Gell-Mann-Low-Formel

N
H Aiq(ti))e” JL Via(s)ds gy
i=1

<Q, Ale_(t2_t1)HA2 R 6_(tN_tN71)HANQ> = hm
100 /e_ I Viatonas g o

(3.7)

2Nach Kato-Rellich automatisch fiir V = Vs + Voo mit Vo € L? und Voo € L>®
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Wir nehmen diese Formel als Motivation, Schwinger-Funktionen einer wech-
selwirkende Theorien zu definieren als

/ B(v1) -+ - pluy)e” I P9 g, ()
(SRP)Y

(3.8)
/ e fP(¢($))9(x)dwd,u(¢)
(S(RD))!

Sy ® -+ Quy) =

fiir ein Polynom P, z.B. P(¢(x)) = ¢*(z). Dabei ist du(P) das Minlos-Maf des
freien Feldes. Im Unterschied zur Quantenmechanik treten in der Feldtheorie
jedoch mehrere Probleme auf:

e Produkte ¢™ von Distributionen sind zunéchst nicht erklart und miissen
geeignet konstruiert werden. In D = 2 Dimensionen geniigt eine Normal-
ordnung, um die es im nichsten Abschnitt geht.

e Bei der Normalordnung geht die Beschrinktheit von unten verloren, aber
auch sonst ist die Integrierbarkeit von e/ P(@@)dz nicht garantiert! (es
geht hier nicht um formale Storungstheorie, sondern Konvergenz!) Des-
halb mufl das Integral auf endliches Volumen und endliches Zeitintervall
eingeschrinkt werden, was am zweckméfligsten iiber eine Testfunktion g
mit kompaktem Trager an Stelle einer Kopplungskonstanten geschieht
(Regularisierung). Dadurch geht Euklidische Invarianz verloren.

e Der Grenziibergang g(z) — g = const zur Restauration der Symmetrien
ist duflerst schwierig.

4 Normalordnung

Beginnen wir mit einer formalen Definition der Normalordnung. Dafl damit man-
che Probleme gelost werden, wird erst spéter klar. Intuitiv beseitigt die Nor-
malordnung in der Formulierung durch Feynman-Graphen die Tadpole-Beitrége,
und diese sind fir D = 2 die einzigen stérungstheoretischen Divergenzen. Das
Problem der Konvergenz der Stérungsreihe verbleibt jedoch.

Hintergrund der Konstruktion ist die Tatsache, daf3 die positive Bilinearform
auf dem nuklearen Vektorraum V', die nach Bochner-Minlos das Maf} ;1 bestimmt,
ebenso zur Konstruktion eines Euklididischen Fockraus F (V') genutzt werden
kann (analog zu (Z4)-(3) fur V' = R"). Normalordnung im Fockraum bedeutet
“Erzeuger links von Vernichtern”. Mit ¢(v) = a(v) + a*(v) folgt

D o(v1)@(va) 1 = a(vr)a(vz) + a”(vi)a(vz) + a*(v2)a(vr) + a*(v1)a™(vs)
= (v1)P(v2) — [a(v1), a”(va)] = d(v1)Pp(v2) — (v, v2)

= P(v1)P(v2) — (Q, d(v1)P(v2)Q) = P(v1)P(va) — . P(v1)p(va)dp(e) -
(4.1)
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Insbesondere hiangt die Normalordnung vom MaB ,u ab!

Sei nun abkiirzend ¢; := ¢(v;) und (¢, - - = [ b1+ dndp(p). Man
kann per Induktion beweisen, dafl die Normalordnung durch folgende Rekursi-
onsvorschrift definiert ist:

: gb? =1
(PPN =0 furng+---+ny>1
a 71 n ni n n
T%: 1 ON =y kkl' N (4.2)
Samtliche Ableitungen von p-Integralen verschwinden. Es folgt beispielsweise
Lh1 = d1— (D)

LT = T — 201(01) — (97) + 2(61)2
L O1d2 1 = P12 — Q1(d2) — P2(P1)y — (P102) + 2(01) (P2
L dY = @7 — 30T(d1)u — 301(3) u + 601(1) % — (67) + 6(¢1) (7). — 6(e1);,
L Bida = Bida — 20102(P1)u — Ga(PT)u + 202(1)5 — G (P2) — 201 (Drha) + Adr (D) u(B2)u
- <¢%¢2>u + 4<¢1¢2>u<¢1>u + 2<¢2>u<¢%>u - 6<¢2>u<¢1>i

Der Unterschied zu (1)) liegt darin, da$ fiir Gausche Verteilungen die p-Intgrale
iiber Monome ungeraden Grades verschwinden.

Fiir eine einzige Zufallsvariable definiert man sinnvollerweise das erzeugende
Funktional : exp(agy) == n, . ¢y . Ableitung und Normierungsbedingung
liefern sofort : exp(agpy) := M woraus : ¢f : direkt zu erhalten ist.

(exp(ago))y’

Tatséchlich ist eine einzige Zufallsvariable keine Einschriankung: Fiir kommutie-
rende Variablen, insbesondere kommutierende Zufallsvariablen, gilt die Polarisa-
tionsformel

Xom S0 Y (bt X (43)

11 <t <--<ip

Fiir lineare Funktionale v — ¢(v) geniigt es deshalb, die Normalordnungen
: @(vp)™ : einer einzigen Variable zu kennen.
Fiir gauBverteilte Zufallsvariablen gilt

(€)= [ et d() = et — e e (4.4
und somit nach analytischer Fortsetzung

explagy) 1= exp (ad — 5 (63),.) (4.5)

Daraus gewinnt man Identitdten der folgenden Art: Sind ¢q, ¢ gauBverteilt, so
auch a¢g, + ¢y, und es folgt

(197 115" 1)y = mn”!<¢1¢2>z : (4.6)
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