Das Thirring-Modell

1 Vorbemerkungen

Das Modell wurde 1958 von Walter Thirring vorgeschlagen [Thi58]. Es beschreibt
ein Dirac-Fermion in zwei Dimensionen mit Strom-Strom-Wechselwirkung.
Das Modell ist einfach genug, um sdmtliche Korrelationsfunktionen (Wight-
man/Schwinger) bestimmen zu koénnen. Dennoch ist es ein sehr reichhaltiges
Modell, das viele typische Effekte der Quantenfeldtheorie zeigt: Renormierung,
anomale Dimension, chirale Symmetrie (und deren Brechung), anomale Phase.

In den ersten Jahren gab es widerspriichliche Resultate, weil Renormierung
und Normierungsbedingungen noch nicht verstanden waren. Der entscheidende
Schritt zur Losung gelang Johnson [Joh61], der eine Selbstkonsistenzgleichung fiir
die 2-Punktfunktion herleiten konnte. Die dazu notwendigen Schritte sind keines-
falls trivial. Genutzt werden Symmetrie-Forderungen, allerdings in bestimmter
Weise abgeschwiicht als Folge von Renormierungseffekten. Die Ward-Takahashi-
Identitéten (welche die Symmetrie beschreiben) besitzen Anomalien (auch erst
spéter verstanden), da die Feld-Strom-Kommutatorrelationen durch Renormie-
rungseffekte modifiziert werden miissen. Die Form dieser Anomalien wurde ge-
schickt erraten, um die Gleichungen nichttrivial zu machen. Eine Kombination
von Schwinger-Dyson-Gleichungen (Quanten-Bewegungsgleichungen) mit Ward-
Takahashi-Identitdten fiir die chirale Symmetrie liefert eine geschlossene und
16sbare Gleichung.

In Verallgemeinerung dieser Methode konnten Klaiber [KIa68] und un-
abhéngig Hagen [Hag67] sdmtliche Korrelationsfunktionen angeben. Einen guten
Uberblick bietet eine Arbeit von Swieca [Swi77] sowie das Buch von Abdalla-
Abdalla-Rothe [AAR9]].

Wir folgen im wesentlichen der Arbeit von Klaiber.

2 Thirring-Modell als klassische Feldtheorie
Wir betrachten die Wirkung

S = /R 2 dx(i@(x)y“(@u\ll)(x) + gJ“(x)Ju(x)) L JMx) = T (2)
(2.1)

Wir kénnen ~° = ( (1) (1) ) und 7' = < _01 (1] ) fir die y-Matrizen in C¢; ;

-1 0
0 1
T* als zu U adjungierter Matrix. Uber Paare gleicher oberer+unterer Indizes

annehmen und definieren 7% = %41 = ( ) Dann ist ¥ = ¥*y" mit
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wird von 0 bis 1 summiert. Das Heben/Senken von Indizes geschieht mit der

Minkowsi-Metrik: v = vy und v! = —v;. Mit diesen Konventionen folgt
JhT, ==, T (x) = U () U () = e, (2.2)
€n=—€0=—€"=€e=1, P =el=0.

Somit erhalten wir die Feldgleichungen

0,9 (x) = —gJ,(2)7"¥(2) = gJ, (x)7"7 ¥ (@) | (2.3)
welche eingesetzt in die Strome J#, J* auf die Erhaltungsiitze
oIt = —e",J, =0,  9,J"=e"d,J, =0 (2.4)
fiithren. Auf R? folgt nach Poincaré-Lemma
1 ~ 1 ~
J(x) =1 —0,J(x), Jy(x) =1 —0,J(x), (2.5)

VT VT
fiir Funktion J, J, welche jeweils die d’Alembert-Gleichung lésen:
9, J(x) =0, 99, J(x)=0. (2.6)
Bilde nun t(z) 1= e @@+ J @)y () fiir o, B € R, dann folgt

Yo () = i@ (2)=67°J (@) ( — imad,(x)y*(z) — iﬁﬁfy“*yg’jﬂ(x)w(x) + ’y“@l’(m))
_ ei(aJ(x)_gysj(x))<—aﬁg+Bﬁ i 1>7Mau11’($) _ (2.7)

Somit erhalten wir eine einparametrige Familie von Losungen der freien Feldglei-
chung;:

a—ﬁz% = 9 =0. (2.8)

Starten wir umgekehrt mit einer Losung der masselosen Dirac-Gleichung
VWO = 0, so folgt fiir j#(z) := Y(x)y"¢(x) und j*(x) = P(x)y"+ P (z) ge-
nauso j,(x) = ﬁ@u‘j(x) und j,(z) = ﬁ@uj(x), und

U(z) = ei(aj(x)+6v53(r))¢<x) (2.9)

16st fiir o — = % die Bewegungsgleichung des Thirring-Modells.

Es scheint also, dafi die Kopplungskonstante g keine Bedeutung hat und auf
jeden anderen Wert, insbesondere 0, transformiert werden kann. Fiihrt man diese
Schritte mit Quantenfeldern aus, so hat man es in einem Zwischenschritt mit
masselosen Klein-Gordon-Feldern 0*9,,j7 = 0 und 8"@3 = 0 zu tun. Solche Felder
gibt es in zwei Dimensionen nicht! Das manifestiert sich in Divergenzen, man hat
also zu regularisieren, und im Limes iiberlebt etwas (Anomalien), was doch einen
Unterschied zur freien Theorie macht (wenn auch nicht in ¢ sichtbar).
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3 Das freie masselose Fermion

Dieses hat eine Fockraum-Darstellung

W(x) \/ﬂ/ ellplz®—pat) 4 b<p)€*i(\p\x°fp:v1)>u(p) ’ (3.1)

{a(p),a”(9)} = {bp), b"(¢)} = d(p — q) ,

mit u(p) = ( 09((_;))) ) als Losung von (7°|p| —v'p)u(p) = 0. Insbesondere hingt
0 _ 1

die obere Komponente ?; nur von z° + ! ab, die untere 1), nur von z° — z'.
Unter Verwendung von (p) = u*(p)y° = ( 0(p) 6(—p) ) lassen sich die Anti-
kommutatoren —iSy4(x — y) := {a(x), s (y)} berechnen.

Als Strome werden normal-geordnete Operatorprodukte definiert:

jla) = bl (@), ) = b))y () « . (3.2)

Nach formaler Ausmultiplikation werden die Operatoren a,a*, b, b* unter Beach-
tung von Vorzeichen so angeordnet, daf} alle Erzeuger a*, b* links von den Vernich-
tern a, b stehen. Konkret ersetzt man a(q)a*(p) — —a*(p)a(q). Definiert man das
Vakuum durch a(p)Q = b(p)Q = 0, so folgt (€, j*(z)Q) = 0 = (Q, j*(x)Q). Oh-
ne die Normalordnung wiirden diese Erwartungswerte divergieren. Eine ldngliche
Rechnung liefert:

i dk
\/W
O(kp)Y (p)b(p + k) — B(kp)a” (P)a(p + k) + 0(p(k — p))a(k — p)b(p)) -
(3.4)

(@) =

M( (k)e—i(vc\xo—kxl) _ C*<k)ei(\k|m0—lml)> ’ (3.3)

f/

Die ¢,c¢* sind bosonische Operatoren auf dem fermionischen Fock-Raum,

[e(p), ¢* (k)] = 6(k — p) und ¢(p)Q = 0.

4 Regularisierung

Der Stromoperator j#(x) kann nun nicht einfach als Gradient eines Operators j(x)
aufgefat werden, der formal durch Weglassen des k* entsteht. Die Divergenz bei
k = 0 wird wie folgt regularisiert:

oy 1 dk ek _
7@ = 75z L 0 — |K])) |
) = e [ IE ey (R g ) (4.1)

NI AN
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mit ¢, ¢* wie oben. Diese Operatoren haben wohldefinierte Ableitungen:

ﬁ(@w‘* +0,J7) = ju- Analog gilt fiir

(@) = jQ_W W' (k) (k) (7 H5°5) (0 — 1)) |
i) = jQ_W W' (k) (k) (60844 _ g(y0 — (k)

die Relation ﬁ(@uﬁ +0,77) = Ju-
Wir benotigen die Kommutatorrelationen dieser Felder:
(@), W] =1 (@).7" ()] = =D, (z.y) .

(@), 0 W) =1 (2),i" ()] = =D, (z,y) ,

Do) = 5 [ g — g ) ) — g~

mit
POL Ak e
D*(¢) = Fo- o (RN g — k)
2|/<?|
o k‘ +i(|k|2z0—kxl) —1).
=5 [ itk )

(4.2)

(4.3)

k1))
(4.4)

Alle Distributionen D enthalten ein zusétzliches sign(k) unter dem Integral. Die

Kommutatoren sind also nicht mehr translationsinvariant!

Das Problem &8t sich fiir die Strom-Fermion-Kommutatoren reparieren durch

geschickte Kombination mit den Ladungsoperatoren

Q= /R dp(b*(p)b(p) — a*(p)a(p)) ,
Q= /R dp sign(p) (b*(p)b(p) — a*(p)a(p)) -

Diese Operatoren erfiillen

Q. v(2)] =—v(), [Qv(@)]=—7"V()
Q.7 ()] = [Q.5% ()] = [Q. ] j
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Wir bilden fiir noch zu bestimmende v; die Operatoren
¢ (1) = VA(1QA*(2) + nOAH()) | (4.9)
G (7) = V7 (1QA% (2) + QA* (7)) .
Es werden Kandidaten fiir wechselwirkende Fermionen definiert als
U(z) i= X @ap(z)eX @ U(z) = e X @yh(z)e™X @ (4.10)
X (@) = ajF (@) + ¢ (2) + 385 () + 950 (2) -

Dabei wirkt 72 als —1 auf die obere Komponente von ¥(x) und als +1 auf die
untere Komponente. Nach Konstruktion gilt (€2, U(z)Q) = 0 = (Q, U(x)2).

5 Wightman-Funktionen

Ziel ist zu klédren, ob es «, (8, v; derart gibt, dafl

(0, 0(n) - () T(y) - T(ya) ) (5.1)
die Wightman-Axiome erfiillen. Dazu miissen die ¢X nach links und die ex”
nach rechts kommutiert werden, wo sie auf dem Vakuum die Identitit ergeben.
Wegen etel = e*eBe fiir [A, B] = A und Aef = e*eP A fiir [A, B] = \A ergeben
die Kommutatoren eine globale Phase mit gewissen Vorfaktoren vor A*(x;), die
dann verschwinden miissen. Es gilt

X (@) X (W) S0P +B792799) Dy () +HioB (v D (2,9) +73 Diaa (y,2)) pix ™+ (v) pix ™ (@) : (5.2)

\Ij(x)eiﬁ ¥ — vA(Dil (y,x)ﬂif):f(y,x)+V1A+(y)+V25+(y)+V3735+(y)+V4v2A+(y))eix+(y)\Ij(x)
y)eix+($)
(5.3)

und dhnlich fir Kommutatoren mit W. Die v; sind nun so zu wihlen, daf alle
Koeffizienten von A*(z;) verschwinden:

1/1:(1(1—%), ngﬁ(l—%), 1/3:@(1—%), V4:ﬁ(1—£>.

eix‘(x)q;(y) — o~ WD (29) 47y Dy (y,2) +r1 AT (2) 12 A% (@) +vs 7y A (2) +rary AT (2)) U

Insgesamt erhilt man die translationsinvarianten Wightman-Distributionen

(Q (1) V(@)U (y) - V() Q) = €T ENQ (1) (@) (1) - () )
F(z,y) = Z ((a + b’Yiﬂik)D*(xj —xr) + )\(fy;?j + ’yik)[?’(a:j — SL’k)>

Jj<k

+ 3 ((a+ 053500 (5 =) = A, +95)D (s —w))  (5:5)

j<k
jk
a:=0ao®—2yra, b:=p*-2vnB, ANi=af—Vala+p5). (5.6)
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Lorentz-Invarianz ist nicht automatisch; wir zeigen D~ (€) # D~ (A€). Deshalb
hat Johnson A = 0 gesetzt, was jedoch nicht zwingend ist. Zur Berechnung von

D™ und D~ starten wir mit folgenden regularisierte Integralen, die in Gradsteyn-
Ryshik zu finden sind:

o dk ip(£0—
A= R )
i

= Ko(ml¢"~¢']) = Srsign(¢"—¢") (Io(ml¢"~¢')) — Lo(m|e'~€'))  (5.7)

Dabei sind Ky, Iy Besselfunktionen und L eine Struve-Funktion. Mit 7,,(0) = 1,
Ly(0) = 0 sowie der Reihendarstellung

folgt im Limes m — 0

/ @(e_ik(go_gl) —0(p — k:)) = —log(ue "Me0 — ¢l)) — ESign(go —&h
o k 2
im

= —log(ue "W — ¢! —ie)) = — . (58)

Analog findet man

0 dk i(|k|§0—ke! / ir
dk ¢ Sareo-key _ gy — 16l = — . o in
/Oo |;€|<6 ST — 0(u |k‘|)> = —log(ue "W (" + ¢! —ie)) 5 - (5.9)

Somit ist D, nicht aber D, Lorentz-invariant:

D(€) = 1 (log((pe " (646, — iet”)) i) (5.10)
B(€) = - log =8 =1

4w T O£ — e

Genauer gilt, wenn £# — (A&)H,
¢° coshx sinhx \ (¢° A" =& =e X - &),
()~ (S ) (8) - {3ere) Zhedd) o

Somit folgt D~ (AE) = D~ (£) — 5. Zusammen mit der chiralen Transformation

U(z) — e (A z) und P(z) — Y(A'z)e 37 entsteht effektiv die folgende
chirale Lorentz-Transformation auf dem durch ¥, ¥ erzeugten Unterraum:

U (AT (2)U(A) = etz B (A 1) (5.12)
U~ (A)T(2)U(A) = T(A z)e ata)xr
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Insgesamt liefert diese chirale Lorentz-Transformation der Wightman-Funktionen
einen von Y, nicht aber von z!,y! abhingigen konstanten Faktor. Sieht man
sich die nichtverschwindenden Spin-Konfigurationen genauer an, so heben sich
alle Faktoren gegeneinander weg, und die Wightman-Funktionen sind Lorentz-

invariant.
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