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Teil 1
Differenzierbare Abbildungen

Im Gegensatz zur eindimensionalen Differentialrechnung gibt es im Hoher-
dimensionalen verschiedene Differenzierbarkeitsbegriffe. Partielle Ableitungen
hatten wir bereits gegen Ende des ersten Semesters eingefiihrt.

1 Differenzierbarkeit

Zentral bei differenzierbaren Abbildungen ist die lineare Approximierbarkeit in
Analogie zur Steigung der Tangente an eine eindimensionale Funktion. Diese li-
neare Approximierbarkeit 148t sich koordinatenfrei formulieren und kann deshalb
auch in unendlich-dimensionalen normierten Vektorrdumen definiert werden. Fiir
das totale Differential gibt es ein Analogon zur Kettenregel.

Definition 1.1 Sei U C R" eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : U — R™
heiBt total differenzierbar (oder einfach nur differenzierbar) im Punkt z € U, falls

es eine lineare Abbildung A(x) : R" — R™ und eine auf einer offenen Umgebung V'
von 0 € R™ definierte Abbildung ¢ : V' — R™ gibt, so daB

flx4+&) = flx)+ Alx) o+ ¢(&) mit lim (&) 0 firalleleV.

ngn TiEll

Dann heiBt die lineare Abbildung (Df)(xz) := A(z) das totale Differential (oder
einfach nur das Differential) von f im Punkt z.

Eine differenzierbare Abbildung f : U — R™ heiBt stetig differenzierbar, wenn
das Differential Df : U — Hom(R", R™) stetig ist.

Einige Bemerkungen:

e Um den Restterm nicht ganz so miihsam zu charakterisieren, schreibt
man einfach o(||¢||) und meint eine Abbildung ¢ : V' — R™ mit obigen
Eigenschaften.

e Da alle Normen auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen &quivalent
sind, ist die Definition der Differenzierbarkeit unabhéngig von der Wahl
der Norm.

e Die lineare Abbildung A(z) : R® — R™ ist beziiglich der Standardbasen
durch eine (m x n)-Matrix gegeben, die wir mit dem gleichen Buchstaben
bezeichnen, A(z) = (a;;(z)) € M(m x n,R). Die Matrix A = Df heifit
Jacobi-Matriz. Variiert man den Punkt x € U, so ist D f also durch m-n
Funktionen a;; : U — R bestimmt.

1
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e Zur Definition der Stetigkeit von Df : U — Hom(R",R™) ist
Hom(R",R™) als endlich-dimensionaler normierter Vektorraum aufzu-
fassen. Eine mogliche Norm ist die Operatornorm.

e Oft schreibt man auch df oder f’ fiir das totale Differential. Wir reser-
vieren d fiir das spéter einzufithrende duflere Differential.

Die Definition 148t sich auf unendlich-dimensionale normierte Vektorraume ver-
allgemeinern:

Definition 1.2 Es seien (X, || ||x) und (Y, || ||y) normierte Vektorrdaume und U C

X eine offene Teilmenge. Eine Abbildung f : U — Y heiBt Fréchet-differenzierbar

im Punkt z € U, falls es einen linearen beschrankten Operator A(z) € B(X,Y) und

eine auf einer offenen Umgebung V' von 0 € X definierte Abbildung ¢ : V' — Y gibt,

so daB

flo4E) = (S B
r+&)=f(r)+Al@)ol+¢(§) mit lim 0 firalleleV.

A el

Dabei ist die Konvergenz in Y beziiglich || ||y erklart. Der lineare beschrankte Ope-
rator (D f)(z) = A(z) heiBt dann die Fréchet-Ableitung von f im Punkt .

Wir erinnern an die partiellen Ableitungen aus dem 1. Semester:

Definition 1.3 Sei U C R" eine offene Teilmenge. Eine Funktion f : U — R heiBt
im Punkt x € U partiell differenzierbar in der j-ten Koordinatenrichtung, falls der
Grenzwert .
(03)(x) = lim 5 (/& + hes) = /(@)
h#£0

(die j-te partielle Ableitung von f in x) existiert. Eine Funktion f : U — R heiBt
partiell differenzierbar, falls (0; f)(x) fiir alle x € U und alle 1 < j < n existiert, und
stetig partiell differenzierbar, falls alle Funktionen 0;f : U — R stetig sind.

Iterativ konnen hohere partielle Ableitungen eingefiihrt werden. Zentrales Ergeb-
nis ist der Satz von Schwarz: Fiir zweimal stetig partiell differenzierbare Funk-
tionen vertauschen die zweiten partiellen Ableitungen.

Eine Verallgemeinerung der partiellen Ableitung ist die Richtungsableitung;:

Definition 1.4 Sei U C R"” offen, x € U und v € R" ein Vektor. Dann heilt der

Differentialquotient
(D, f)() = lim LE 1) = f(@)

t—0 t
140

die Richtungsableitung der Funktion f : U — R im Punkt = in Richtung v.
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Insbesondere sind die partiellen Ableitungen die Richtungsableitungen in Rich-
tung der Standardbasisvektoren, (D, f)(z) = (0;f)(z). Damit folgt aus der Exi-
stenz aller Richtungsableitungen die partielle Differenzierbarkeit. Die Umkehrung
gilt nicht.

Wir zeigen zunéchst Implikationen der totalen Differenzierbarkeit:

Satz 1.5 Sei U C R" offen und sei f: U — R™ im Punkt x € U differenzierbar
mit f(z+€) = F(2)+ A@) € +o([€]}) und Df(z) = A(x) = (ai;(2)). Dann gitt:
i) f ist im Punkt v € U stetig.
i) Alle Komponenten f; : U — R von f = (f1,..., fm) sind im Punkt x
partiell differenzierbar mit (0; f;)(x) = a;;(x).
iii) f; besitzt Richtungsableitungen in jede Richtung, und fir v = Z?Zl
gilt (D f;)(x) ov = (Dyfi)(x) = 225, v;(9;fi)(x).

Beweis. 1) Wegen lim¢_,o A(x)-£ = 0 und lim¢_,g o(]|€]|) = 0 gilt lim¢_yo f(z+&) =
f(x). Damit ist f stetig.

ii) Ist e, der k-te Basisvektor der Standardbasis, dann ist A(z) o e; =
Yo aij(x)e;, so daB fiir § =h-e;j und f =3, fie; gilt

filx + h-e;) = fi(x) + ay(x) - h + o(h) = (9;fi)(x) = ay(x) .

€jVj

iii) Die Richtungsableitung ist

(Duf)(w) = lim = (F(x +10) ~ f(2))

t—0

—lim > ((Df)(x) o (t0) + 6(tv)) = (Df)(x) o v

t—0 ¢t

wegen ¢(tv) = o(|[tv||) = o(t). In der Standardbasis ist (D f)(z) ov = A(z)ov =
Doy iy viaii(w)es. O

Nach Satz[[H bietet sich folgende Strategie zur Uberpriifung der Differenzier-
barkeit einer Abbildung f : U — R™, U C R", an: Man bilde, falls existent, die
Matrix A(z) = (a;;(z)) der partiellen Ableitungen a;;(x) = 0;f;. Die Abbildung
f ist genau dann differenzierbar, wenn f(z + &) — f(z) — A(x) - £ = o(||€]||) fiir
alle £ € V.

2
Beispiel 1.6 Es sei f(z,y) = ( ;gx ) Es ergibt sich
(81f1)(l‘,y) :y2 ) (anl)(xay) :2ZL‘y,

(O1f2)(x,y) = ye* (O2f2)(2,y) = €,

3
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2 2y

T

also A(z,y) = ( J

- ) . Wir betrachten
ye e

_ Ca (€ @+ +n)? -y’ — &y - 2ayn
fotsyrn) = fla - a- (&) = (TN wT )

_ an® + 2yén + &’ B
B ( yer(et — 1 — &) +ne®(ef — 1) ) - O(W) )

da sdmtliche Eintriage der Matrix fiir 1/&2 4+ n? — 0 mindestens quadratisch gegen
0 gehen. Damit ist f differenzierbar mit (Df)(z) = A. q

Aus partieller Differenzierbarkeit folgt nicht die totale Differenzierbarkeit.
Zunéchst mufl die aus den partiellen Ableitungen gebildete Matrix nicht unbe-
dingt linear sein. Aber selbst wenn sie linear ist, kann es noch Probleme mit dem
Restglied geben:

Beispiel 1.7 Es sei

xy®
f(x,y) = m fiir (x,y) + (0’0)

0 fir (z,y) = (0,0)

Kritisch ist der Punkt (z,y) = (0,0). Dort existieren alle Richtungsableitungen,

1 ticosfsin®0
D cos 0,sin 07 0) =1i n 1 -
(Deoso.sin0)£) (0, 0) 130 £ 2 cos? 0 + thsin’ 0

Insbesondere ist f partiell differenzierbar in (0, 0) mit (9, f)(0,0) = (9,f)(0,0) =
0. Die aus den partiellen Ableitungen gebildete Matrix, die Nullmatrix, ist linear.
Deshalb ist das Restglied ¢(&,n) = f(&,n). Fiir die gegen (0, 0) konvergente Folge
(&, mi) = (2% cosf, 2% sin 0) ist

NG
aber fiir die ebenfalls gegen 0 konvergente Folge (&x, ) = (4% cosf, 2% sin #) haben
wir

(&) o cos Osin® 0 2k cos 6 sin? 0

lim ————=% = lim — 5 — =— —— #0
koo . /fi + 771% k—o0 W(cos 0 4 sin® 0) \/2% cos20 +sin2p 08 6 + sin* @
Somit ist ¢(0,0) # o(]|£]|), und f ist nicht differenzierbar in (0, 0). N

Ein hinreichendes Kriterium fiir (stetige) Differenzierbarkeit ist stetige parti-
elle Differenzierbarkeit:

4
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Satz 1.8 Set U C R" offen und f : U — R partiell differenzierbar auf U. Sind
alle partiellen Ableitungen 0;f stetig im Punkt x € U, dann ist f im Punkt x
total differenzierbar, und das Differential D f ist stetig im Punkt x.

Beweis. Da U offen, gibt es ein § > 0 mit Ks(x) € U. Wir wahlen ein £ =
(€1,...,&,) € R* mit ||¢]| < & und betrachten die Punkte 2*) := x + Zlefjej.
Es gilt 2(» = 2 und 2" = z + £. Da sich benachbarte z*~Y und z*) nur in der
k-ten Koordinate unterscheiden, kénnen wir den Mittelwertsatz der Differential-
rechnung anwenden: Es gibt also ein ) € R mit [n®)| < &, so daB

FE) = FE) = & (0NHY) y P =20 e

Das bedeutet

fla+8=f@)+> & @Of)y™)
k=1

4

= f@)+ > () @) &+ () Y™) = (0uf)(@)) - &

5(6)
Fiir £ — 0 strebt y, gegen x. Aus der Stetigkeit der partiellen Ableitungen folgt
lim (9, £)(y™) = (9 f)(2) und damit lim o(8) = 0.
lig e el
Somit ist f differenzierbar in = mit (Df)(z) = ((81f)(2), ..., (0nf)(z)). Ins-
besondere ist (Df) stetig in z. O

Durch Kombination der Sétze [LH und [ folgt, dafl jede stetig partiell diffe-
renzierbare Funktion f: U — R auf U auch stetig ist. Auflerdem gelten folgende
Implikationen:

: U — R stetig partiell differenzierbar
: U — R total differenzierbar

-

=
=
= f:U — R partiell differenzierbar

: U — R besitzt Richtungsableitungen in jede Richtung

Die Umkehrungen gelten im allgemeinen nicht.
Es gelten die iiblichen Linearitéts- und Produktregeln:

Satz 1.9 FEs set U CR" offen und fi, fo : U — R™ sowie f,g: U — R differen-
zierbar in x € U. Dann gilt:

i) fi1+ fo ist differenzierbar in x mit (D(f1 + f2))(z) = D fi(z) + D fo(x) ,
i) f-g ist differenzierbar in x mit (D(f - g))(z) = (Df)(x) - g(z) + f(x) -
Dyg(z) ,
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iit) Ist f(z) #0, dann ist } differenzierbar in  mit (D})(x) = — 75

Beweis. Ahnlich zu Satz aus dem ersten Semester. i) ist klar. Zu ii):

(f-9)x+&) —(f g)(=)

= (fz+&) — f(x) - gl@+ &+ fz)- (9(z+&) —g(x))
= ((Df)(@) -+ 0([9) - gla+ &)+ f(z) - (Dg(z) - &+ o([]]))
= (Df)(x) - g(x) + f(x) - Dg(x) + o(|[£]])

Analog ergibt sich iii). O

Satz 1.10 (Kettenregel) Seien U C R™ und V. C R™ offen, f : U — R™
und g : V. — R Abbildungen mit f(U) C V. Die Abbildung f sei im Punkt
x € U differenzierbar, und g sei im Punkt f(z) € V differenzierbar. Dann ist die
Abbildung go f : U — R¥ im Punkt x € U differenzierbar, und es gilt

(D(g o f))(x) = (Dg)(f(x)) o (Df)(x) -

Beweis. Nach Voraussetzung gilt

fa+8) = f(@)+(Df)(@)os+o(llEl) . gly+n) = g(y)+(Dg)(y)en+o(|nl) -

Wir berechnen

(90 Nla+¢) = 9(f(a+8) = 9( f@) + (D)) o €+ oll€]))

it
=9(f(2)) + ( 37)) o ((D §+0(H§H))
+o([|(Df)(x) o €+0(||€||)H)
Linaritic = = (g 0 f)(z) + ((Dg)(f(x)) o (Df)(w)) 0 &
+ (Dg)(f (@) e o(ll€]) + o([|(Df) (@) o €+ o(liED]])
Da die letzte Zeile wieder o(]|€||) ist, folgt die Behauptung. O

Zu beachten ist, dal (Dg)(f(x)) o (Df)(z) die Komposition linearer Abbil-
dungen bzw. die Multiplikation der entspechenden Jacobi-Matrizen ist. Die Rei-
henfolge von (Dg)(f(z)) und (D f)(x) darf nicht geéindert werden!

Beispiel 1.11 Es sei

f:R—=R? gegeben durch ft) = (t+1,¢* sint) ,
g:R* =R gegeben durch g(x,y,z) =" +yz.

Zu bestimmen sei D(g o f)(m).

6
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Da f, g stetig partiell differenzierbar sind, gilt

(Dg)(x,y,2) = (029, Oyg, 0.9) (x,y,2) = (%, 2,¥)

und
O fr 1
(D)) =| Oufa |(t) = | 2t
O f3 cost

Somit nach Kettenregel
D(go f)(m) = (Dg)(f(m)) o (Df)(7) = ("™, fs(), fo(m)) - (Df)(m)
- (J“,O,H) oo | =t = a2 4
-1
Ein wichtiger Spezialfall ist die Ableitung einer Funktion ldngs einer Kurve:

Definition 1.12 Unter einer (stetigen) Kurve im R™ versteht man eine (stetige)
Abbildung ¢ : I — R™ (wobei I C R aus mehr als einem Punkt besteht). Die Menge
[(c):={(t,c(t)) e I xR™ : t € I} CR""! heiBt Graph der Kurve c.

Definition 1.13 Eine Kurve ¢ = (¢4, ...,¢,) : I — R™ heiBt (stetig) differenzierbar
int € I, wenn jede Komponentenfunktion ¢; : I — R (stetig) differenzierbar in t € T
ist. In diesem Fall heiBt

(De)(t) = (t) = (¢)(t),...,d, (1) e R"
der Tangentialvektor an ¢ im Punkt ¢(t).

Satz 1.14 (Ableitung entlang einer Kurve) Es sei ¢ = (¢1,...,¢,) 1 [ —
U C R"™ eine in t € I differenzierbare Kurve und f : U — R™ eine in v = c(t)
differenzierbare Abbildung. Dann ist foc: I — R™ differenzierbar in t mait

D(f oc)(t) = (Df)(c(t)) o € (t) = (Do f)(c(t)) .

Folglich ist die Ableitung einer stetig partiell differenzierbaren Funktion ldngs
einer Kurve gegeben als die Richtungsableitung der Funktion in Richtung des
Tangentialvektors der Kurve.

Beispiel 1.15 Die Ableitung der Funktion f(z;y; z) := xyz entlang der Schrau-
benline ¢(t) = (cost;sint; ht) ist

htsint —sint
(foco)(t)= < htcost : cost > = ht cos(2t) + hsin(2t) . <
sintcost h
7
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Uber die Ableitung entlang einer Kurve kénnen wir den Mittelwertsatz ver-
allgemeinern:

Satz 1.16 (Mittelwertsatz) FEs seien U C R" offen, f : U — R™ eine diffe-
renzierbare Abbildung und c : o, 5] — U eine differenzierbare Kurve mit Rand-
punkten c(a) = a und ¢(5) = b. Dann gilt

B8
F(b) — fla) = / dt (DF)(e(t)) o (1)

Dabei ist das Integral komponentenweise (vektoriell) zu verstehen. Sind f und c
sogar stetig differenzierbar, so gibt es ein T € [«, 5] mit

f(b) = fla) = (B=a)(Df)(c(r)) o c(7) .

Fiir die Kurve ¢(t) := a+ (b—a)t € U gilt unter gleichen Voraussetzungen

1
F0) = f@) = [ de (Df)a+ (b)) e (b-a)
0
=(Df)a+(b—a)T)o(b—a).
Beweis. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist F;(5) —
Fi(a) = ff dt F!(t). Setzt man F' = foc, also F; = f; o ¢, so folgt die Be-
hauptung aus der Kettenregel (DF)(t) = (D f)(c(t)) o d(t). Die Formel fiir stetig

differenzierbare Funktionen und Kurven folgt aus dem Mittelwertsatz der Inte-
gralrechnung. U

Fiir den folgenden Schrankensatz benotigen wir die Abschétzung

H/abdt f(t)H S/abdt £ ()]

fiir eine vektorwertige Funktion f : [a,b] — R™. Dabei ist || || die aus dem
Skalarprodukt erhaltene Norm. Sei v = fab dt f(t) € R™, dann gilt

ol = (.0 = { [ e £(2).0) - / "t (70).v)

a

b b
(Cauchy-Schwarz) < / at £ 1ol = 1ol / at | £0)] .

Satz 1.17 (Schrankensatz) Es seien U C R"™ offen und f : U — R™ eine stetig
differenzierbare Abbildung. Mit || || werden die aus dem Standardskalarprodukt
erhaltenen 2-Normen auf R" bzw. R™ bezeichnet und mit || ||,, die Operator-
Norm einer linearen Abbildung. Sei c(t) := a+ (b —a)t € U fir alle t € [0, 1].
Dann gilt || £(b) — f(a)| < M|b—all mit M = sup,cio.n |(DF)a+ (b — a)t)]p.

8
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Beweis. Nach Mittelwertsatz [T, obiger Abschéitzung und Definition der Opera-
tornorm (Satz B2 im 2. Semester, in offensichtlicher Weise verallgemeinert von

B(V,K) auf B(V,K")) gilt

170) = @l = | [ dt D1+ @=apot—a)

g/o dt |(Df)(a+ (b= a)t) o (b — a)|
< [LatlPpta+t=aplplo—al < Mjp—al [ a1, D

Aus dem Schrankensatz bzw. Mittelwertsatz folgt in Analogie zu Satz 4.0 aus
dem 1. Semester folgender Identitétssatz fiir differenzierbare Abbildungen, den
wir zur Wiederholung der Begriffe der offenen und zusammenhéngenden Mengen
angeben:

Satz 1.18 Es sei G C R" offen und zusammenhdngend, und fiir eine stetig dif-
ferenzierbare Funktion f: G — R gelte Df = 0. Dann ist f konstant auf G.

Bewers. Wir miissen eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve zwischen z,y €
G konstruieren. Dazu sei

U, :={y € G : Jstiickweise stetig differenzierbare Kurve von z nach y} .

Die Menge U, ist offen: Sei y € U, C G, dann gibt es ein € > 0 mit K.(y) C G.
Andererseits 143t sich die Kurve von = nach y fortsetzen zu einer Kurve von x in
jeden Punkt von K.(y).

Angenommen, V, = G\ U, # @. Sei v € V, C G und € > 0 mit K (v) C G.
Dann ist auch K.(v) C V., denn gibe es einen Punkt w € K.(v), der durch
eine stiickweise differenzierbare Kurve mit x verbunden wéire, so wére auch v
mit x verbunden, Widerspruch. Also sind U,, V,, offen, nichtleer und disjunkt mit
G = U, UV,. Damit wire GG nicht zusammenhéngend, Widerspruch.

Somit gibt es eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve zwischen zwei be-
liebigen Punkten aus G. Ist D f = 0 auf GG, so ist nach Mittel- bzw. Schrankensatz

f(z) = f(y) = const. O

2 Vektorfelder, Gradient und Divergenz

Definition 2.1 Sei U C R" offen und f : U — R eine partiell differenzierbare
Funktion. Dann heiBt der Vektor

of af)eR”

(grad f)(z) = (axl,...,axn

der Gradient von f im Punkt x € U.

9
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Ist f: U — R differenzierbar, dann gilt nach Satz fiir jeden Punkt z € U
und jeden Vektor v € R"

(Df)(x)ov = (Dyf)(x) = (v, (grad f)(z)) -

Wiéhlen wir v als Einheitsvektor, ||v|| = 1, dann ist nach der Ungleichung von
Cauchy-Schwarz | D, f| < ||grad f||, mit Gleichheit genau dann, wenn v und grad f
linear abhéngig sind. Damit ist der Gradient in Richtung des steilsten Anstiegs
der Funktion gerichtet, und die Norm ||(gradf)(z)|| ist ein Maf fiir die Stérke des
Anstiegs.

Beispiel 2.2 Fiir f(z) = r gilt gradr = 2, der steilste Anstieg ist also radial
nach aufen gerichtet und vom Betrag her iiberall (aufler im Nullpunkt) konstant.

Fiir f(z) = % ist grad2 = —%. Der steilste Anstieg ist radial nach innen
gerichtet und wachst zum Nullpunkt quadratisch. N

Der Gradient ist linear und erfiillt die Leibniz-Regel: Sind f,g : U — R
differenzierbar, so gilt

(grad(f + ¢))(z) = (grad f)(z) + (grad g)(z) ,
(grad(f - g))(x) = (grad f)(z) - g(x) + f(x) - (grad g)(z) .

Der Gradient (grad f)(z) ordnet jedem Punkt z € U einen Vektor zu. So
etwas nennt man ein Vektorfeld:

Definition 2.3 Unter einem Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R™ ver-
steht man eine Abbildung v : U — R". Das Vektorfeld heiBt stetig/partiell differen-
zierbar/. .., wenn alle Komponenten von v stetig/partiell differenzierbar/. .. sind.

Die Vorstellung ist, dafl an jedem Punkt x = (xy,...,xz,) € U ein Vektor v(x) =
(v1(x),...,v,(x)) angeheftet ist. Eine niitzliche Konstruktion besteht darin, diese
Vektoren als Tangentialvektoren an Kurven ¢ : I — R" durch z = ¢(ty) zu
betrachten. Ist ¢(t) = (¢1(t),...,c,(t)), dann ist also

c(t) =vi(e®), cilto) =z firi=1,...,nund t,tg € I

Die Kurve selbst ist dann durch Losen (Integration) dieser 2n Gleichungen zu
erhalten und heifit Integralkurve des Vektorfeldes durch x. In der Physik werden
die Bilder der Integralkurven auch Feldlinien bzw. Stromlinien des Vektorfelds
genannt. Unter recht schwachen Voraussetzungen an das Vektorfeld (Lipschitz-
stetig) kann man in einer geniigend kleinen Umgebung von z die Integralkurven
immer finden, aber nicht unbedingt auf ganz U, weil das an Singularititen des
Vektorfeldes scheitern kann. Eine Art von Singularitit ist die Divergenz:
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Definition 2.4 Sei v = (vy,...,v,) : U — R" ein partiell differenzierbares Vektor-
feld auf einer offenen Teilmenge U C R". Dann heiBt die Funktion
ovy ov,,

div(v) := pr +---+ oz,

die Divergenz des Vektorfeldes v.

Die Divergenz ist linear, div(v + w) = div(v) + div(w), und erfiillt folgendes
Analogon zur Leibniz-Regel: Sei v ein differenzierbares Vektorfeld und f eine
differenzierbare Funktion auf U C R", dann gilt

div(f - v) = (grad(f),v) + f - div(v) .

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist ein Maf fiir die Gesamtbeschleunigung
der Integralkurven. Das kann einerseits dadurch erreicht werden, dafl die Feld-
linien von der Parallelitdt abweichen (was wahrscheinlich den Namen motiviert
hat), oder durch Geschwindigkeitszunahme entlang der Feldlinien.

Beispiel 2.5 Fiir v(z) = x € R” gilt dive = n. Hier sind die Feldlinien radial
vom Nullpunkt nach aulen gerichtet und gerade durch den Radius parametrisiert.
Fir v(z) = 7oy 8ilt mit x|l =7
n—1

1 1 1
diVE:<grad—,x>+—-divx:——g(:p,x)JrE: fir x #0.
T T r r T T

Die Vektoren v(z) = % haben in jedem Punkt x € R™ \ {0} die Lénge 1, aber

die Feldlinien sind Wielge'lr radial nach auflen gerichtet und damit nicht parallel. <

Gradient und Divergenz sind wichtige Hilfsmittel der Theoretischen Physik. In
der Mechanik 148t sich ein konservatives Kraftfeld als (negativer) Gradient eines
Potentials schreiben, F' = —grad V. In der Elektrodynamik wird die Divergenz
von Vektorfeldern zur Formulierung der Maxwellschen Gleichungen gebraucht.
Dort gibt es noch eine weitere Konstruktion mit partiellen Ableitungen, die Rota-
tion. Die Rotation und das Vektorprodukt beruhen auf einer nur im R? méglichen
Identifikation von sogenannten Differentialformen, auf die wir hier nicht eingehen.

Es sei U C R" offen und g : U — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist
grad f ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U, dessen Divergenz die Funktion
divgrad f ist. Die Abbildung A : f — div(grad f) heit Laplace-Operator, und es
gilt

02 f 02 f
Af=2d .. 20
/ or? L ox2
Der Laplace-Operator tritt in wichtigen partiellen Differentialgleichungen auf,
z.B. der Poisson-Gleichung

Af=—p, p:U—=R.
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3 Die mehrdimensionale Taylorsche Formel

Um die im folgenden auftretenden vielen Indizes iibersichtlicher zu gestalten, hat
sich eine abkiirzende Schreibweise eingebiirgert. Sei a = (ay,...,a;,) € N" ein
Multiindex, d.h. ein n-Tupel von Indizes «; € N. Dann setzt man

o] i=1 +as+ -+ ay al i =alay! - a,! .

Fiir eine |o|-mal stetig partiell differenzierare Funktion f : U — R schreibt sich
eine mehrfache partielle Ableitung wie folgt:
olel f

= — |\
Ox{' ... 0zgn

(0 )(x) = (O ... 05" [)(x)

Dabei ist 0/ f = 0;...0; f. Ebenso setzt man x® := x{* - - 20",

n

a;mal

Lemma 3.1 Set U C R offen und sei f : U — R eine k-mal stetig partiell
differenzierbare Funktion. Zux € U sei ein Vektor £ € R™ so gewdhlt, daff x+t€ €
U fir alle t € [0,1]. Dann ist die Funktion einer Verdnderlichen

g:[0,1]=R,  g(t) = flz+1)
k-mal stetig differenzierbar auf [0, 1], und es gilt
k!
g W (1) = D =€ (0 ) + 1) .
|a|=k
Dabei liuft die Summe iber alle Multiindizes o mit |o| = k.

Beweis. Es gilt g = f o c mit ¢(t) = x + t£. Nach Satz [[T4 ist
g1 =D &)z +1t8).
i=1

Durch wiederholte Ableitung langs ¢ jeder Funktion (0;f)(z + t&) = (g; o ¢)(t),
u.s.w., berechnen wir die héheren Ableitungen, wobei wir zunéchst nicht den
Satz von Schwarz verwenden, d.h. wir betrachten 9;0; und 9;0; als verschieden.
Es ergibt sich

n

11,82,y =1

Nach dem Satz von Schwarz kénnen wir die partiellen Ableitungen ordnen und
zu 0% zusammenfassen mit |«| = k. Ebenso fassen sich die Produkte der &; zu
& zusammen. Es gibt # verschiedene 0, ... 0;,0;,, die nach Umordnung das

gleiche 0 ergeben. O
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Satz 3.2 (Taylor) Sei U C R offen und sei f : U — R eine (k + 1)-mal stetig
partiell differenzierbare Funktion. Zu x € U sei ein Vektor & € R™ so gewdhlt,
daf © +t& € U fir alle t € [0,1]. Dann gibt es ein 0 € [0,1], so daf

ferg =Y SN+ Y S e
lal<k jal=k+1

Beweis. Wir betrachten die Funktion einer Verénderlichen ¢ : [0,1] — R, die
durch g[t] ;== f(x 4 t&) gegeben ist. Nach Lemma Bl ist ¢ eine (k + 1) mal ste-
tig differenzierbare Funktion, auf die wir die eindimensionale Taylorsche Formel
(Satz aus dem 1. Semester) anwenden konnen: Es gibt also ein 6 € [0, 1] mit

k) (k1)
o 9(0) | gmr(e)
=2 Tt TESVE

J=0

Einsetzen von ¢(t) = f(x + t£) und Verwenden von Lemma B liefert die Be-
hauptung. O

Der Satz von Taylor ist wichtig bei Abschéatzungen der folgenden Art:

Satz 3.3 Set U C R" offen und f : U — R eine k-mal stetig partiell differen-
zierbare Funktion. Dann gilt fir jedes x € U

ga QU .
fla+§ = =@ N +o(lg]")  firg—0.
|| <k
Beweis. Da U offen, gibt es ein § > 0, so da§ Ks(z) C U. Dann gibt es zu jedem
€ € R" mit ||£]| < 0 ein 6 € [0, 1] mit

fa+o= > i +Z [(0° ) (@ +66)

la|<k—1 la|= k
=Y S @@+ Y (@08 - @)
o<k jal=k &

Bs gilt [€%] = [& |+« [€a] < [J&]|* -+ [I€]1* = [|¢]]*!. Da 0° f stetig ist, gilt

iy e 3 S0 1)+ 08) — (0 1)(0) = 0.

|a|=F

Das ist genau die Behauptung. O

Fiir £ = 1 ist die Menge aller Multiindizes a mit |a| = 1 gerade die Menge
der Standardbasisvektoren (e;). Somit erhalten wir die Formel aus Satz

fle+ &) = fx) + (&, (gradf)(x)) + o(l[<]]) -
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Fiir £ = 2 ergibt sich

Flo+€) = F@) + {6 (rad @) + 5 3 66, (00,1)(x) + ol €]).

1,j=1

Dabei gibt es die Moglichkeiten o« = (0,...,0,2,0,...,0) mit o! = 2 und a =
0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) mit «! = 1, wobei die Einsen an der i-ten und
j-ten Stelle stehen mit ¢ < j. Da eine in ¢, 7 symmetrische Funktion summiert
wird, kann die Summe mit i < j durch die halbe Summe mit ¢ # j ersetzt werden.
Zusammen mit der Summe iiber i = j von a = (0,...,0,2,0,...,0) ergibt sich
die Beziehung.

Definition 3.4 Sei U C R" offen und f : U — R eine zweifach stetig differenzier-
bare Funktion. Dann heiBt die symmetrische n x n-Matrix

(Hess f)(z) == ((3:0,1)(%)) 2 ;<

die Hessesche Matrix von f im Punkt x.

Dabei heifit eine quadratische Matrix A = (a;;) symmetrisch, wenn a;; = a;;
ist. Somit gilt

Fle+8) = F(2) + (0,€) + 26 A€) +of€]P)
mit a = (grad f)(z), A = (Hess f)(x) .

Die Hessesche Matrix ist wichtig bei der Untersuchung von lokalen Extrema einer
Funktion. Zunéchst gilt in Verallgemeinerung von Satz B4.2

Satz 3.5 Sei U C R” offen und f : U — R partiell differenzierbar. Besitzt f in
x € U ein lokales Extremum, so gilt (grad f)(x) = 0.

Beweis. Es geniigt, die n Funktionen einer Verdnderlichen g;(t) := f(z + te;)
zu betrachten, wobei e; der i-te Standardbasisvektor ist und ¢ € [—e¢,¢€]. Hat
f ein lokales Extremum in x, so hat g¢; ein lokales Extremum in 0. Dann gilt
0= ¢/(0) = (0;f)(z). Da das fiir jedes 1 < i < n gilt, folgt die Behauptung. [

Wir beweisen eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema unter Verwen-
dung der Hesseschen Matrix. Dazu bendtigen wir:

Definition 3.6 Eine symmetrische Matrix A € M(n,R) heiBt
e positiv definit, falls (¢, A¢) >0 V¢ e R™\ {0},
e positiv semidefinit, falls (£, A¢) >0 V¢ e R™\ {0},
e negativ (semi)definit, falls —A positiv (semi)definit ist,
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e indefinit, falls es £, € R" gibt mit (£, A{) > 0 und (n, An) < 0.

Ist eine symmetrische Matrix A € M(n,R) positiv definit, dann definiert
(x,y)a := (x, Ay) ein neues Skalarprodukt ( , )4 auf R™. Nach Satz aus
dem 2. Semester folgt positive Definitheit aus der Positivitdt aller Eigenwerte.
Ein besseres Kriterium ist das Determinantenkriterium aus Satz des 2.
Semesters.

Satz 3.7 SeiU C R" offen und f : U — R zweimal stetig partiell differenzierbar.
In einem Punkt x € U gelte (grad f)(x) = 0.

i) Ist (Hess f)(x) positiv definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Mini-
mum.

ii) Ist (Hess f)(x) negativ definit, so besitzt f in x ein striktes lokales Ma-
TImum.

iii) Ist (Hess f)(x) indefinit, so besitzt f in x kein lokales Extremum.

Beweis. Zur Vereinfachung der Schreibweise sei A := (Hess f)(z). In einer Umge-
bung V' von x gilt

fle+8) = f(2) + 36,48 +6(6)  mit 6(6) = o([€]?)

Es gibt also zu jedem € > 0 ein § > 0, so dafB} |¢(&)| < €]|€]]? fiir alle £ € R™ mit
1€l <o

i) Die (n — 1)-Sphére S™! := {n € R™ : |n|| = 1} ist kompakt. Nach
Extremwertsatz nimmt die stetige Funktion g : S"~' — R mit g(n) = (n, An)
auf S~ ! ihr Supremum und ihr Infimum an. Es gibt also ein p > 0 (wegen der
positiven Definitheit) mit

p:= min {(n, An)} .
nesn—1
Da fiir beliebiges ¢ € R™ \ {0} gilt & € S, folgt (€, AE) > p[&[? fiir alle
£ € R™ (fiir £ = 0 trivialerweise). Wihlen wir ¢ so klein, daB [¢(&)| < &[|£]|?, so
gilt $(&, AE) + ¢(§) > &[|€||*. Folglich haben wir

fle+8) = @)+ Sl firalle ¢ € R mit [l¢] <.

Also hat f in x ein striktes lokales Minimum. Analog beweist man ii).

iii) Wir zeigen, dafi es yi,y2 € U gibt mit f(y1) < f(x) < f(y2). Nach
Voraussetzung gibt es ein £ € R mit (¢, AS) := p > 0. Dann gilt fiir hinreichend
kleine t > 0

f(a+1§) = f(a) + 52 + (1)
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Wie zuvor finden wir ein 6 > 0, so daf8 [¢(t£)| < 4¢2 gilt fiir alle 0 < ¢ < 6. Dann
ist f(z+t€) > f(x) fur alle 0 < t < §. Ebenso folgt aus der Existenz eines n € R™
mit (n, An) == —p' <0, da f(z+t'n) < f(z) fir alle 0 < t' < ¢'. O

Ist die Hessesche Matrix im Punkt x positiv oder negativ semidefinit, so mufl
man hohere Ordnungen in der Taylorsche Formel betrachten, um Aussagen iiber
Extrema von f mit (grad f)(z) = 0 zu gewinnen.

Beispiel 3.8 i) f:R? — R gegeben durch f(x,y) =1+ 2? + a2y + %
Es gilt (grad f)(z,y) = (2z+y, 2y+x) = (0,0), also x = y (Differenz) und
dann (0,0) als einziger Kandidat fiir ein lokales Extremum. Wir testen
(Hess f)(z,y) = ( ? ; ) Nach Determinantenkriterium (Satz BITH,
2. Semester) ist (Hess f)(0,0) positiv definit, und f hat im Punkt (0, 0)
ein lokales Minimum.

ii) f:R? — R gegeben durch f(z,y) =1+ 2* + 4zy + y°.
Es gilt (grad f)(z,y) = (22 + 4y, 2y + 4x) = (0,0), also z = y (Dif-

ferenz) und dann (0,0) als einziger Kandidat fiir ein lokales Extre-

mum. Es folgt A := (Hess f)(0,0) = (Z ;l) mit det A < 0 aber
aij; > 0. Somit ist (Hess f)(0,0) indefinit: ((1,1), A(1,1)) = 12 > 0 und
((1,-1),A(1,-1)) = —4 < 0. Insgesamt hat f im Punkt (0,0) kein

Extremum. <

4 Der Satz iiber implizite Funktionen

Es geht nun um Funktionen, die implizit definiert sind, z.B. durch Gleichungen
der Form 0 = F(z, f(z)) = (f(x))* + 2> — 1. Wir werden untersuchen, unter
welchen Bedingungen sich derartige Gleichungen zumindest im Prinzip nach f(x)
auflosen lassen und welche Differenzierbarkeitseigenschaften die Losungen haben.
Im obigen Beispiel ist offenbar f(z) = ++v/1 — 22. Differentiation von F'(z, f(x))
nach der Kettenregel liefert

0=F(z, f(z)) = (O F)(z, f(z)) + (0 1) (, f(2)) [ (2)
nF
— f/(.l’):—< 1 )(.T},f(l’)):_ z :
(O F)(z, f(x))  flx)
falls (02F)(z, f(x)) invertierbar ist. Die Verallgemeinerung dieser Invertierbar-
keitsbedingung ist zentral fiir die lokale Auflosbarkeit.
Wir werden die Losung des impliziten Problems iterativ konstruieren. Dazu
bendétigen wir:
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Satz 4.1 (Banachscher Fixpunktsatz) Sei A C X eine abgeschlossene Teil-
menge eines Banachraums X (d.h. eines vollstandigen normierten Vektorraums
(X, |l I)). Die Abbildung ® : A — A sei eine Kontraktion, d.h. es gibt eine
Konstante 6 € 10, 1], so dajs

1D(f) =)l <Ollf =gl fiir alle f,g€ A.
Dann gilt:

i) ® besitzt genau einen Fizpunkt f., d.h. es gibt ein eindeutig bestimmites
fe € A mit ®(f,) = f..
ii) Fir einen beliebigen Anfangspunkt g € A konvergiert die durch

for=9, fer1=(fx) firkeN
definierte Folge (fr)ren gegen f, d.h. limy_, fr = f.

Beweis. 1) Wir beweisen zunéchst die Eindeutigkeit des Fixpunktes. Gébe es zwei
Fixpunkte f., g., dann ist

[ = gill = 12(fs) = (gl < Ol f2 — gl ,
und damit ||f, — g«|| = 0 wegen 0 < 6§ < 1. Das bedeutet f, = g..

2) Sei (fx)ren wie oben definiert. Dann ist

1 firr = full = 19(fr) = (fr-D)l S O fi = foorll < -+ < O*| i = foll -

Fir m > [ betrachten wir

m—1 m—1 m—1
Lo = ill = || 32 i = 10]| < D2 Wi = fell < D651 = fol
k=l k=l k=l

(=) —(1-0Y

B 1-46
Damit ist (fx)ren eine Cauchy-Folge, die wegen der Vollstandigkeit des Banach-
Raums gegen einen Punkt f, konvergiert. Da A abgeschlossen, liegt der Grenzwert

f« sogar in A. Aus f, = limg_, fr und fri1 = O(fr) folgt O(f.) = f.. O

Im Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen werden wir den Banachschen
Fixpunktsatz auf den Banach-Raum der stetigen und beschriankten Funktionen
anwenden. Wir zitieren Satz B34 aus dem 2. Semester:

11— foll
If1 = fol < GZTH -

Satz B34l [2. Semester]. Es sei X ein metrischer Raum und
CX) = (X = C stetig ]| = sup (2)| < oc}
Te
der Vektorraum der stetigen und beschrinkten komplexwertigen Funktionen
auf X. Dann ist (Co(X),]|| ||) wollstindig (d.h. Banach-Raum) beziglich der
Supremums-Norm || ||. Insbesondere ist (C(X),|| ||) Banach-Raum, falls X kom-
pakt ist.
17
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Satz 4.2 (iiber implizite Funktionen) Seien U; C R™ und Uy C R™ offene
Teilmengen und F = (Fy,...,Fy,) : Uy x Uy — R™ eine stetig differenzierbare
Abbildung. Es sei (a,b) € Uy x Uy ein Punkt mit F(a,b) = 0, und im Punkt (a,b)
sei die Jacobi-Matrix beziiglich der 2. Komponente

oF P
o oo .. 4
(—)(a, b):=| 0 | (@) e cLim,R)
0y OF OF

oy Oym

invertierbar. Dann gibt es eine offene Umgebung Vi C Uy von a und eine Umge-
bung Vo C Us von b sowie eine stetig differenzierbare Abbildung g : Vi, — Vo C R™,
so dafs

F(z,g(x))=0 fiir alle z € V; .

Mit anderen Worten: Ist eine implizit gegebene Gleichung F'(z, g(x)) = 0 in einem
Punkt a 16sbar mit g(a) = b und F(a,b) = 0, dann ist sie (unter den gegebenen
Voraussetzungen) sogar in einer Umgebung V; von a l6sbar, und diese Losung ist
sogar differenzierbar.

Beweis. Wir setzen B := (%—5)(&, b) € GL(m,R). Damit werde eine Abbildung
G : Uy x Uy — R™ definiert durch

G(ZL‘,y)I:y—B_l'F(I‘,y), $€U1,y€U2§Rm-
Die Jacobi-Matrix von G im Punkt (z,y) € Uy x Us ist

(%)@)w _ Em—B_1'<aa—§>(x’y) = (%)(a, b) =0¢€ M(mxm,R) .

Somit ist H (%) (a, b)Hop = 0. Wegen der Stetigkeit von % gibt es Umgebungen

W1 C U; von a und Wy C U, von b, so daf

oG 1
H(a—y)(x,y) . < 3 fir alle (z,y) € Wy x Wy . (1)

Entscheidend ist die Beobachtung
Flz,y) =0 <  y=G(zy) (2)

und insbesondere b = G/(a, b). Damit fithren wir die Losung von F'(x,y) = 0 nach
y auf ein Fixpunktproblem zuriick.

Wir konstruieren zunéchst g als stetige Funktion. Die Gebiete konnen dann etwas
groffer gewéhlt werden. Nach dem Satz von Taylor gilt

oG

Gla,y) = Clen) = (G ) ) (v =)+ —n) . oly—n)=olly =)
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fir alle (z,y), (z,n) € Wy x W,. Es gibt also ein r > 0, so daf§

1 . . 5
oy —n)ll < ZHy -7l fiir alle y € Wo mit ||y — n|| < 3" (3)

Da G(a,b) = b, gibt es wegen der Stetigkeit von F' eine offene Umgebung V; C W)
von a, so dafl

sup [|G(z,b) — b]| < (4)
zeVr

Wir betrachten den Banachraum C,(V;, R™). Zu gegebenem v € Cp(V1, R™),
mit ||| = sup,ey, ||7(x)]], werde eine Abbildung ¢ : V3 — R™ definiert durch

Y(@) = Gz, y(2)) =v(z) = B - F(z,7(x)) .

Wegen der Stetigkeit von F ist ¢/ ebenfalls stetig. Wir zeigen nun: die Zuordnung
v+ 1) = ®() definiert eine Abbildung ®, welche die abgeschlossene Teilmenge

A= {7y eC(Vi,R™) + Iy —bll <7} € C(V1,R™)
des Banachraums C,(V7, R™) auf sich selbst abbildet. Es gilt
[ = bll = sup [¢)(z) — b] = sup |G(z,y(x)) = G(x,b) + G(x,b) = bl

Aklﬁ

eV zeV1
< sup |G(z, () — Gz bl + sup |G (z,b) — b
ven Taylor -
<7 nach(m)
r oG
<t (5@ 0 - (@) =)+ otrta) ~ )|

Nach @) gilt [|¢(v(z)—b)|| < 1||v(x)—b|| < = unter der Voraussetzung ||y—b|| < 7.
Nach ([@l) und Definition der Operatornorm folgt

|(5) @06 -o] < |(G) @], )

fir alle x € V4 C Wj und |y(x) — b < 7. Damit ist || — b|| < r falls |y —b|| <,
und ¥ : A — A bewiesen. Schliefflich gilt wieder nach Taylor

[2(71) = @(72)]| = sup [|G(z, 71 (2)) = G2, 72(2))]]

zeVr

() =0l <

= sup
zeVy

Wegen [[71(z) — (@)l < (@) = bl + [Ib = 72(2) || < 2r < Fr gilt [|¢(n(=) -
Y2(2)|] < 3|71 — 72|l nach (@), und nach Definition der Operatornorm und () ist

(%) @ @) u6e) = @) < 3l =l
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Damit ist [|®(y1) — ®(12)|| < 3|71 — 72|l fiir alle 41,72 € A bewiesen, somit
® eine Kontraktion in A. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es genau
einen Fixpunkt v, € Cp(V4,R™), und die eindeutige stetige Abbildung g = 7, :
Vi — Vo C R™ lost die Gleichung F(x,g(z)) = 0 fir alle z € V. (Dabei ist
Vo={yeR™ : ||y —b| <r} die Kugel um b mit Radius r).

Nun zur partiellen Differenzierbarkeit der Losung. Die Jacobi-Matrix (45 )(x y) €

M (m,R) ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante unglemh Null ist.
Da die Determinante als Polynom der Matrixelemente eine stetige Funktion der
Matrixelemente ist und det B = det((%—i)(a, b)) # 0 ist, gibt es eine Umgebung

V] C Vi von a, so daf (8F)(x g(z)) invertierbar ist fir alle z € V/.

Uber die Losung g =(91,---,9m) : V]| = R™ definieren wir eine Abbildung
F:V! - R™ durch F(z) := F(z,g(z)). Da F(z) =0 fiir alle x = (21,...,7,) €
V{, verschwinden auch alle partiellen Ableitungen von F":

5‘gz~>
. x) .
y =g(x) (8$‘] ( )

o= ()= ()], + 3 (5 s

Sind Ky(z,y) die Matrixelemente der inversen Matrix J—! = (Ky(z,y)) der
Jacobi-Matrix

J= () € M B) (o) = (50 @)

von F'im Punkt (x,y), dann erhalten wir

(52 = =Y Kato) (510 )
! =1 j

Insbesondere ist g : V/ — R™ partiell differenzierbar. Aus der stetigen Differen-
zierbarkeit von F' und der Stetigkeit der Bildung der inversen Matrix folgt, dafl
die 37"; stetig sind. Nach Satz ist g dann total differenzierbar. O

y=g(x)

Wichtig an diesem Beweis ist, dafl er nicht nur Existenz und Eindeutigkeit
der Losung von F(z,y(z)) = 0 beweist, sondern auch ein konstruktives Verfah-
ren angibt, mit der die Losung beliebig genau approximiert werden kann. Dieses
Verfahren kann insbesondere auf dem Computer implementiert werden.

Beispiel 4.3 Essei F(x,y) = 22 +y?—1 mit einer Losung F(0, 1) = 0. Natiirlich
sind diese Gleichung auch exakt zu losen, soll aber zur Veranschaulichung iiber
das Fixpunktverfahren approximiert werden. Es ist B = (9,F)(0,1) = 2, also
G(z,y) =y — 5(2* + y* — 1). Ohne néhere Diskussion der Gebiete versuchen wir
die Fixpunkt-Konstruktion

I
—_

1
yn+1=yn—§(x2+yi—1), Yo
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Die Konvergenz solcher rekursiv definierter Folgen hatten wir bereits im 1. Se-
mester untersucht. Man zeigt, da8 fiir |x| < 1 die Folge (y,,) monoton fallend und
nach unten durch 1 — 2% beschrinkt ist. Fiir x = % sind die ersten Folgeglieder

7 111 28383
1, gims, =, Y5 = e = 0.866180. .. .
Yo N g’ Y2 198 ° Y3 32763
Zum Vergleich: /3 = 0.866025 ... a

Weitere Informationen iiber die Losung einer implizit definierten Funktion
kann man aus dem Taylor-Polynom gewinnen.

Beispiel 4.4 Durch F(z,y) = xcosz + siny — y* werde implizit eine Funktion
y(x) mit y(0) = 0 erklért. Dann ist (0,£)(0,0) = 1, das Fixpunkt-Verfahren also
anwendbar. Fiir die Losung gilt

(0. F)(x,y(x)) rsinr — cosx

=0, ey(e)  coslu(@) — 20(2)

und dann weiter nach Quotienten- und Kettenregel

n, N 2sinx+xcosx _ rsinx —cosw (— sin(u(z)) — 2) o (2
vie) = cos(y(z)) — 2y(x) (cos(y(x)) — 2y(:c))2 ( V(@) =2) ¥

_ 2sinz+xcosw (:Esinx—cosx)2 (sin(ula
~ cos(y(z)) — 2y() " (cos(y(z)) — 2y(x))3 (sin(y(w)) +2) .

Damit ist das Taylor-Polynom 2. Ordnung von y(z) im Punkt z = 0 gegeben
durch

(Toy)(2:0) = y(0) +4/(0) -2+ 34/(0) -a* =~z +° ’

Eine weitere wichtige Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen ist
das lokale Invertieren einer Abbildung f:V — U mit U,V C R".

Satz 4.5 SeiV C R" offen und f : V — R™ eine stetig differenzierbare Abbildung
i etnem Punkt b € V. Das Differential von f sei invertierbar in b € V, d.h.
(Df)(b) € GL(n,R). Dann gibt es eine offene Umgebung Vo C V wvon b und eine
offene Umgebung Uy C R™ wvon a := f(b) so daf§ f : Vo — Uy bijektiv ist und
die Umkehrabbildung g = =1 : Uy — Vi stetig differenzierbar ist. Auferdem gilt
(Dg)(a) = (Df)(b)) .

Beweis. Wir verwenden den Satz iiber implizite Funktionen mit F': R* x V — R"
gegeben durch F(x,y) := = — f(y). Ziel ist lokale Auflésung nach y = g(z) =

).
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Es gilt F'(a,b) = 0 und (%—5)(@, b) = —(Df)(b) € GL(n,R). Nach dem Satz
iiber implizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U’ von a, eine Umge-
bung V' C V von b und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Abbil-
dung g : U' = V', so daf

F(z,g(z)) =2 — f(g9(x)) =0  fiirallexz €U’ .
Wegen der Stetigkeit von f gibt es eine offene Umgebung V5 C V'’ von b mit
f(Vo) == Uy € U’. Aus der Stetigkeit von g folgt, daBl U, offen ist. Also ist
f: Vo — Up bijektiv mit f~! = g: Uy — V.
Aus y = g(f(y)) und der Kettenregel folgt

(D(go Ny) = En = (Dg)(f(y)) - (Df)(y)  fiir alle y € Vo
und insbesondere (Dg)(a) = ((Df)(b))~L. O

Definition 4.6 Unter einem Diffeomorphismus zwischen offenen Teilmengen
U,V C R"™ versteht man eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung f:V — U,
so daB f~! ebenfalls stetig differenzierbar ist.

Der SatzE.Hiber die lokale Invertierbarkeit besagt also, daf} sich jede differenzier-
bare Abbildung f : V' — U, deren Differential in einem Punkt b € V invertierbar
ist, zu einem lokalen Diffeomorphismus fortsetzen 1a8t. Wir werden das an vie-
len Stellen benotigen, z.B. in der Theorie der Untermannigfaltigkeiten, die man
lokal “geradebiegen” kann, oder bei der héherdimensionalen Verallgemeinerung
der Substitutionsregel in Integralen.

Beispiel 4.7 (Kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten) Sei f :
RY x R — R? gegeben durch f(r,¢) := (rcos ¢, rsin ¢). Das totale Differential
(Jacobi-Matrix) ist

8h oh Ccos —7rsin
(DA ) = ( 5 8 ) o= (o )
r ¢

Damit gilt det((Df)(r,¢)) = r > 0, die Jacobi-Matrix ist also in jedem Punkt
(r,¢) € R x R invertierbar. Folglich ist f in jedem Punkt von R*\ {0} lokal
invertierbar. Das ist in diesem Fall auch direkt zu erhalten: Ist f(r,¢) = (z,y),
dann ist 7 = \/22 +y? und cos ¢ = ¥, sin¢ = £. Damit erhalten wir die Jacobi-
Matrix fiir eine lokale Umkehrung g : U — V mit f(g(z,y)) = (z,y) zu

o)) = (0D)e) " = (B L) - ( ver i ) |

T
r r _:v2+y2 2242

Eine Bijektion 148t sich z.B. finden zwischen
fRIx =3, 5[ =Ry xR.
Fiir (z,y) € R% xR setzen wir dann g(z,y) = (\/xQ + y?, arctan %) Es existiert

aber keine globale Bijektion f : R% x R — R?, da f periodisch im Winkel ¢ ist. <
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5 Untermannigfaltigkeiten

Definition 5.1 Eine Teilmenge M C R™** heiBt n-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit, wenn zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung U C R"** von a und
eine stetig differenzierbare Abbildung f : U — R” existieren, so daB

i) UnM = f=0),
i) fiir alle x € U mit f(z) = 0 € R* hat das Differential (Df)(x) € M(k x
(n + k),R) den maximalen Rang k.

Mit diesen Bezeichnungen heiBt k& die Kodimension von M.

Beispiel 5.2 (Sphire S™) Dazu sei U := R*"™\ {0} und f : U — R!
gegeben durch f(z) = 2? + -+ + 22, — 1. Dann ist rang((Df)(z)) =
rang(2(xy, ..., xTpy1)) = 1 fir alle 2 € U. Somit ist

Uns"=8"=f10)={(z1,...,0p11) ER™™ : 27+ +22,, =1}
eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Die Kodimension ist 1. <

Definition 5.3 Sei M C R™** Untermannigfaltigkeit, a € M und f : U — R* die
die Untermannigfaltigkeit M definierende differenzierbare Abbildung mit a € U C
R"™+*_Dann heiBt der Untervektorraum

T.(M) :=ker((Df)(a)) = {v € R™™ . (Df)(a) v =0} CR"**

der Tangentialraum von M im Punkt a € M. Sei orthogonales Komplement beziiglich
des kanonischen Skalarprodukts ( , ) im R™"*k,

Ny(M) :=T,(M)* = {w € R"™ . (v, w) =0 fiir alle v € T,(M)}

heiBt der Normalenvektorraum von M im Punkt a. Elemente v € T, (M) bzw. w €
N, (M) heiBen Tangentialvektoren bzw. Normalenvektoren an M im Punkt a.

Als Kern einer linearen Abbildung ist T,(M) C R""* ein Untervektorraum.
Wegen dim(R"™*) = dim(ker(Df)) + rang(Df) ist dim(7,(M)) = n fiir alle
a € M. Nach dem Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren ist N, (M) ein
k-dimensionaler Vektorraum.

Beispiel 5.4 Es sei M = S? C R? die Untermannigfaltigkeit aus Beispiel B2 zu
f(z) =23+ 23+22—1und a = (cosasin B, sinasin 3, cos 8) € S?, mit a € [0, 27]
und 8 € [0,7]. Dann ist (Df)(a) = 2a € M(1 x 3,R). Auflésung des linearen
Gleichungssystems ergibt nach sinnvoller Wahl der Skalierung

sin « cos o cos 3
T,S* = span —cosa |, | sinacosp
0 —sin 3
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Sinnvollerweise haben wir die aufspannenden Vektoren als Orthonormalsystem
gewdhlt. SchlieBlich wird der Normalenvektorraum durch den Radiusvektor auf-
gespannt, N,S? = Ra’. Q

Definition 5.5 Sei T' C R" offen. Eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : T" —
R"** heiBt Immersion, wenn rang((D¢)(t)) = n fiir alle t € T

Satz 5.6 (lokales Koordinatensystem) Sei M C R"** cine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung
V C M, eine offene Teilmenge T C R"™ und eine Immersion ¢ : T — Rk die
T homdomorph auf V' abbildet.

Ein Hom6omorphismus war eine bijektive stetige Abbildung ¢ mit stetigem In-
versen ¢~ L.

Lemma 5.7 (angepafite Koordinaten) Sei M C R"'* cine n-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es zu jedem a € M eine Zerlequng R*"TF =
T,(M) @® No(M) ~ R" x R* mit offenen Mengen Uy C T,(M) ~ R" und U, C
Ny (M) ~ R¥ sowie eine differenzierbare Abbildung g : Uy — Us, so daff M N
(U x Uz) = {(y,9(y)) : yeUi}.

Beweis: Im R"* werde ein Koordinatensystem so gewihlt, dai die ersten n
Koordinatenrichtungen den Tangentialraum 7, (M) aufspannen und die letzten k
Koordinatenrichtungen den Normalenvektorraum N, (M). In diesen Koordinaten
habe * € M die Darstellung z = (y,z) mit y € R® und z € R*. Speziell ist
a = (Yo, 20). Seien V; C R" eine offene Umgebung von gy und Vo C RF eine
offene Umgebung von zg, so dafl rang((Df)((y,2))) = k fir alle (y,z) € M N
(Vi x Va). Sei (Df)(y,2) =t (ay(y, 2)) mit ay(y.z) = gi-(y,2) fir 1 < j < n
und a; 45y, 2) = gi (y,2) fur 1 < j < k. Die Jacobi-Matrix beziiglich der 2.

Kompenente ist invertierbar in (yo, z0), d.h. 2L(yy, 29) € GL(k,R): Fiir w # 0

. L y

ist (g) € (ker((Df)(yo,20))) ", also 0 # (D f(yo, 20)) - (3) = %(yo,zo) ~w, d.h.
%(yo, 2p) ist injektiv, wegen der Gleichheit der Dimensionen dann bijektiv. Nach
dem Satz iiber implizite Funktionen existiert eine offene Umgebung U; C V; von
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Yo und eine offene Umgebung Us C V5 von zp sowie eine eindeutig bestimmte
stetig differenzierbare Abbildung g : Uy — Us mit f(y, g(y)) = 0 fiir alle y € U;.
O

Beispiel 5.8 Wir sehen uns diese Konstruktion fiir die S? aus Beispiel B4 an.
Fiir a,z € S? war T,5% = span(u,v) und N,S? = span(a) mit

cos asin 3 cososinT sin « cos a cos 3
a= |sinasinf |, z=|sinosint |, u=|—cosa|, v=|sinacosf
cos 3 COS T 0 —sin

Die Vektoren (a,u,v) bilden ein Orthonormalsystem. Deshalb ist die Zerlegung
r = (y, z) entsprechend R"** = T, 5% @& N,S? die orthogonale Projektion

y = Pr.s2(x) = (u,z)u+ (v, z)v
=sin(a — o)sinT - u+ (sinT cos Bcos(a — o) — cos Tsin B)v =: y1u + yov
und
z = Py,s2(z) = (a,2)a = (sinTsin B cos(a — o) — cos 7 cos B)a =: z1a .

Die Aussage des Lemmas ist nun, dafl es eine stetig differenzierbare Abbildung
g: U — Uy, mit Uy C T,5% und Uy C N,S? gibt mit f(y,g(y)) = 0. Diese

Abbildung ist g(y) = z1(y1,y2) = m <

Beweis von Satz [l Nach Lemma B existieren offene Teilmengen U; C R”
und U, C R* sowie eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : Uy — Us, so dafl
MN(UxUs) = {(y,9(y)) : y € Ur}. Wirsetzen V= MN(U; xUz) und T = U,
sowie ¢(y) = (y,9(y)). Surjektivitat von ¢ : T — V folgt aus der Konstruktion
und Injektivitit aus der Eindeutigkeit von g. Dann ist ¢! : (y,g(y)) — y die
Projektion auf die erste Komponente, und damit stetig.

Schliefllich gilt (D¢)(y) = ( ( Dg)" () ) Da g differenzierbar auf T ist, ist

auch ¢ differenzierbar in y, und es gilt rang((D¢)(y)) = n. Damit ist ¢ : T — V
eine Immersion. u

Beispiel 5.9 Wir diskutieren die Immersion ¢ : T" — V fiir das Beispiel Aus
dem geometrischen Bild der Orthogonalprojektion der Sphére auf ihren Tangen-
tialraum ist klar, da§ wir 7' = K,.(0) = {(y1,92) € R* : yi +y3 < r?} fiir
beliebiges 0 < r < 1 wéhlen kénnen. Die Aussage des Satzes ist nun, dafl es eine
differenzierbare bijektive Umrechnung ¢ mit differenzierbarem Inversen zwischen
Punkten (y;,v2) € T und Punkten z = (o, 3) € V C S? einer Teilmenge der
Sphiire gibt. Diese Umkehrabbildung ¢! : V — T ist gegeben durch

¢_1(a):< sin(a — o) sint ):<y1)
g sin 7 cos 5 cos(a — o) — cos T sin 3 y2 )
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Sie ist nach Konstruktion umkehrbar. <

Es sei bemerkt, dal auch die Umkehrung von Satz gilt: Ist eine Immersion
¢ mit diesen Eigenschaften gegeben, dann kann man zeigen, dafl M Unterman-
nigfaltigkeit ist. Die Immersion ¢ ist nicht eindeutig. Man kann die Konstruktion
im Beweisen von Satz mit beliebigen Diffeomorphismen von T deformieren,
ohne daf sich an der Aussage etwas dndert.

Satz 5.10 Sei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, lokal de-
findert durch die Abbildung f = (fi,..., fr) : U — R¥, mit U C R""* offen. Sei
a € MNU ein Punkt und ¢ = (¢, ..., ¢nsr) : T — R™ die nach Satz 4
existierende Immersion (z.B. konstruiert aus f), die T C R™ homdomorph auf
eine Umgebung V- C M wvon ¢(t,) = a € M abbildet. Dann gilt (unabhingig von
der konkreten Wahl von ¢):

i) Zu jedem Tangentialvektor v € T,(M) im Sinne von Definition [23 gibt
es eine Kurve ¢ :]—e, e[ — M durch a = ¢(0), so daff v Tangentialvektor
an c¢ im Punkt a ist.

ii) Ist umgekehrt v ein Tangentialvektor an eine Kurve ¢ : I — M durch
a € M, dann gilt v € ker(Df)(a) = T,(M).

iii) Die Familie ((0;¢)(ta)) _ der Vektoren (9;¢)(ts) € R™™ ist eine
Basis von T,(M).

iv) Die Familie ((grad f;)(a))
eine Basis von No(M).

j=1,...,

n+k
i1, der Vektoren (grad fi)(a) € R™™* ist

Beweis. Sei ¢ : I — M eine Kurve auf M durch ¢(0) = a, wobei das Intervall
I =]—e¢, ¢ so gewiihlt sei, dafl die Kurve vy = ¢~toc: I — T durch t, = y(0) =
¢~ (a) vollstindig in T liegt. Wegen f(¢(t)) = 0 fiir alle ¢t € T' gilt

0= (D(fo0))(ta) = (Df)(a) - (Dg)(ta) € M(k x n,R) . (*)

Schreiben wir (D¢)(t,) = (v1,...,v,) € M((n + k) x n,R), mit Spaltenvektoren
v; = (0;0)(t,) € R™ so folgt v; € ker((Df)(a)) = T,(M) fiir alle 1 < j < n.

iii) Wegen rang((D¢)(t)) = rang((0;¢;)(t)) = n ist die Familie (v;)j=1,. .,
linear unabhingig und spannt somit einen n-dimensionalen Untervektorraum von
R™** auf, der wegen der Gleichheit der Dimensionen identisch mit T, (M) ist. Also
ist ((9;9) (t“))jfl , eine Basis von T, (M).

.....

i) Damit laBt sich jeder Vektor v € T,(M) schreiben als v = > 7" | a;u;.
Zum entsprechenden Vektor a = (aq,...,qa,) € R™ wihlen wir die Kurven ~ :
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| — €€l = T mit y(7) =t, + 7o und ¢(7) = ¢(7(7)). Dann ist

n

¢(0) = (D(607)) (0) = (DF(0) - 7/(0) = Y@t |
= Z(@@)(ta)al =7.

ii) Sei ¢: I — M mit ¢(7,) = a. Dann ist (f o ¢)(7) = 0 fiir alle 7 € I, so dafl
das Differential verschwindet:

(D(foc))(ra) =(Df)a)- () =0 = (1) € Ta(M).

iv) Wegen (Df)(a) = (a;;) € M(k x (n+ k),R), a;; = (0;f;)(a) sind die
Zeilen von (D f)(a) gegeben durch die Vektoren (grad f;)(a), i = 1,..., k. Nach
(*) gilt (Df)(a) -v = 0 fiir alle v € T,(M) und somit (grad f;)(a) € N,(M).
Wegen rang((Df)(a)) = k ist die Familie ((grad f;)(a)),_,  linear unabhingig
und damit wegen der Gleichheit der Dimensionen eine Basis von No(M). U

Satz 5.11 (Extrema mit Nebenbedingungen) Sei M C R"™ eine n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, lokal definiert durch die Abbildung f =
(fi,. s fe) = U — RE fiir U C R"™ offen, mit M N U = f~10) und
(rang(Df)(z)) = k fir allex € M NU.

Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion F' : U — R, so daf$ die
Einschrinkung F|, : MOU — R im Punkt a € M ein lokales Mazimum (bzw.
Minimum) besitzt, d.h. es gibt eine Umgebung V- C M NU wvon a, so dafs

F(b) < F(a) bzw. F(b) > F(a) fiir alleb eV .
Dann gilt (grad F')(a) € N,(M), es gibt also Konstanten Ay, ..., \g, so dafs

k

(grad F')(a) = Z Ai(grad f;)(a) .

=1

Diese Konstanten A1, ..., \r heiffen Lagrange-Multiplikatoren.

Beweis. Da F } y I a € M ein lokales Extremum hat, hat die nochmalige Ein-
schrinkung auf eine beliebige Kurve ¢ :|—¢, e[ — M durch ¢(0) = a ein lokales
Extremum in ¢t = O:

0= (%(F 06))(0) = (DF)(a) -¢(0)

Da (0) € T,(M) als beliebiger Tangentialvektor gewihlt werden kann, ist
L
(DF)(a) = (grad F)(a) € (T.(M))™ = N,(M). O

Wir geben einige Anwendungen. Der folgende Satz liefert ein numerisch um-
setzbares Verfahren, um den gréfiten und kleinsten Eigenwert einer symmetri-
schen Matrix zu bestimmen:
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Satz 5.12 Fliir eine symmetrische Matriz A = A* € M(n,R) nimmt die Fin-
schrinkung der durch F(z) = (x, Ax) definierten Funktion F': R" — R auf die
Einheitssphéire St ihr Mazimum und Minimum in einem Eigenvektor an, und
der Lagrange-Multiplikator ist der Figenwert.

Beweis. Die S"~! ist Untermannigfaltigkeit im R™ definiert durch die Nebenbe-
dingung f(z) = (z,x) — 1. Als stetige Abbildung auf dem kompakten Raum S™~!
nimmt £ : S"! — R das Supremum in einem Punkt v € S"! an. In diesem

Punkt gilt nach Satz BT
(grad F)(v) = 2Av = A(gradf)(v) = 2\v
also Av = \v und dann (v, Av) = A(v,v) = A. Analog fiir das Infimum. O

Die Methode 1483t sich fortsetzen, um iterativ sdmtliche Eigenwerte und Ei-
genvektoren einer symmetrischen Matrix zu bestimmen. Sind vy, ..., v, Eigen-
vektoren zu A\y > Ay > - -+ > )i, dann betrachtet man iterativ die Einschrinkung
von F auf M, := S5""'n (span(vl, e ,vk))L, gegeben durch die Nebenbedingun-
gen Fiii(x) = (x,2) — 1 und F; = 2(v;,z) fiir 1 < j < k. Die Differentiale
(DFjy1) () = 22" und (DF})(x) = 20} sind linear unabhéngig. Der Durchschnitt
abgeschlossener Mengen ist abgeschlossen, damit ist M, kompakt, und F nimmt
wieder ihr Supremum in einem Punkt v, € M} an. Somit gibt es 1, . . ., fr, Ari1
mit

k
(grad F)(vgs1) = 2A0k401 = 2Mk 101 + 2 Z [iv;
j=1

Skalarprodukt mit vy liefert unter Verwendung von (v;, vy41) = ;541 wie zuvor
M1 = F(vgg1). Insbesondere ist so bewiesen, dafl jede symmetrische Matrix
A = A" € M(n,R) diagonalisierbar ist und daf es im R" eine Orthonormalbasis
aus Eigenvektoren von A gibt.

Satz 5.13 (Arithmetisches > geometrisches Mittel)
Fiir beliebige ay, ..., a, >0 gilt

ap +as + -+ ap
n

> {/ay-az---ay

mat Gleichheit genau fiir a; = - - - = a,.
Beweis. 1) Es sei M die n — 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit
M={x=(z1,...,2,) €R" : 2, >0, f(z) =217+ -+, —1=0},

betrachtet als Durchschnitt von (RY)" mit f~*(0). Dann hat (Df)(z) = (1,...,1)
maximalen Rang. Wir betrachten die Einschrénkung der Funktion F (x) =
T1Ts - - - x, auf den kompakten Abschluff M von M. Nach Extremwertsatz nimmt
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F das Supremum in einem Punkt y € M an, und da F(z) = 0 fiir z € M \ M,
gilt sogar y € M. Somit gibt es ein A mit
OF)(y) = LI N0 f)(y) = A fiwallei=1,...n,

(2

alsoyy =y = - =y, = % und damit xq - 29 -+ -z, < n—ln fir alle x € M mit
Gleichheit genau fiir x = y.
ii) Seien nun ay,...,a, >0 und a :=a; + - - - + a,. Wir setzen z; = %, dann
gilt nach 1)
ap - as---ay, 1
Ty Tg- Ty =—— < — .
a” n"
Elementare Umformungen liefern die Behauptung. Fiir Randpunkte mit a; = 0
ist die Ungleichung offensichtlich erfiillt. U

Durch ahnliche Techniken erhalt man einen weiteren Beweis der Holderschen
n n 1 n 1
Ungleichung ‘ inyi < (Z |xi\p) ! <Z \yi|q) " fiir o;,y; € R und % + % = 1.
i=1 i=1 i=1

Untermannigfaltigkeiten spielen eine wichtige Rolle in der Mechanik. Gegeben
sei ein mechanisches System aus N Teilchen (gleicher Masse m). Eine Konfigu-
ration des Systems wird beschrieben durch einen Punkt x = (1, ..., x3y) € R3Y
(Angabe aller Koordinaten zu gegebenem Zeitpunkt). Dem System werden & holo-
nome Zwangsbedingungen auferlegt, beschrieben durch & Gleichungen f;(z) = 0,
<oy fe(x) = 0. Wir setzen voraus, dafi die aus den partiellen Ableitungen

a;j(x) = (ng;)(:p) gebildete Matrix der partiellen Ableitungen maximalen Rang

hat, rang(a;;j(x)) = k fiir alle + € M. Dann definieren die Gleichungen eine
n = (3N — k)-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C R"**. Konfigurationen
des Systems mit Zwangsbedingungen sind dann durch Punkte aus M zu beschrei-
ben. Die Dimension von M entspricht der Zahl der Freiheitsgrade.

Nach SatzB8 gibt es zu jedem Punkt a € M eine offene Umgebung V' C M so-
wie eine Umgebung 7' C R" und eine Immersion ¢ : T' — M, die T" hombomorph
auf V' abbildet. Die Koordinaten (g1, ..., q,) eines Punktes ¢ € T heiflen verall-
gemeinerte Koordinaten.

Sei (K (a)) € R3N eine Familie von Kriften, die auf die Teilchen wirken. Dann
wird die Beschleunigung der Teilchen beschrieben durch das d’Alembertsche Prin-
7ip

(mi(a) — K(a),v) =0 fiir beliebige v € T, M .

Die Forderung besagt, daf§ die durch Z(a) := mi(a) — K definierte Zwangs-
kraft keine virtuelle Arbeit verrichtet bzw. ein Normalenvektor ist. Somit gibt es
Lagrange-Multiplikatoren A;, [ = 1,...,k mit Z(a) = Zle Ai(a) (grad fi)(a). Es
liegt dann nahe, die Zwangskraft mit dem Gradienten einer Funktion W : U — R
in Verbindung zu setzen, deren Einschrankung auf M im Punkt a ein lokales Ex-
tremum hat. Diese Funktion ist die Wirkung und die Extremalitdtsforderung
heifit Hamiltonsches Prinzip.

29

Preliminary version — 2. Februar 2017



Beispiel 5.14 Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit M C R? werde durch
f(x1,20) = 3(I* — 2% — 23) = 0 definiert. Das ist relevant fiir die Dynamik
eines ebenen Pendels, bestehend aus einem Massenpunkt aufgehéngt an einem

masselosen Seil der Lénge [. Es gilt

(Df)(@) = (=21, —22) ,  rang(Df)(a) =1 fiir a7 +a3 £0.

Damit bildet n(x) := (grad f)(x) = (—x1, —22) eine Basis von N(g, z,)(M) und
v(z) = (=2, 1) eine Basis von Ty, ,)(M). Auf den Massepunkt wirke die Kraft
(K1, K3) = (0, —mg). Das d’Alembertsche Prinzip liefert

(miﬁl, ms + mg) = )\(I)( — Z1, —56’2) . (*)

Zusammen mit der Gleichung f = 0 haben wir 3 Gleichungen zur Bestimmung
der 3 Funktionen x1, x5, A(x). Skalarprodukt von (*) mit (i1, #2) und Verwendung
von 73 + 13 = 2, also 1@y + xody = 0, liefert den Energieerhaltungssatz
m, . |2 . \2
E = 5((1’1) + (&9)°) + mgzy = const .
Skalarprodukt von (*) mit (xy,75) und Verwendung von x1%; + @ods + (1) +
(12)% = 0 liefert

Aa) = %((131)2 + (12)° — ga2) = %(QE — 3mgxs) .

Die Zwangskraft Z = (—Azy, —Azy) ist dann die Seilspannung. Die Gleichungen

lassen sich in Polarkoordinaten x; = Isin ¢ und zo = —I cos ¢ entkoppeln (p=0
ist die Ruhelage). Der Betrag der Seilspannung ist dann || Z|| = mlg?+mg cos ¢ =
M 4 g cos ¢, mit v? = ||| = 1247, N

In der Statistischen Physik spielt die Boltzmann-Verteilung eine wichtige Rol-
le, die sich ebenfalls aus einem Extremalproblem mit Nebenbedingung ergibt:

Beispiel 5.15 (Boltzmann-Verteilung) Ein System besitze N FEnergie-
niveaus FEi,..., Fy, wobei das Niveau FE; mit Wahrscheinlichkeit p; angenom-
men wird. Die Gesamtenergie ist dann U = Zfil E;p; unter der Nebenbedingung
f(p:) = Zf\il p; — 1 = 0. Der Wahrscheinlichkeitsverteilung wird eine Entropie
S = —kp vazl pi Inp; zugeordnet, wobei kp die Boltzmann-Konstante ist. Es
wird nun jene Verteilung realisiert, die die freie Energie F' = U — T'S minimiert,
wobei T die Temperatur ist. Somit gilt

OF of
— B+ kpT(1 +Inp;) = Aol = A1
api i T KB ( + npz) apz 5
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oder p; = exp (,CB%T o kgT) Die Nebenbedingung Ei]ilpi = 1 erzwingt

N
A 1 _ B
- 1) —_ ‘t Z — kT
exXp (kB = mi = - e B

— 2

e kBT, <

Dabei heifit Z die Zustandssumme, und insgesamt folgt p; = %

6 Differenzierbare Kurven

Eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit im R" ist eine differenzierbare Kurve
mit nicht verschwindendem Tangentialvektor, denn die zugehorige Immersion ¢ =
¢ : I — R™ bildet ein offenes Intervall I C R homoéomorph auf die Teilmenge
M = ¢(I) C R™ ab. Diese Teilmenge heifit die Spur der Kurve ¢. Die Umkehrung
gilt nicht immer: Wenn die Spur der Kurve sich selbst schneidet, ist ¢ nicht
bijektiv. Die Rangbedingung ist verletzt fiir ¢/(¢) = 0.

Definition 6.1 Eine differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ heiBt regular, falls ¢/(t) # 0.

Im folgenden beschrénken wir uns auf reguldre Kurven. Selbstschnittpunkte der
Spur sind zugelassen.

Satz 6.2 FEs sei I C R ein offenes Intervall und ¢ : I — R"™ eine regulire stetig
differenzierbare Kurve mit c¢(t) = (c1(t),...,cn(t)) und ¢y # 0 auf I. Dann gilt:

i) ¢ : I — J ist eine Diffeomorphismus zwischen offenen Intervallen.

i) Fs sei M = c(I) die Spur der Kurve. Auf der Teilmenge U = J X
R*1 C R" emistiert eine differenzierbare Abbildung f : U — R 1 mit
rang((Df)(z)) =n—1 und M NU = f~1(0). Insbesondere ist M eine
Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Nach Voraussetzung ist ¢; : I — J ein Diffeomorphismus mit Umkeh-
rung ¢, 0 J — I. Setze f = (fa,..., fn) mit f; = x; — c;(c; ' (z1)). Dann ist

das Differential nach Kettenregel gegeben in Blockdarstellung durch (D f)(z) =
-1

(v(21), En1) € M((n = 1) x n,R) mit vi(21) = cfyy(e; (1)) - (ciler ' (21))
hat somit maximalen Rang. Zusammen mit ¢ = ¢; ! () definieren die Nullstellen
x; = ¢j(t) die Spur. O

Offenbar verhindert die Bedingung ¢ # 0 Selbstschnittpunkte, denn ¢; bleibt
monoton wachsend bzw. fallend.

Es sei ¢ : I — R eine stetige Kurve und 7' = {to,...,t,} eine endliche
Teilmenge von [ mit ty < t; < ...,t,. Dann definieren die zugehorigen Kur-
venpunkte c(t1),...,c(t,) ein der Kurve einbeschriebendes Sehnenpolygon der
Lénge
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Nach Dreiecksungleichung wéchst die Lange des Sehnenpolygons, wenn weitere
Kurvenpunkte hinzugefiigt werden.

Definition 6.3 Es sei ¢ : I — R" eine stetige Kurve. Falls die Menge der Langen
von einbeschriebenen Sehnenpolynomen beschrankt ist, dann heit das Supremum
dieser Menge die Bogenliange der Kurve c.

Satz 6.4 Eine Kurve c: |, 5] = R, die auf |, [ stetig differenzierbar ist, hat
die Bogenldnge

L(c):/jdtﬂc ||_/ dt \/(¢(t), e (1)) .

Beweis. i) Nach dem Mittelwertsatz [LT6 gilt mit f =id : R" — R"
ti
c(t;) — c(ti1) :/ dt (t)
ti—1

und dann mit der an diesen Satz dort anschlieenden Abschitzung

le(ts) = e(tia)]| < /t dt |<(@)]) -

Somit gilt fir jede Unterteilung des Intervalls [a, ] die Abschitzung

Lic(to), ., e(tn)) < L(c).
ii) Wir zeigen: Zu jedem e¢ > 0 gibt es eine Unterteilung mit L(c) —
L(c(to), ... c(tm)) < e. In der Standardbasis (e;) des R™ sei c(t) = ", ¢;(t)e;.

7=1
Da die ¢ (t) als stetige Funktionen Riemann—integrierbar sind, gibt es Treppen-

funktionen ¢; : [a, ] — R mit |cj(t) — ¢;(t)] < 5 sy fur alle t € [a,ﬁ] Mit
o(t) = > 27—, ¢j(t)e; folgt nach Dreiecksungleichung ||c( ) — ( )|| < gy fir

alle t € [a, B]. Wir withlen eine Unterteilung o = tg < t; < - t,, = 3, so daB
¢ auf jedem offenen Teilintervall |¢; 1, t;[ konstant ist. Nach Dreiecksungleichung

gilt
| / o) <| / at (6(t) = )| + | / dt (1)

</ arlote) - (01 + | [ dt ¢ (1

e
< m(ti —ti1) + HC(tz) — C(tz‘q)H .

ti t;
Da ¢ auf Jt;_1,t;| konstant ist, gilt H/ dt <b(t)H = / dt ||¢(t)|| und somit
ti—1 ti—1

nach Summieren iiber ¢
; le(ti) = e(ti-n)]| = / dt ||o(t)|| — 5 _
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Andererseits ist ||¢/(¢)|] < [[¢(t) — o@)]| + [|o(2)]], also [|¢(E)]| = [[¢(1)]]

_ €
2B—al"

Integrieren iiber [«, 3] liefert dann die Behauptung ZHC(tl) — c(tim)]| >
i=1

B
/ dt ()] — e 0

Beispiel 6.5 Der ebene Kreisbogen ¢ : [¢1, o] — R? mit c(t) = (rcost, rsint)
hat die Bogenldnge

@2
L(c) = / dt \/r2 sin?t + 12 cos?t = (g — ¢1) .

Insbesondere hat der Kreis vom Radius r, realisiert durch die Kurve ¢ : [0, 27[ —
R? mit ¢(t) = (rcost,rsint) den Umfang L(c) = 27r. N

Beispiel 6.6 Fiir 0 < b < a werde die Ellipsenkurve ¢ : [0, 27 — R? definiert
durch ¢(t) = (acost, bsint). Ausgedriickt durch €? := “2(1;2”2 hat sie die Bogenlénge

2m 2
L(c):/ dt\/a20082t+bQSin2t:a/ dt V1 —esin’t = a- E(2m;¢) .
0

0

Das verbleibende sogenannte elliptische Integral kann nicht mehr elementar gelost
werden. Fiir den Viertelbogen findet man durch Potenzreihenentwicklung und
Beispiel aus dem 2. Semester

[e o] s

1 2
E(2me) = 42 (Z) (—eQ)k/ dt sin®* ¢
k=0 0

:2ﬂ(1+i62k(—1).1.3...(2k—3) 1'3"'(27€—3)(2k—1)>

2k ! 2kk!

=2k TN (25 — 1)y
:27(1_2%—1( 2’fl;;7! )) :

k=1

Fiir ebene Kurven ¢ : |a, 3] — R? ist es oft zweckméBig, sie in Polarkoordinaten
c(t) = (r(t) cos ¢(t), r(t) sin ¢(t)) darzustellen. Dann ist

c(t) = (r'(t) cos o(t) — r(t)¢/(t) sin o(t), 7/ (t) sin §(t) + r(t)¢'(t) cos (1))
und folglich

B
L(c) = / at /(D) + (1) (0

Entscheidend bei der Interpretation der Bogenlénge ist die Invarianz unter
Reparametrisierung:
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Satz 6.7 Es sei I C R ein offenes Intervall, ¢ : I — R"™ eine requldre dif-
ferenzierbare Kurve und ¢=' : I — J ein Diffeomorphismus. Dann ist auch
¢:=co¢:J— R eine requlire differenzierbare Kurve, und es gilt L(c) = L(¢).

Beweis. Sei I = |a, f[. Der Diffeomorphismus ¢ ist insbesondere monoton. Sei
zuniichst (¢~1)'(t) > 0 fiir alle ¢t € I, dann ist J = J¢~'(a), ¢ 1(B)[. Differen-
zierbarkeit von c o ¢(7) folgt aus der Kettenregel, mit & (1) = d(o(7)) - ¢'(7).
Damit gilt fiir die Bogenlédnge unter Verwendung der Substitutionsregel fiir das
Riemann-Integral

¢~ (B) o~ (B)
L(c) = dr (|J(7)|| = dr || (o(T))]|| - |¢' (7
@=[ . Eol= [ e -eel
o(¢~1(B)) B
= [l = [ ol
p(¢~Ha)) a

Ist (¢71) < 0 auf I, dann ist J = |¢~1(8), ¢ (). Das dann entstehende Vor-
zeichen beim Vertauschen der Integrationsgrenzen wird kompensiert durch das
Vorzeichen in |¢'(7)| = —¢'(7), so daf die Bogenldnge unabhéngig vom Vorzei-
chen von ¢’ ist. O

Folglich ist die Bogenlénge einer Kurve allein eine Eigenschaft der Spur der Kur-
ve. Die konkrete Parametrisierung ist unerheblich und kann mdglichst sinnvoll
gewihlt werden. Oft bringt die Parametrisierung nach Bogenlinge Vorteile:

Definition 6.8 Eine reguldre differenzierbare Kurve ¢ : I — R™ heiBt nach Bo-
genlange parametrisiert, wenn ||/ (¢)|| = 1 fiir alle t € 1.

Satz 6.9 Zu jeder requldren stetig differenzierbaren Kurve ¢ : I — R™ gibt es
eine diffeomorphe Reparametrisierung ¢~ : I — J, so daf ¢ :==co¢ : J — R"
nach Bogenlinge parametrisiert ist.

Beweis. Es sei I = |a, 5[. Wir definieren

o (r) = / “at )]

Dann ist ¢~ Stammfunktion zu ||c/(¢)]|, d.h. (¢71)(7) = ||¢(¢)|| und somit

1 _ d(T)
(e=1)(r) NIl

Folglich ist ||& (¢~ (7))|| = 1. O

d(¢7H(1)) = (D(cog))(¢ (7)) = (1) ¢ (¢~ (7)) = ()
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7 Variationsrechnung

In der Variationsrechnung sucht man Extremwerte (genauer: stationidre Werte)
von Funktionen (genauer: Funktionalen) auf unendlich-dimensionalen normierten
Vektorrdaumen. Es ist die wichtigste Methode zur Gewinnung von Bewegungs-
gleichungen in Mechanik und Feldtheorie. Wir nehmen vereinfachend Fréchet-
Differenzierbarkeit an, tatsichlich geniigt das unendlich-dimensionale Analogon
der Richtungsableitung.

Abkiirzend bezeichnen wir mit X* = C¥([a, 8],R") den (unendlich-
dimensionalen) Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Kurven ¢ : [«, 5] —
R"™. Man kann zeigen, dal X* zusammen mit der Norm

k

lelloy =Y sup V()]

ein Banach-Raum ist. Das Wirkungsfunktional ist eine Abbildung S : X? — R.
Wir interessieren uns fiir stationdre Punkte von S, d.h. Kurven ¢ € X? mit
(DS)(c) = 0, wobei wir die Randpunkten der Kurve a = ¢(«) und ¢ = ¢(f)
festgehalten.

In wichtigen Fillen 148t sich die Wirkung S schreiben als Riemann-Integral
iiber die Lagrange-Funktion £ der Kurve,

B
S(c) :/ dt L(t,c(t),c (1)) .

Dabei wird £ : [a, 8] x X? x X! — R als zweimal stetig differenzierbar vor-
ausgesetzt. Betrachten wir (t,¢,v) € [a, ] x X? x X! — R als Variablen, dann
ist

LHE+T,q+70+w)

oL oL oL
= ‘C(t7Q7v) + (E)(tacbv) oT + (a_q>(t7Q7,U) or+ (a)(t,q,’l}) cw
+o([[(t, r,w)]])

mit 7 € R, r € X% und w € X! derart, daf (t + 7,¢+r,v + w) in der gewiihlten
Umgebung von (¢,q,v) bleibt. Zweimalige Differenzierbarkeit von £ bedeutet,
daf} die Abbildungen

oLy . o
(E»RXX » X' = Hom(R,R) ,

8£ . 2 1 2
(a—q>.R><X % X' = Hom(X%,R)

(8—£> 'R x X% x X' 5 Hom(X',R)
(
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selbst wieder differenzierbar sind in (¢, ¢, v) .

Es sei U C X? die Teilmenge der zweimal stetig differenzierbaren Kurven
¢ [a, ] = R™ mit festgehaltenen Randpunkten a = ¢(«) und ¢ = ¢(f). Um das
Differential zu berechnen, ist S(c + &) mit S(c) zu vergleichen. Dabei ist £ € X2
so zu wahlen, dafl ¢+ & € U liegt, d.h. £ verschwindet an den Randpunkten. Wir
bezeichnen mit

X5 ={¢ € C¥([o, B],R") , &(a) =£(B) = 0}

den Untervektorraum der zweimal stetig differenzierbarten Kurven, die am Rand
verschwinden. Dann gilt fiir £ € XZ fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Lagrange-Funktion

B
S(et6) = / dt L(t,e(t) + £(1), () + €(1))
B
= [ {cte e, )+ (5.0, o0

+ (5o (el 0) 0 €0) +olllel) + o)}

v
Es gilt ff dt (o(Jl€]]) + o(I€']))) = o(||€]l2)). Fiir die festgehaltene Kurve ¢ € X2
L
v

kénnen wir das Differential (2£) (¢, c(t), d(t)) auffassen als Abbildung

Rot— (g—f)(t,c(t),c’(t)) € Hom (X", R)

Nach Kettenregel und allen Voraussetzungen ist diese Funktion stetig differen-
zierbar auf |a, B[ mit stetiger Fortsetzung auf [a, 5], so dafl wir partiell integrieren
diirfen:
A oL oL
DS)e) 06 = [t {(Go) ettt 06(t) + (G2 ) (ke ) o 1))
B

[ () - (Bt s
+ (55 (e, 0) 000

Der Randbeitrag in der letzten Zeile verschwindet wegen (o) = () = 0. Unter
Verwendung des weiter unten angegebenen Fundamentallemmas der Variations-
rechnung haben wir somit bewiesen:

a

Satz 7.1 (Euler-Lagrange-Gleichungen) Uber eine Lagrange-Funktion L :
[, B] x X? x X1 — R werde durch

B
S(c) ::/ dt L(t,c(t),d (1))
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ein Wirkungsfunktional S : X? — R auf dem Banach-Raum X? der zweimal stetig
differenzierbaren Kurven c : [a,b] — R™ definiert. Dann gilt: Das Wirkungsfunk-
tional ist auf der Teilmenge U C X? der zweimal stetig differenzierbaren Kurven
mit festgehaltenen Randpunkten genau dann stationdr in einem Punkt ¢ € U,
d.h. (DS)(c) =0, wenn fir die Kurve ¢ die Euler-Lagrange-Gleichungen

G ((Go) et o)) = (5 uete). ) =0
in jedem Punkt t € [, 5] gelten.

Nach obiger Diskussion ist nur die Richtung (DS)(¢) =0 = Euler-Lagrange
zu zeigen. Sie ergibt sich aus

Lemma 7.2 (Fundamentallemma der Variationsrechnung) Fiir eine ste-

B
tige Funktion f € C([a, B]) gelte / f(t)g(t) =0 fiir alle zweimal stetig differen-

zierbaren Funktionen g € C2([a, B]Cj R), welche am Rand verschwinden. Dann ist
f(t) =0 fir alle t € [o, B].

Beweis. Wegen der Stetigkeit von f geniigt es, f(t) = 0 fiir alle ¢t €]a, ] zu
zeigen. Angenommen, es gibt ein to €, 8] mit f(ty) = € > 0. (Der Beweis
fiir f(tg) = —e < 0 ist analog.) Wegen der Stetigkeit von f gibt es dann ein
§ >0, s0 daB8 f(t) > § fiir alle t € K5(to) C |, B[. Dann gibt es (sogar beliebig
oft) differenzierbare nichtnegative Funktionen g, die auflerhalb Kj(ty) identisch
verschwinden. Eine Wahl ist z.B.

t) 0 firt<ty—dodert>ty+4o
= 1 1
g e t=Go=9 UoFd—t flirtg—d <t <tyg+9

Damit ist

B to+9 6 to+9
/ dt f(t)g(t) = / &t f(t)(t) > & / dt g(t) > 0.

0—9 0—9

im Widerspruch zur Annahme. Daraus folgt f(¢) = 0 fiir alle ¢ und schlieflich die
Giiltigkeit der Euler-Lagrange-Gleichungen. O

In den Euler-Lagrange-Gleichungen ist zunéchst

%((g—f)(t,c(t),c’(t))) — (%)(t,c(t),c’(t)) € Hom(X2,R)

eine lineare Abbildung. Evaluiert im Punkt ¢ € |a, 8] geht aber nur der Vektor
£(t) € R™ ein, so dafl es geniigt, die Gleichungen in den Vektoren der Standard-
basis des R™ auszuwerten. Somit sind die Euler-Lagrange-Gleichungen dquivalent
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zum System

%((Z_f) (t,c(t), (8) o er ) — (g—j) (t, c(t),c(t)) o e = 0
fir alle k =1,...,nund ¢ € |, 8] .

Beispiel 7.3 Wir betrachten noch einmal das Pendel der Fadenldnge [ aus
Beispiel BT4l Die Nebenbedingung definiert eine Untermannigfaltigkeit M =
St C R?, auf der die Bewegung stattfindet. Die Lagrange-Funktion ist dann
auf einer lokalen Karte (T, ¢) dieser Untermannigfaltigkeit definiert. Sinnvol-
lerweise wahlt man T C R als abgerollten Kreisbogen und dann die Kurve
[, ] 2t c(t) € T C R als Zuodnung des Auslenkungswinkels zum Zeitpunkt
t. Dann sei die Lagrange-Funktion gegeben als

mi?

L(t,ct),d(t)) = 7(c'(t))2 +mgl cos (c(t)) .

Nach Definition der Einschrankungen der Jacobi-Matrix ist

L(t,c(t)+r,d(t))

L(t,c(t),d(t)) + mgl(cos( (t)+r)— cos(c(t)))
((t,c(t), ¢ (t)) +mgl(cos(c(t))(cosr — 1) — sin(c(t)) sinr)

(ele). 10 + (G0 ) el ) o+ ol

L
L(t

mit (%)(t, c(t),d(t)) = —mglsin(c(t)) und

L(t, c(t),d(t) +w) = ﬂ(c’(t) +w)® + mgl cos(c(t))

2
= L(t,c(t), (1)) + mid (Hw + %wQ
= L0, e(0). W) + (20) (telt), (1)) 0w+ o o]

mit ( )(t c(t),d(t)) = md(t). Somit lautet die Euler-Lagrange-Gleichung

(mi2d ()" — (—mglsin(c(t) =0 = '(t) +w?sin(c(t)) = 0

mit w = \/? . Das ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung zur Loésung der Inte-
gralkurve ¢(t). Wir werden im néchsten Kapitel sehen, daf zu ihrer eindeutigen
Losung Anfangsbedingungen ¢(ty) und () vorzugeben sind. q

Diese Methode, sich die Bahnkurven eines mechanischen Systems zu verschaf-
fen, heiit Hamiltonsches Prinzip: Von allen moglichen Bahnkurven eines mecha-
nischen Systems zwischen festgehaltenen Anfangs- und Endpunkten ist jene Kurve
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realisiert, fiir die die Wirkung stationar ist. In vielen Fillen sind die stationédren
Punkte Minima der Wirkung.

Symmetrien der Lagrange-Funktion fithren auf Erhaltungsgrofen (Noether-
Theorem). Wenn £ nicht ezplizit vom Kurvenparameter abhéngt, sondern nur in
der Form L(c(t),(t)), dann fiihrt diese Translationssymmetrie auf den Energie-
erhaltungssatz

omy=0: B0 = (2 (el).¢ 1) o 1) ~ £lelt), 1)

fiir die Kurve, in der die Wirkung stationér ist:

%{(g—f(c(t),c’(t))) o c’<t>}

oL / / oLC / " . d /

= (G (el @)) o 0)+ (G (elt), ¢ 1)) o () = ZLlelD), (1)
Beispiel 7.4 (Brachistochrone, Johann Bernoulli 1696) Die Brachi-
stochrone ist jene Kurve c¢(t) = (z(t),2(t)) in der z-z-Ebene zwischen den

festgehaltenen Punkten (0, ~) und (a,0), mit h,a > 0, die ein darauf reibungsfrei
unter dem EinfluB der Gravitationskraft gleitender Massepunkt in kiirzester
Zeit durchlauft, wobei der Massepunkt in (0,h) ruht. Die zeitunabhéngige
Lagrange-Funktion (e, ist der Einheitsvektor in z-Richtung)

L(c(t),d (1)) = (1), (1)) — mg(c(t), e2)
fithrt auf den Energieerhaltungssatz

5(0/@)7 d(t)) +mg{c(t),e,) = mgh = const.

Wir konnen 2’ > 0 annehmen, so daf§ wir die Spur der Kurve nach dem Kurven-
parameter auflosen konnen: z(t) = z(x(t)). Dann gilt nach Kettenregel

mgh = %(x’(t)f(l + (dz(;))Z> + mgz(x)

di(x) ( (h— z(:v ))

= =

da 2g(h — z(x)

Somit gilt fiir die Gesamtzeit T, in der der Massepunkt die Kurve durchlauft,

;o yle) =h—2z(z).
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Damit ist nach Identifikation von x mit einem neuen Kurvenparameter die Be-
stimmung der schnellsten Kurve y(x) dquivalent zur Losung der Euler-Lagrange-
Gleichung fiir die Lagrange-Funktion

L@@%M@D=:Jl+@€2fm@>, y:[0,a) > R.

Da die neue Lagrange-Funktion zeitunabhingig ist, gilt wieder der Energieerhal-
tungssatz

y'(x))

Jo <y’§x>,y/<x>)> - \/1+<y'<x>

y(x)

)

fiir die Kurve, fiir die die Wirkung stationér wird. Solche Differentialgleichungen
betrachten wir im néchsten Kapitel. Wir beschréanken uns hier auf Angabe der
Losung in Parameterform:

1 1
y(r) = @(1 —CcosT) , z(7) = @(T —sinT) .
Dann ist nach Kettenregel
dy . 9
, e sin 7 N2 1 sin®7T — 2(1 — cos )
a7 o - = - 1.
y(x) g—f 1—cost (y ) E2y (1 —cosT)?

Somit ist die Brachistochrone in Parameterform gegeben durch

x(7) _ L T " cosST —sinT 0
z(r) ) 2E2 \ 2E°h —1 sinT  cosT ﬁ

Es handelt sich um die Spiegelung der Kurve des Randpunktes eines rollendes

Rades vom Radius R = ﬁ q

Zusammenfassung

e Differenzierbarkeit, Differential, Jacobi-Matrix. Beziehungen zu partieller
Ableitung, Richtungsableitung, Stetigkeit

o Kettenregel
e differenzierbare Kurve, regulire Kurve, Ableitung entlang Kurve, Bo-

genlénge
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Definition von Vektorfeldern, Gradient, Divergenz

mehrdimensioanle Taylorsche Formel, Extremwertdiskussion iiber Gra-
dient und Hessesche Matrix

Banachscher Fixpunktsatz, Satz {iber implizite Funktionen

Untermannigfaltigkeiten definiert iiber Nebenbedingungen sowie {iiber
Kartenabbildungen (d.h. lokales Koordinatensystem)

Tangentialraum und Normalenvektorraum. Extrema mit Nebenbedin-
gungen

Euler-Lagrange-Gleichungen, Energieerhaltungssatz
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Teil 11
Gewohnliche Differentialgleichungen

8 Definition und Interpretation

Unter einer gewonlichen Differentialgleichung versteht man eine Gleichung zwi-
schen einer Funktion z(t), ihren Ableitungen 2/, 2”,...2™ und der Variablen t,
genauer:

Definition 8.1 Es sei / C R ein Intervall, G C R"*2 eine Teilmenge mit n > 1
und x : I — R eine n-mal differenzierbare Funktion, so daB fir t € I gilt
(t,x(t),2'(t),...,2™(t)) € G. Die Funktion z erfiillt eine gewshnliche Differential-
gleichung n-ter Ordnung, wenn es eine Funktion F': G — R gibt, so daB

F(t,z(t),2'(t),...,.2™M(#) =0 Vtel.
LBt sich diese Gleichung nach (™ (¢) auflésen zu
2(t) = f(t,2(t),2'(1),....a" V(D) (*)

dann heiBt die Differentialgleichung explizit.

Eine explizite Differentialgleichung n-ter Ordnung (*) 148t sich identifizieren
mit einer Differentialgleichung erster Ordnung fiir eine Bahnkurve ¢ : I — R"™.

Setzt man
C1 (t) .T((t))
Co t 7' (t
cn(t) (= (t)

so ergibt die Ableitung unter Verwendung von (*) das dquivalente System von
Differentialgleichungen 1. Ordnung

(1)
:E"(t)

d(t) = f =: v(t, c(t)) .
flt,z(t),2'(t),...,27D()

Dieses konnen wir als Differentialgleichung ¢(t) = wv(t,¢(t)) einer Bahn-
kurve interpretieren. Solche Bewegungsgleichungen entstehen z.B. aus den
Euler-Lagrange-Gleichungen nach Ubergang in die Hamiltonsche Formulierung
(Legendre-Transformation).

Ist allgemeiner U C R"™ eine offene Teilmenge und v : [ x U — R" ein
zeitabhdangiges Vektorfeld, dann definiert die Differentialgleichung ¢ (t) = v(t, ¢(t))
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zu jedem Zeitpunkt ¢ € I eine Schar von Kurven durch jeden Punkt y € U der-
art, daB der Tangentialvektor ¢/(¢) im Punkt y = c¢(t) gegeben ist durch den
Vektor v(t,y). Diese Kurvenschar heifit die Integralkurve des Vektorfeldes. An-
schaulich interpretiert man die Integralkurven als Stromlinien des Feldes v. Zur
Bestimmung einer konkreten Integralkurven ist der Startpunkt yo = y(to) vor-
zugeben. Wir werden sehen, dal dann unter geeigneten Stetigkeitsbedingungen
an das Vektorfeld die Integralkurve in einer offenen Umgebung des Startpunktes
eindeutig bestimmt ist. Andere Startpunkte liefern entweder verschiedene Kurven
oder setzen eine bisherige Kurve fort, so daf§ U schliellich durch eine Schar von
Kurven iiberdeckt wird.

9 Elementare Lésungsmethoden

Wir beginnen mit einigen einfachen Klassen gewohnlicher Differentialgleichungen
1. Ordnung.

Definition 9.1 (DGL 1. Ordnung mit getrennten Variablen) Seien
I, J C R offene Intervalle und f : I — R und g : J — R stetige Funktionen, wobei
g(x) # 0 fiir alle x € J. Dann heiBt

Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Satz 9.2 Zu gegebenem Anfangspunkt (to, zo) € I X J definieren wir Funktionen
F:I—-Rund G:J— R durch

F(t) = /t:ds f(s), Ga):= /%

Ist I' C I ein offenes Intervall mit F'(I') C G(J), dann gibt es genau eine Lisung
x : I' = R der Differentialgleichung '(t) = f(t) g(x(t)) mit der Anfangsbedin-
gung z(ty) = xo. Diese Losung erfillt die Gleichung

G(z(t)) = F(t) fir allet € I'".

Beweis. 1) Wir nehmen die Giiltigkeit von G(x(t)) = F(t) an. Wegen G'(z) =
ﬁ # 0 fiir alle x € J ist G streng monoton (und stetig differenzierbar), so dafl
nach dem Satz iiber implizite Funktionen eine eindeutige stetig differenzierbare

Umkehrfunktion G : G(J) — R auf dem offenen Intervall G(J) existiert.
ii) Nach dem Satz iiber implizite Funktionen ist H := G~'o F : I’ — R stetig
differenzierbar mit

(1) = (@Y (F0) - F(0) = gy - P/ = 91 0) - 10).
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d.h. H erfiillt die Differentialgleichung mit der Anfangsbedingung H(t;) =
G Y(F(to)) = G71(0) = zy. Also existiert eine Losung.

iii) Sei z(t) eine beliebige Losung der Differentialgleichung 2/(t) = f(t) g(z(t))
mit x(ty) = xo. Wir setzen ¢ — s und integrieren iiber s von ¢y nach ¢:

/ s S - / ds f(s)

Nach Substitution y = z(s) ergibt sich

Damit erfiillt jede Losung von 2/(t) = f(t) g(x(t)) mit Anfangsbedingung z(ty) =
xo die Gleichung G(z(t)) = F(t). Nach dem Satz iiber implizite Funktionen
besitzt G(z(t)) = F(t) in einer Umgebung von ¢, genau eine Losung z(t). O

Zu beachten ist, dafi die Umkehrfunktion G=! im allgemeinen nicht durch ele-
mentare Funktionen auszudriicken ist.

Beispiel 9.3 Wir betrachten die Differentialgleichung z'(t) = €*® sint zu be-
liebigem Anfangspunkt (to,79) € R? Damit ist F(t) = costy — cost und
G(z) =e ™ — e~ " also

o

e ) = cost — costy + e

Wegen e~ > ( gibt es ein offenes Intervall I’ C R mit ¢y € I’, so dal cost —
costy + e %0 > 0 fiir alle ¢t € I'. Dann ergibt sich die Losung zu

z(t) = —In (cost — costy + e ™)
fir alle t € I'. Q

Definition 9.4 (lineare Differentialgleichung 1. Ordnung) Es seien ] C R
und a,b: I — R stetige Funktionen. Dann heiBt

() = a(t) z(t) + b(t)

eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung. Diese heiBt fiir b = 0 homogen, sonst
inhomogen.

Satz 9.5 FEs seity € I und xq € R. Dann gibt es genau eine Losung x : I — R
der Differentialgleichung z'(t) = a(t)x(t) mit der Anfangsbedingung x(ty) = xq,

ndmlich .
x(t) = xoexp (/ ds a(s)) :

to
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Bewers. Es handelts sich um einen Spezialfall einer Differentialgleichung mit ge-
trennten Variablen. U

Der inhomogene Fall wird durch Variation der Konstanten gelost. Darunter
versteht man den Ansatz x(t) = Z(t)u(t), wobei Z(t) die homogene Gleichung
'(t) = a(t)z(t) mit Z(tp) = 1 16st. Damit ergibt sich

2/ (t) = () ut) + z(t) u'(t) = (alt) u®) + u'(t))Z(t)
= a(t) u(t) 2(t) + b(t) ,

also u/(t)Z(t) = b(t) mit Anfangsbedingung u(tg) = x¢. Das ist wieder eine spezi-
elle Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit der eindeutigen Losung

u(t):x0+/ttds®.

Somit ist bewiesen:

Satz 9.6 (Variation der Konstanten) FEs seien I C R ein Intervall, a,b :
I — R stetige Funktionen sowie to € I und o € R. Dann gibt es genau ei-
ne Losung x : I — R der Differentialgleichung 2'(t) = a(t)z(t) + b(t) mit der
Anfangsbedingung x(to) = xo, namlich

z(t) = Z(¢) (:co + /t: ds ;ii;) mit  Z(s) = exp (/S dr a(’r’)) :

Beispiel 9.7 Betrachtet werde die Differentialgleichung z/(t) = 2tz(t) + ¢ mit
x(0) = ¢. Dann hat die homogene Gleichung #'(t) = 2tZ(t) mit :Z’( ) = 1 die

Losung
¢
T(t) = exp </ ds 23) = .
0
Also erhalten wir

x(t) = s (c+ /Ot ds 86_52) — ¢ <c+ %(1 — e_t2>>

241 o 1
= e — —. <
2 2

Beispiel 9.8 (Freier Fall mit Reibung) Der freie Fall eines Massenpunktes
(in 2-2-Ebene) wird bei geschwindigkeitsproportionaler Reibungskraft beschrie-
ben durch die Differentialgleichungen

mz"(t) = —mg — r2'(t) , ma” (t) = —ra'(t) .
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Als Anfangsbedingung sei 2/(0) = v, und 2/(0) = v, gegeben. Damit ergeben sich
die Geschwindigkeiten zu

v = oo ([ as (1)) =vei

m
mg

t
2Z(t) = e_%t<vz - / ds geﬁs> — e ml — —2(1—e mt) |
0

r

Fiir ¢ — oo fillt der Massenpunkt also mit konstanter Geschwindigkeit ¢ in
negative z-Richtung. Die Anfangsgeschwindigkeiten sind exponentiell geddmpft.

Beide Losungen sind selbst Differentialgleichungen mit getrennten Variablen.
Sind die Anfangsbedingungen 2(0) = h und x(0) = 0, dann ergibt sich

t
x(t) :/ ds vye m® = @<1—e’% ) ,
0 T
t
z2(t)=h +/ ds(vze_%s - @(1 - e_%s)>
0

r

:h+”zm(1—e—it) —@(t—ﬁu—e—it)). 4
T T T

Manchmal findet man Substitutionen, durch die zunéchst kompliziertere Dif-
ferentialgleichungen auf obige Situationen zuriickgefiithrt werden:

Beispiel 9.9 (Bernoullische Differentialgleichung) Die Bernoullische Dif-
ferentialgleichung lautet

y'(t) = a()y(t) +b(t)(y(t))", a#0,1.

Zu unterscheiden ist « € Z und o € R\ Z > 0. Fiir a > 0 gibt es zumindest die
triviale Losung y = 0. Fiir (o < 0, « ¢ Z) ist nur y(¢) > 0 sinnvoll.

Sei o« € R\ Z und y(to) > 0. Wir substituieren z(t) = (y(t))l_a und erhalten
nach Kettenregel in einer Umgebung von (x(t), to)

2() = (1= ) (y() "y'(®) = (1 - @) (al)a(t) +b(0)) q

Viele Probleme der Physik fithren auf Differentialgleichungen 2. Ordnung. Das
typische Beispiel ist das Newtonsche Gesetz fiir die eindimensionale Bewegung
der Mechanik z” = f(x,2'), dabei ist f die durch die Masse dividierte Kraft.
Die iibliche Anfangsbedingung ist die Vorgabe von Ort und Geschwindigkeit zur
Zeit to, d.h. z(ty) = xo und 2'(ty) = vy. Diese Differentialgleichung 148t sich
in ein System linearer Differentialgleichungen 1. Ordnung iiberfithren und dann
mit den vorzustellenden Methoden 16sen. Ist die Kraft f(y) unabhéngig von der
Geschwindigkeit, aber z.B. nichtlinear, dann bietet sich noch ein anderer Weg an:
Wir werden zeigen, dafl das Potential

Uta) == [ ds 119

0
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unabhingig vom Integrationsweg definiert ist und fl—g(:p) = —f(x) erfiillt. Durch
Skalarprodukt des Newtonschen Gesetzes mit der Geschwindigkeit =’ ergibt sich

dann U . ,
"1 / /2
_ = (5 U@)
0=2a"2"+ e (256 + U(x)
Die Losung ist der Energieerhaltungssatz 22 +U(z) = E = J02+U(yo) = const.

Das ist nun eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit der Losung

v ds
t—tozi/m) 200 =:T(x).

Der Ort selbst bestimmt sich dann durch die Umkehrfunktion zu z(t) = T—!(t —
to)-

Beispiel 9.10 Die Differentialgleichung des mathematischen Pendels ist 2’/ =

—w?sinz. Dabei ist 2 der Auslenkungswinkel und w? = 4, mit g der Schwerebe-

schleunigung und L der Fadenlédnge. Fiir kleine Winkel ist sin x ~ x, und es wird
die einfachere lineare Schwingungsdifferentialgleichung erhalten. Wir stellen aber

nicht die Bedingung kleiner Winkel. Das Potential ergibt sich zu

z
5 -

U(z) = —/ ds (—w?sin s) = w*(1 — cos ) = 2w? sin*
0

Dieses entspricht der Gesamtenergie im maximalen Auslenkungswinkel a = x(0),
so daf} sich folgende Losung ergibt:

L 1 /“ ds
2w Ja ,/sinQ%—siIf%

Es interessiert die Zeit % einer halben Schwingung zum anderen Umkehrpunkt

x = —a. Wir substituieren sin § = sin g sin u, also
1 S ca 1 .2 s ca 2
acosid(s:smgcosudu = 3 1 —sin §ds:s1n§\/1—sm u du
1 2 a 1.2 . 2a .2 s
= 54/l —sin® gsin u ds = 4/sin 5 — sin Edu.
2
Das ergibt

2
= —K(sin§),

T_1/$ du
2w -3 \/1—sin2%sin2u

wobei K (x ein elliptisches Integral ist. In Beispiel (BZ3

)'_/72r du
. 0 v1—2a2sin’u

aus dem 2. Semester hatten wir
21 L1234 (2n — 1)\ 2
T="(1 ( ) sing
w<+§; 2.4 (2n) le

gezeigt. Insbesondere ist lim,_,0 T = 2. q
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10 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Wir betrachten im weiteren die Differentialgleichung 2/(t) = v(¢, z(t)) mit z(t) €
R". Genauer sei G C R x R" eine Teilmenge und v : G — R”" eine stetige
Abbildung, gesucht ist eine Losung x : I — R™ der Differentialgleichung 2'(t) =
v(t,x(t)), so daB (t,z(t)) € G fiir alle t € I C R. Meist sucht man Losungen mit
vorgegebener Anfangsbedingung x(ty) = z. Diese Problemstellung heifit System
von n Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Wir l6sen das System von Differentialgleichungen durch Zuriickfithren auf eine
Integralgleichung.

Satz 10.1 Es set G C R x R® und v : G — R" eine stetige Abbildung so-
wie (to,x9) € G. Dann gilt: Fine stetige Abbildung x : I — R™ eines Intervalls
I' CR mitty €I und (t,z(t)) € G fir allet € I lost genau dann die Differen-
tialgleichung x'(t) = v(t,z(t)) zur Anfangsbedingung x(to) = o, wenn folgende
Integralgleichung gilt:

x(t) = xo + /t ds v(s,z(s)) fir allet € 1.

to

Beweis. (<) Fiir t = t, folgt x(ty) = xo. Wegen der Stetigkeit von x und v ist
auch die Abbildung F' : I — R mit F(s) := v(s,z(s)) stetig auf I. Damit gilt
nach dem Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung

t

i), ds v(s,x(s)) = v(t, (1)) ,

d.h. z ist sogar differenzierbar mit 2’(t) = v(t, z(t)).
(=) Es gilt

/t ds v(s, z(s)) = /t: ds 2'(s) = a(t) — x(to) = a(t) — 0 ,

to
d.h. die Integralgleichung ist erfiillt. O

Es wird sich zeigen, dafl Existenz und Eindeutigkeit der Losung bewiesen
werden kann, wenn die Funktion f einer Lipschitz-Bedingung geniigt.

Definition 10.2 Sei (t,2) € G C R x R™. Eine Abbildung v : G — R™ geniigt
einer Lipschitz-Bedingung (beziiglich der Variablen x), wenn es ein L > 0 gibt, so
daB

|lv(t,z) —v(t,2)|| < L|jz — z| fur alle (t,z), (t,Z) € G .

Die Funktion v genligt einer lokalen Lipschitz-Bedingung, wenn jeder Punkt (to, zo) €
G eine Umgebung U C R x R™ besitzt, so daB v in GNU einer Lipschitz-Bedingung
mit moglicherweise von U abhangiger Lipschitz-Konstanten L(U) geniigt.
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Hinreichend ist stetige Differenzierbarkeit:

Satz 10.3 Sei G C RxR" offen und v : G — R"™ stetig partiell differenzierbar in
den letzten n Koordinatenrichtungen x1, ..., x,. Dann geniigt f in G lokal einer
Lipschitz- Bedingung.

Beweis. Wegen der Offenheit von G gibt es zu beliebigem (to,z) € G ein r > 0,
so daf
Vi={(t,z) eRXR" : [t —to| <71, ||z —x0|| <7} CG.

Die Behauptung folgt nun aus dem Schrankensatz [LT1 fiir V', und die Lipschitz-
Konstante ist L := sup, ey H(Dv)(t, x)” O

Satz 10.4 (Picard-Lindelof) Sei G C R x R™ offen und v : G — R™ eine
stetige Abbildung, die lokal einer Lipschitz-Bedingung gentigt. Dann gibt es zu
jedem (to, xg) € G ein € > 0 und eine eindeutige Losung x : [ty — €, tg + €] = R™
der Differentialgleichung '(t) = v(t, z(t)) mit Anfangsbedingung x(to) = xo.

Beweis. Der Beweis verwendet den Banachschen Fixpunktsatz fiir die zugehorige
Integralgleichung auf dem Banach-Raum C([tg — €, to + €], R™) der stetigen Abbil-
dungen ¢ : [tg — €,to + €] = R™ mit der Supremumsnorm

[plloc :=sup }H¢(t)H-

te [to —e,to+e

Gewdhlt sei ein Quader
Qsr={(t,x) ERXR" : [t—1o| <0, [z — o] <7} C G

mit J,7 > 0, so daf die Abbildung v in @), einer Lipschitz-Bedingung mit der
Lipschitz-Konstanten L geniigt. Da v stetig und ()5, kompakt ist, gibt es eine
reelle Zahl M > 0, so daf ||v(t, z)|| < M fur alle (t,z) € Qs,. Mit diesen Daten
sei € := min(d, 17, ﬁ) Wir betrachten die abgeschlossene Teilmenge

A={peC([to—¢6to+¢€,R"), [|¢ — xo|loo <7}

des Banachraums. Wir zeigen, dafl

(T(6))(t) = w0 + / ds v(t, §(s))

to

eine Kontraktion 7" : A — A definiert.
1) Zunéchst ist T'(¢) € A zu zeigen fiir alle ¢ € A. Nach Konstruktion ist

(s,0(s)) € Qs CG fir alle s € [to — €,to + €] .
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Damit ist v sinnvoll erklart und stetig in s. Es gilt

@O —all = | [ ds o) < -l dr < b <,

also T'(¢) € A.
ii) Seien ¢1, ¢2 € A, dann gilt

760 = T@N@] = | [ ds (o010 = ol )|

1
<= tol L sup [lén(s) = 62()] < 5llén — allc-
s€E[to,t]
Also ist T': A — A eine Kontraktion auf einer abgeschlossenen Teilmenge eines
Banachraums. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz gibt es damit einen eindeu-
tigen Fixpunkt x € A mit T'(z) = z, also

x(t) = zg +/ dsv(s,z(s)),

to

d.h. eine eindeutige Losung der Differentialgleichung. O

Es sei betont, dal die Grofle des Intervalls 2e durch die Lipschitz-Bedingung
an v und die Norm ||v|| bestimmt ist. Wenn ||v(¢, z)|| mit z also anwéchst, wird
die Fortsetzbarkeit der Losung immer kleiner.

Beispiel 10.5 Betrachtet werde die Differentialgleichung z/(t) = 2t (x(t))?. Die
Funktion v(t,x) = 2tz? ist auf ganz R? nach x partiell differenzierbar, geniigt
also auf ganz R? einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Die eindeutige Lésung zu
2(0) = 0 ist offenbar = 0. Sei dann z(0) = £ > 0, so daf die Methode der

c
Trennung der Variablen anwendbar ist. Es gilt

x(t) 1 1 t
Gz(t) =F(t), G(z(t)) :/ dy— =C——, F(t):/ ds 2s = t*
L Y (t) 0
d.h. 2(t) = z1. Die Losung liaBt sich also nur bis zu ]—V/C,V/C] fortsetzen. Im
umgekehrten Fall 2(0) = —4 < 0 ergibt sich z(t) = — &5, so dafl die Losung
auf ganz R fortgesetzt werden kann. <

Das Verfahren von Picard-Lindelof iiber den Banachschen Fixpunktsatz ist
konstruktiv und kann deshalb leicht numerisch implementiert werden.

Beispiel 10.6 Gegeben sei die Differentialgleichung 2'(t) = 2t z(t) auf G = RxR
mit Anfangsbedingung z(0) = x. In einer gewissen Umgebung [—¢, €] von 0
konvergiert deshalb die Folge (2 (t))ren von Funktionen mit z4(t) = yo und

Tpr1(t) =z + /0 ds v(s, x(s))
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gegen die eindeutige Losung. Wir finden

t
x1(t) = o +/ ds 2sxg = x0(1 4 t2)
0

t t4
xo(t) = o +/ ds 2s2(1 4 %) = x0<1 + 1%+ 5)
0

) t4 t2k
Damit ergibt sich die Losung (t) = limy_. 2x(t) = xoe’”, was man natiirlich
auch mit elementaren Methoden finden kann. q

Ohne Beweis erwéhnen wir, dal die Ezistenz einer Losung der Differential-
gleichung x'(t) = v(t, xz(t)) bereits durch die Stetigkeit von v garantiert ist:

Satz 10.7 (Peano) FEs seity € R und o € R™ und
Qsr i ={(t,z) e RxR" : [t —to| <3, ||z — x| <7}

fir 0,7 > 0. Die Funktion v : Qs, — R™ sei stetig (also beschrinkt) mit M :=
max (.1, |V(t, 2)||. Dann gibt es mindestens eine Losung x : [to — €,to + €] —
R der Differentialgleichung '(t) = v(t,z(t)) mit Anfangsbedingung x(ty) = xq,
wobei € := min(4, y7) ist (mit € := 0 fiir M =0).

Der Beweis ohne die Lipschitz-Bedingung ist aber aufwendiger und wird deshalb
weggelassen.

Beispiel 10.8 Betrachtet werde die Differentialgleichung 2’ = (22)3 mit 2(0) =
0. Die Funktion v(t, z) = (22)3 ist stetig auf ganz R2, aber nicht stetig partiell
differenzierbar in x = 0, und tatséchlich geniigt v in keiner Umgebung von (0, 0)
einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Nach dem Existenzsatz von Peano gibt es
lokal eine Losung der Differentialgleichung, z.B. z(t) = 0 fiir alle ¢ € R. Das
ist aber nicht die einzige Losung. Durch Trennen der Variablen findet man, dafl
(t) := 5 (t—c)? die Differentialgleichung zur Anfangsbedingung z(c) = 0 erfiillt.
Durch Verkleben mit der Nullésung konstruieren wir zu ¢, ¢ > 0 die Losung

5= (t —c)? firt>c>0
Teer (t) 1= 0 fiir - <t<ec
>(t+c)P firt<—c <0

Man rechnet nach, daf§ z.. tatsdchlich stetig differenzierbar ist. q

o1
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11 Lineare Differentialgleichungen

Wir spezifizieren nun den Existenz- und Eindeutigkeitssatz auf Systeme linearer
Differentialgleichungen z/(t) = A(t)z(t) + b(t). Dabei ist A(t) eine Matrix und
b(t) ein Vektor. Im Hinblick auf die Diagonalisierbarkeit von A erweist es sich als
niitzlich, mit komplexen Matrizen zu arbeiten. Sei dazu K = R oder K = C. Die
Variable ¢ bleibt aber reell.

Definition 11.1 Es sei I C R ein Intervall, A = (a;;) : I — M(n,K) eine stetige
Abbildung und b = (by,...,b,)" : I — K" eine stetige vektorwertige Funktion. Dann
heiBt x'(t) = A(t)x(t) + b(t) ein inhomogenes lineares Differentialgleichungssystem
und 2/(t) = A(t)x(t) ein (bzw. das zugehdrige) homogene(s) lineare(s) Differential-
gleichungssystem.

Gesucht sind Losungen x : I — K", wobei fiir K = C ~ R? die Differenzierbarkeit
komponentenweise betrachtet wird.

Satz 11.2 Es sei I C R ein Intervall, A = (a;;) : I — M(n,K) eine stetige
Abbildung und b = (by,...,b,)" : I — K" eine stetige vektorwertige Funktion.
Dann gibt es zu jedem ty € I und jedem xy € K" genau eine Losung x : I — K"
der linearen Differentialgleichung '(t) = A(t)x(t) + b(t) mit Anfangsbedingung
l‘(to) = Xp.

Beweis. Fiir jedes kompakte Intervall J C I ist die durch v(t,z) = A(t)z +
b(t) definierte Abbildung v : J x R™ — R™ Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-
Konstanten L = sup,c; ||A(t)|lop- Damit folgt Existenz und Eindeutigkeit der
Losung nach Picard-Lindelof. Insbesondere konvergiert die Folge (zx)gen mit

Ty (t) == xo +/ ds v(s, zx(s)) , x(tg) = xg ,

to

auf J gleichméfBig gegen die Losung x. O

Ahnlich wie in der linearen Algebra bilden die Losungen der homogenen Dif-
ferentialgleichung, wenn man keine Anfangsbedingung stellt, einen Vektorraum:

Satz 11.3 Es sei I C R ein (nicht-triviales) Intervall und A : I — M(n,K)
stetig. Dann bildet die Menge V4 aller Lisungen der homogenen Differentialglei-
chung x'(t) = A(t)z(t) einen n-dimensionalen Vektorraum diber K.

Ein n-Tupel von Lésungen x(y),...,Tw) € Va bildet genau dann eine Basis
von Va, wenn die Vektoren xqy(t), ..., xu(t) € K* fir wenigstens eint € I, und
damit fir jedes t € I, eine Basis von K" bilden.

Beweis. Klar ist, da8 V4 ein Untervektorraum des (unendlich-dimensionalen) Vek-
torraums C(I, K") ist, denn

()\11‘(1) + )\21‘(2))/ = )\11‘(1)/ + )\21‘(2)/ = Al(A(t)x(l)) + )\Q(A(t)x(g))

D2
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Sei x € V4 und ty € I beliebig, dann definiert V4 3 = — F, (x) := z(ty) € K
eine lineare Abbildung F, : V4 — K". Diese lineare Abbildung ist surjektiv,
denn zu jedem zy € K™ gibt es ein x € V4 mit z(ty) = zo. AuBerdem ist Fj,
wegen der Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems injektiv. Nach dem
Dimensionssatz fiir Vektorrdume gilt dann dim(V4) = n. Da der Anfangspunkt
to € I beliebig ist, ist F}, fiir alle ¢y € I ein Isomorphismus, iiberfiihrt also Basen
wieder in Basen. O

Definition 11.4 Unter einem Losungs-Fundamentalsystem der Differentialglei-
chung /(t) = A(t)xz(t) versteht man eine Basis (z(1),...,%(,)) des Vektorraums
V4 der Lésungen von 2/(t) = A(t)x(t).

Schreibt man das Losungs-Fundamentalsystem als Matrix ® = (z;;), mit x;; :=

x(jy; (die j-te Spalte von @ ist x(;)), dann gilt offenbar det ®(t,) # 0 fiir wenigstens
einen (und damit fiir jeden) Punkt ¢, € I. Eine beliebige Losung schreibt sich
damit als z(t) = ®(t) - A mit A = (A\y,...,\,)" € K" Dann folgt in Matrix-
Schreibweise die Differentialgleichung ®'(¢) = A(t) - ®(¢). Aus dieser ergibt sich
folgende niitzliche Beziehung:

Lemma 11.5 %(det ) (t) = Spur(A(t)) det d(t)

Beweis. Fiir B € GL(n,K) und A € M(n,K) gilt det(B + A) = det Bdet(E, +
AB™') =det B + (Ddet)(B) o A+ o(]|A]|). Nach der Formel von Leibniz gilt

n

det(E, + AB™") = Z sign(o (H + (AB~ )w(l ))

o€Sn
= Z sign(a){(H&-g(i))
oESy i
+Z(H5w(l) AB o) ( TT 80) + 141D}
= i=k+1
_ -1 _ -1
=1+ Z(AB Jur + o([[Al]) = 1 4 Spur(AB~7) + of[|A]]) ,
k=1
da die Fixierung der anderen Permutationen o(i) = i fiir ¢ # k fir die

verbleibende Permutation o(k) = k erzwingt. Somit gilt (Ddet)(B) o A =
det B Spur(AB~!), und die Kettenregel liefert

L et B)(1) = (D det)(@(t)) 0 B (1) = (D det) (B(1)) o (A(L)D(1))

dt(
= det(®(t))Spur (A(t)®(t)(®(¢)) ") = det(®(t))Spur(A(t)) . O
Im Spezialfall A konstant hat ®'(t) = A - ®(¢) mit &(0) = E, offenbar die
Losung ®(t) = e?* (aufgefaBt als Potenzreihe). Andererseits ergibt das Lemma
23
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det ®(t) = !5 also fiir t = 1 die wichtige Beziehung det(e?) = e5P(4) oder
det B = ¢Spur(inB)

Beispiel 11.6 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung 2" + w?z = 0.

Wir setzen z; := z und x5 := —%z’ , was also auf das Differentialgleichungssy-
stem 7] = —wxe und xf, = wzy fithrt. In Matrixschreibweise ergibt sich '’ = Ax
mit A = 0 —w . Die Losungstheorie dieses Problems mit konstanten Koef-

0
fizienten behandeln wir spéter. Man bestétigt durch Nachrechnen, dafl folgende
Funktionen x; : R — R? Losungen der Differentialgleichung sind:

cos wt — sinwt
T () = ( sin wt ) ’ T (t) = ( cos wt ) '
Diese sind in t; = 0 und damit auf ganz R linear unabhéngig, was man auch

durch

det (IJ(t) = det Cf)s wt —sinwi =1
sinwt coswt

sieht. Da A spurfrei ist, ist det & konstant. <

Wir charakterisieren nun den Losungsraum der inhomogenen Differentialglei-
chung:

Satz 11.7 Es sei I C R ein (nicht-triviales) Intervall und A : I — M (n,K) und
b: I — K" stetige Abbildungen. Dann gilt: Die Menge aller Liosungen

Lap:={x:I—=K": 2'(t) = At)x(t) + b(t)}
der inhomogenen Differentialgleichung ist der affine Raum
Lay=24Vy,

wobei V5 der Vektorraum aller Lésungen der zugehorigen homogenen Differenti-
algleichung o' (t) = A(t)x(t) und & € Lay eine beliebige Losung der inhomogenen
Differentialgleichung ist.

Mit anderen Worten: die allgemeine Losung der inhomogenen Differentialglei-
chung ist die Summe aus einer speziellen Losung und der allgemeinen Losung der
homogenen Differentialgleichung.

Beweis. 1) Sel © € Lay eine Losung von 2'(t) = A(t)z(t) + b(t), dann erfiillt
u := x — & die homogene Differentialgleichung u'(t) = A(t)u(t). Das bedeutet
u € Vy,alsor € 2+ V4 und damit Ly, C 7 + V.

ii) Sei umgekehrt x € ¥ 4+ V), gegeben, also z = T + u mit u/(t) = A(t)u(t).
Dann gilt

() =)+ (t) = (A)Z(t) + b(t)) + A(t)u(t) = A(t)x(t) + b(t) ,

o4
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also -+ VA Q LAJ). ]

Die spezielle Losung & bekommt man wie in den elementaren Losungs-
methoden durch “Variation der Konstanten”:

Satz 11.8 (Variation der Konstanten) Sei & = (z@y,...,vn) @ I —
GL(n,K) ein Losungsfundamentalsystem der homogenen Differentialgleichung
' (t) = A(t)x(t). Dann wird eine Losung T der inhomogenen Differentialglei-
chung &' = A(t)Z(t) 4+ b(t) erhalten durch den Ansatz T(t) = ®(t)-y(t), wobei die
differenzierbare Abbildung y : I — K" der Differentialgleichung ®(t)y'(t) = b(t)
geniigt. IThre Lisung ist somit

y(t) = /t ds ®*(s) - b(s) + const .

to

Beweis. Es gilt

B(t) = (1) - y(t) + (1) () = A(t) - D(t) - y(t) + D()y'(£) = A@)E(t) +b(t) ,
also y/(t) = ®71(t) - b(t). Umgeschreiben in eine Integralgleichung ergibt sich die

Losung. U
Beispiel 11.9 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung mit periodi-
scher duBerer Kraft z” + w?z = beos(). Mit 1 := z und z, := —12' ergibt
sich 2] = —wws und 2% = wzy — £ cos(Qt). Die spezielle Losung ist fiir Q # tw
damit

: .
B COsSwsS sinws 0 €1

y(t) = /t0 ds < —sinws cosws ) ( —gcost ) + ( Co )
S [l (e ey ()

cos(ws + §2s) + cos(ws — Qs) &

to

(4 b — cos(wt+2t) b — cos(wt—Qt)
B ( Ch )  2w(w+Q) < sin(wt+Qt) )  2w(w—0Q) ( sin(wt—Qt) )
o (’3/1 ) n b ( w cos wt cos Ot + ) sin wt sin it )

w(w? — 02) \ —wsinwt cos At + € cos wt sin Ot

Damit ergibt sich

B [ cjcoswt —cysinwt b cos )t
#(t) = 2(t) - y(t) = ( ¢y sinwt + ¢ cos wt ) + (W2 —2) \ ZsinQt ) -
Fiir 2% — w? wird die Amplitude der speziellen Losung unendlich (Resonanz).
Tatséchlich mufl das Integral in diesem Fall anders berechnet werden.

(1) = b td sin(2ws) (@
Y=o to s cos(2ws) + 1 o
_(a) b — cos(2wt)
-\ 4 42 \ sin(2wt) + 2wt
5}
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Daraus folgt
B [ ccoswt — cysinwt
SL’(t) = @(t) . y(t) - ( C/l sin wt + 0/2 cos wt )

i cos wt cos 2wt + sin wt sin 2wt + 2wt sin wt
42 \ sinwt cos 2wt — cos wt sin 2wt — 2wt cos wt

_( (4+ %) coswt — cy sin wt b [ tsinwt
(c] — 122) sinwt + ¢ coswt 2w \ —tcoswt | °
Die Amplitude wéchst also mit der Zeit ¢t an. Wir werden spéter eine einfachere

Berechnungsmethode fiir diese Differentialgleichung angeben. <

Wir iibertragen nun die Aussagen zu linearen Differentialgleichungssystemen
auf lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung.

Definition 11.10 Sei I C R ein Intervall und b, ay : I — K stetige Funktionen fiir
k=0,1,...,n— 1. Dann heiBt

2™ () + ()2 (E) + -+ ao(t)z(t) = b(2)

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordung. Sie heit homogen fiir b = 0, sonst
inhomogen.

Satz 11.11 In den Bezeichnungen von Definition IT10 gilt:

i) Die Menge V, aller Losungen der homogenen linearen Differentialglei-
chung n-ter Ordnung ist ein n-dimensionaler Vektorraum iber K.

ii) Die Menge Lqy aller Losungen der inhomogenen linearen Differential-
gleichung n-ter Ordnung ist der affine Raum Loy, = T+ V,, wobei T eine
beliebige Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist.

iii) Bin n-Tupel (z(),...,Tm)) von Losungen der homogenen Differential-
gleichung ist genau dann linear unabhdngig, wenn in einem (und damit
jedem) Punktt € I die “Wronski-Determinante”

l‘/(l)gt; :L‘I(Q)Et; v :L‘I(n) Et%

NG Thon (T X, t

W =de | 0 O
a0 ) )

ungleich Null ist.

Beweis. Alle Aussagen folgen sofort aus der in Abschnitt § gegebenen Umschrei-
bung

il i
N i‘g x
Tr = A =
T z(m=1)
o6
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in ein System von linearen Differentialgleichungen erster Ordnung und den dafiir
bewiesenen Sétzen. Insbesondere ist W (t) = det ®(¢). O

Beispiel 11.12 Gegeben sei die Differentialgleichung
2'(t) — =2/ (t) + —uz(t) = 1 auf I :=R7 .

Der Ansatz x = t* fiihrt fiir die zugehorige homogene Gleichung auf

(ala-1) -5+ %)tw —(a-1)(a- 1) =0

und damit auf z(1y(t) = ¢ und x()(t) = v/t. Die Wronski-Determinante ist damit

wio = (| ) =—vito,

Vi 2

d.h. (t,v/t) ist ein Losungsfundamentalsystem. Um eine spezielle Losung der in-
homogenen Gleichung zu finden, nutzt man, daf fiir z = ct? jeder Summand der

linken Seite eine Konstante ist. Damit findet man ¢ = % in der speziellen Losung
und

2
x(t) = gtg + et + eVt

als allgemeine Losung der Differentialgleichung. <

12 Potenzreihenansatz und spezielle Funktionen

Falls die Eintrige der Matrix A(t) Polynome in ¢ sind, fiihrt ein Potenzreihenan-
satz fiir z(t) auf Rekursionsgleichungen, die manchmal 16sbar sind bzw. niitzliche
Funktionen definieren.

Beispiel 12.1 (Schwingungs-DGL) Gegeben sei die Differentialgleichung
2"(t) + w?z(t) = 0 mit w € R. Ist w = 0, so ist z(t) = at + b mit (}) € R?
die allgemeine Losung. Ansonsten versuchen wir den Potenzreihenansatz

x(t) = Z a,t" = Z ((n +2)(n+ Dayya + wZan) t"=0.

Nach dem Identitétssatz fiir Potenzreihen fiithrt das auf das System von Glei-
chungen (n + 2)(n + 1)ays2 + w?a, = 0. Gibt man ay = a und a; = b vor, so
findet man

w? w? wt w? Wb
G = g0, G g = e, 6= —geei= g,
57
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allgemein ag, = (—1)" ((; )la und
n
W , W W w2 wﬁb
az = 5.3 as 4_5CL3 517 ar 6-7a5 77
W21
allgemein ag,+1 = (—1)"m; Wir erkennen die Koeffizienten der Kosinus-

und Sinusreihe: ;
x(t) = acos(wt) + — sin(wt) .
w

Nach Beispiel [TH ist es fiir zwei linear unabhéingige Koeffizientenvektoren

(Z((;)), (Z((;)) € R? die allgemeine Losung. Die zuniichst beliebigen Koeffizienten

a,b € R werden z.B. durch Anfangsbedingungen festgelegt. Z.B. ist x(0) = a der
Anfangsort und z/(0) = b die Anfangsgeschwindigkeit.

Eine andere Problemstellung sind Randbedingungen. Fordert man z.B. z(0) =
0 und z(L) = 0, was einer eingespannten (unendlich diinnen) Saite der Lénge
L entspricht, dann ist @ = 0 und w = ’% fiir ein £ € N*. Die Frequenz der

eingespannten Saite kann nur ein ganzzahliges Vielfaches der Grundfrequenz T

betragen. <

Beispiel 12.2 Die Besselsche Differentialgleichung zum Parameter p € R, ist

2

2" (r) + %x'(r) + (1 — p—)x(r) =0.

r2
Dabei ist die “Zeitvariable” zunéchst ein Radius r» € R?, jedoch kann man die
Gleichung auf r — 2 € C\ {0} ausdehnen. Die Besselsche Differentialgleichung
tritt auf bei zweidimensionalen Schwingungen und Wellen in Radialkoordinaten.
Die Gleichung Au = —u auf U C R? liefert mit dem Ansatz u(r, ¢) = f(r)e®?
die Besselsche Differentialgleichung fiir y(x) — f(r). Die Gleichung Au = —u
entsteht z.B. aus der Wellengleichung (A— g—;)w = 0 mit dem Ansatz ¥ (r, ¢, t) =
u(r, ¢)e’.
Die Losungen der Besselschen Differentialgleichung heiflen Zylinderfunktio-
nen. Die einfachste wird durch den Potenzreihenansatz z(t) = r? > a,r" ge-
wonnen. Nach Indexverschiebung entsteht

Z < n + Y% + 2 TL + Y% + ]-)an+2 + (’I’L +p + 2)an+2 + Ap — p2an+2)rn+p )
n=0

also a, 4o = _(n+2)((711712p+2)' Startend mit n = 0 erhalten wir:
ag aso (IQF(p+ 1)
g = —5—o v, (4= — = ;
2- (24 2p) 4-(442p) 42-20-T(p+3)
r 1 r 1
ag = — Qy _ Qo (p_'_ ) A9y = (_1>n Qg (p + )

6-(6+2p)  43.-31-T(p+4)’ 47-nl-T(p+n+1)’

o8
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somit mit der willkiirlichen Konvention ag =
mit

W die Losung x(r) = Ju(r)

7P 0 (_l)nr2n
To(r) = ﬁz4n-n!-f‘(p+n+1) '

n=0

Die Potenzreihe J,(r) heifit Besselfunktion zum Parameter p € Ry. Es gibt
niitzliche Integraldarstellungen der Besselfunktion, z.B.

1 ™
Jn(r):—/ df cos(nf —rsinf) neN.
0

™

Daraus folgt |J,, ()| < 1 fiir alle r € R, was aus der Reihenformel nicht offensicht-
lich ist. Bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionen sind elementar berechenbar
(zumindest tabelliert). Ihre Bedeutung ist vergleichbar mit Sinus und Cosinus
bzw. Exponentialfunktion. Die Nullstellen der Besselfunktion sind wichtig bei
zweidimensionalen Randwertproblemen, z.B. bei Schwingungen einer am Rand
eingespannten Membran.

Entsprechend der allgemeinen Losungstheorie mufl die Besselsche Differenti-
algleichung eine weitere linear unabhéngige Losung haben. Ist p ¢ N, so folgt
aus der Rechnung, daf die iiber die Fortsetzung der Gamma-Funktion definier-
te Potenzreihe J_,(r) eine Losung ist. Fir p € N ist anders vorzugehen. Als
weitere Losung der Besselschen Differentialgleichung nimmt man entweder die
Neumannsche Funktion N, (r) oder, insbesondere fiir z € C, die komplexen Line-
arkombinationen H,(z) = J,(z) £ iN,(z) (Hankel-Funktionen). N

Man kann zeigen, dafl diese zweite linear unabhéngige Losung solcher Dif-
ferentialgleichungen 2. Ordnung durch folgendes Reduktionsverfahren erhalten
werden kann:

Satz 12.3 Sei I C R ein Intervall und a,b : I — K stetige Funktionen. Es sei
zay : I = K eine Losung der Differentialgleichung x"(t) +a(t)z'(t) +b(t)x(t) = 0
und in einem Intervall J C I gelte x)(t) # 0 fir allet € J. Dann erhdlt man auf
J eine zweite linear unabhdngige Losung x ) : J — K der Differentialgleichung
durch den Ansalz x(9)(t) = u(t)xq(t), wobei u dann eine nichtkonstante Losung
der Differentialgleichung

x/(l) (t)
:L‘(l) (t)

(1) + (2 + a(t))u’(t) —0

ist, die im ersten Schritt zu

integriert werden kann.

29

Preliminary version — 2. Februar 2017



Beispiel 12.4 Die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung fiir den eindimensio-
nalen harmonischen Oszillator lautet nach Skalierung

V(@) + (B = a*)p(z) =0.
Fiir grofle |z| kann Etv vernachlissigt werden, und ¢y(z) = e wére Losung
von ¥l 4+ (1 — )by = 0. Man setzt also 1(z) = y(z)e™*/2 und erhilt
y'(x) = 2zy(x) + (E = Dy(z) = 0.

o0

Mit dem Potenzreihenansatz y(z) = Z a,z" ergibt sich die Rekursionsformel

—x2/2

n=0
(n+2)(n+ Dapso+ (F—2n—1)a, =0.
Es gibt ein N € N, z.B. N > E?, so da8 fiir alle n > N gilt ag(k+1) > (1 — %)%
und damit y(z) > e~%)"*qy + Py(z) fiir ein Polynom Py vom Grad < N. Damit
wiichst die Gesamtlosung 1(z) = y(z) e /% wie et1=2/N=*/2 fiir || — oo und
erlaubt keine Wahrscheinlichkeitsinterpretation mehr. Der Ausweg besteht in der
Abbruchbedingung F = 2n + 1, die dann a, .2 = 0 und somit a, = 0 fiir alle
k > n erzwingt. Somit sind nur diskrete bzw. quatisierte Energieniveaus moglich.
Es entsteht die Hermitesche Differentialgleichung zum Parameter n € N

y"(z) — 22y (x) + 2ny(x) =0, reR, neN.

Man kann nachrechnen, dafl eine Losung y(x) = H,(z) gegeben ist durch das
Hermitesche Polynom n-ter Ordnung

2/ d\" 2
H,(z) = (=1)"€" <%> e . q
Beispiel 12.5 Die Legendresche Differentialgleichung auf dem Intervall I =
|—1, 1] ist gegeben durch
(1 — 32" (t) — 2t 2'(t) + n(n+ Dz(t) =0, neN.
Sie entsteht bei der Losung der Schrodinger-Gleichung
AY+U(r)y =0

in Kugelkoordinaten (r,6,¢). Dabei ist A der Laplace-Operator. Der Ansatz
W(r,0,¢0) = R(r)©(0)®(¢) mit anschliefendem Potenzreihenansatz fiir R(r) 148t
nur dann eine Wahrscheinlichkeitsinterpretation zu, wenn wieder eine durch n €
N parametrisierte Abbruchbedingung gestellt wird (Quantisierung der Energie-
niveaus). Eine Losung der Legendresche Differentialgleichung ist gegeben durch
das Legendresche Polynom n-ter Ordnung

Pu(t) = — (%)”(ﬁ—m".

- 2nn)
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Zum Beweis rechnet man 2"V fiir die Funktion z(t) = (1 —

2nt(t> — 1)" iiber die mehrfache Leibniz-Regel (fg) =2 (
Man findet (bis auf Vorfaktoren) 6,(0) = P(cos0). N

Sehr dhnlich entsteht:

\—/H
o
c
w0

Beispiel 12.6 Die Laguerresche Differentialgleichung zum Parameter n € N ist
tx"(t) + (1 — t)2'(t) + nx(t) =0, teR,, neN.

Eine Losung ist das Laguerresche Polynom n-ter Ordnung

L,(t) := aet(%)n(t"e_t) :

Es tritt auf als Losung der zweidimensionalen Schrédinger-Gleichung in Radi-
alkoordinaten fiir das Potential U(z) = 1w2r2 eines harmonischen Oszillators.
Q

Beispiel 12.7 Die hypergeometrische Differentialgleichung zu den 3 Parametern
a,B,v € R ist

t(1—=t)2"(t) + (v — (e + B+ 1)t)a'(t) — aPax(t) =0, teC\{0,1,00}.
Eine Losung ist gegeben durch die hypergeometrische Funktion

aBly._, aB t' al@+)B(B+1) ¢
F(fy ’t) b= v SR y(v+1) TR

Ist @ oder [ eine negative ganze Zahl —n (und ~y geeignet), dann bricht die Reihe

ab, und F’ (O‘f ’t) wird ein Polynom n-ter Ordnung in ¢.

Durch die sehr allgemeine 3-parametrige Form lassen sich viele andere spezielle
Funktionen durch hypergeometrische ausdriicken. Viele Integrale berechnen sich
zu hypergeometrischen Funktionen, wichtig ist dabei die Identitit

F(QVB’O = % /01 ds s°71(1 — sV P11 —ts)™> . N

13 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten

Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten kénnen auf Eigen-

wertprobleme fiir lineare Abbildungen zuriickgefithrt werden, die wir in der Li-

nearen Algebra behandelt haben.

Zur Fixierung der Bezeichnungen sei C[T'] die Menge aller Polynome (endlicher
Ordnung) in einer formalen Grofie T, d.h. P, (T) := ag+a; T+ - -+ a,T" € C[T]
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fiir ein n € N und a; € C. Die Menge der Polynome C[T] bildet eine sogenann-
te Algebra, d.h. einen Vektorraum mit Produkt, wobei alle Distributiv-Gesetze
gelten. Wir interessieren uns fiir die Menge (C[%] der Differentialoperatoren.

Ist C¥(I) der Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren komplexwertigen
Funktionen f : I — C auf dem Intervall I C R und Pn(%) = a0+a1%+~ . ~—|—an$—2
mit n < k, dann ist dieser Differentialoperator n-ter Ordnung P, () eine lineare

Abbildung
Pu() G = M) () o aof () +anf(0) 4+ a0

Wir kénnen a,, = 1 annehmen. Insbesondere ist Pn(%) ein Endomorphismus des
Vektorraums C*(I) der beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Damit 148t sich
die Eigenwerttheorie von Endomorphismen eines Vektorraums auf Differential-
operatoren iibertragen. Zwar ist C*°(I) ein unendlich-dimensionaler Vektorraum,
aber nach Satz [T ist der Vektorraum ker(P,(4)) C C*(I) der Losungen
von P,(4)x =0 endlich-dimensional.

Die gesamte Theorie der Differentialoperatoren P,(
achtung, dafl

4) beruht auf der Beob-
P,(4)e = P,(\)eM .
Folglich gilt:

Satz 13.1 Ist A\ € C eine Nullstelle des Polynoms P, d.h. P(A\) = 0, dann ist

x = eM eine Lisung der Differentialgleichung P(%)e* = 0.

Im einfachsten Fall sind alle n Nullstellen von P, verschieden:

Satz 13.2 Sei B,(T) =T" +ap, ,T" ' +---+a;T + ag ein Polynom, welches n

paarweise voneinander verschiedene Nullstellen A1, ..., \, € C habe. Dann bilden
die Funktionen x(yy, ..., 2@ : R — C mit
.T(k)@) = €Akt, kzl,...,n,

ein Fundamentalsystem von Lisungen der Differentialgleichung
P(d)y = 2™ 4 a2V 4 g +agr = 0.

Beweis. Nach Satz [[3.Tist jede dieser Funktionen x () Losung der Differentialglei-
chung. Zur Uberpriifung der linearen Unabhéngigkeit berechnen wir die Wronski-

Determinante an der Stelle ¢t = 0. Mit IL‘EQ) (t) = M.eMt ergibt sich

1 1 1
A A A
W(0) = det : :
DU Vot At
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Das ist genau die Vandermonde-Determinate (Aufgabe 2 von Blatt 10 aus dem
2. Semester),

W) = [Jw =) #0,

k>l

da die Nullstellen paarweise verschieden sind. O

Ak

Man sieht aber auch, daf fiir mehrfache Nullstellen die Losungen e nicht linear

unabhéngig sind.

Beispiel 13.3 Gegeben sei die Differentialgleichung «”(t) — 22" (t) + 2'(t) —
2x(t) = 0. Sie schreibt sich als P(-L)y = 0 mit

Py(T)=T3-2T*+T —2= (T =2)(T*+1) = (T = 2)(T —i)(T +1) .
Alle Nullstellen von Pj sind paarweise verschieden, so daf

it

$(1)(t) = e ; x(z)(t) =e 7, 90(3)(75) =¢*

ein Losungsfundamentalsystem bildet. Wegen

cre 4 coe™ = (1 + ¢y) cost + (ic; —icy)sint
bildet dann
x(1y(t) = cost, z(9)(t) = sint , z@3)(t) = e
ein reelles Fundamentalsystem. <

Ganz allgemein gilt: Ist A = ig mit g € R eine rein imagindre Nullstelle eines
rellen Polynoms P(T) € R[T], dann ist auch A = —iu eine Nullstelle, so daf
sich die Losungen e*# der entsprechenden Differentialgleichung siquivalent durch
cos(put) und sin(ut) ausdriicken lassen.

Beispiel 13.4 Wir erinnern noch einmal an die Schwingungsdifferentialgleichung
2"(t) + w?x(t) = 0. Mit P(T) = T? + w? = (T — iw)(T + iw) finden wir sofort
das Losungsfundamentalsystem z(1y(t) = cos(wt) und z(9)(t) = sin(wt). q

Es verbleibt die Diskussion mehrfacher Nullstellen. Nach dem Fundamental-
satz der Algebra kénnen wir jedes Polynom P,(T) =T" +a, T" ' +---+ag €
C[T] in Linearfaktoren zerlegen,

P,(T) = (T — A\)F - (T = \)Fr |

mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € C und ky + --- + k., = n. Wir
benotigen zwei Hilfssdtze:
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Lemma 13.5 Sei A € C und k € N sowie I C R. Fiir jede k-mal stetig differen-
zierbare Funktion f : 1 — C gilt

(4 = VA M) = FO0) e
Beweis. Fiir k = 0 ist nichts zu zeigen, und fiir £k = 1 ergibt sich

(£ =N M) = [ (1) e+ f(£) () = A f(t) e = f/(t) e

Der Induktionsschritt k& — k£ + 1 ist

(4 = W) €M) = (4 = NP )
= (f9) M)

nach obiger Rechnung fiir k£ = 1. O

Lemma 13.6 FEs sei P,(T) € C[T] ein Polynom und X € C, so daff P,(\) # 0.
Ist g, : R — C eine Polynomfunktion k-ten Grades, so gilt

Po(5) (gu(t) €)= hy(t) e
wobei hy : R — C ebenfalls eine Polynomfunktion k-ten Grades ist.

Beweis. Das Polynom P, (T') a8t sich (z.B. iiber den Satz von Taylor) umordnen
nach Potenzen von 7" — A:

n

Pu(T)=> a(T =\

=0
mit ¢; € C und ¢y = P,(\) # 0. Damit gilt nach Lemma [33

n

PaG) (a0 ™) = Do s = M () ) = 3 s (1)

Jj=0

Wegen ¢y # 0 ist hi(t) := Y7 ¢; glij )(t) wieder eine Polynomfunktion vom Grad
k. O

Satz 13.7 Es sei Py(T) = (T — M) - (T — \,)* ein Polynom n-ten Grades
mit paarweise verschiedenen Nullstellen \; € C der Vielfachheit kj. Dann besitzt
die Differentialgleichung P,(&%)z(t) = 0 ein Lésungs-Fundamentalsystem aus den
Funktionen

Tgm) (1) ="M 1<j<r, 0<m <k —1.
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Beweis. i) Fiir gewidhltes j 1a8t sich das Polynom P, schreiben als P,(T) =
Q;(T)(T — X\j)* mit Q;(\;) # 0. Dann gilt nach Lemma [33

Pu()(E"eM) = Q) = M) (76 = Q) (1) et = 0

wegen m < k;. Somit erfiillen alle Funktionen x(;,,) die Differentialgleichung.

ii) Zu zeigen bleibt die lineare Unabhéngigkeit der z(;n). Eine Linearkombi-
nation der @(;,,) hat die Form (t) = >77_, g(j)(t)eMt, wobei g(;)(t) eine Polynom-
funktion vom Grad < k; — 1 ist (wir lassen den Polynomgrad zur Verbesserung
der Lesbarkeit weg). Wir zeigen durch Induktion nach r, dafl £ = 0 genau dann,
wenn g¢;) = 0 fiir alle j.

Fiir r = 1 folgt aus Z(t) = gq)(t)eM! =0 fiir alle ¢ € R, daB} g(1)(t) = 0 ist.

Im Schritt von r — 1 nach r sei dann Z;Zlg(j)(t)e’\jt = 0. Ist eines der g
gleich Null, so sind wir nach Induktionsannahme fertig. Ansonsten wenden wir
(4 —X,)* an und benutzen Lemma und Lemma [0

0=(4 - Ar)kr(ig(j)(t)e%t) = (4 - AJ“(EQU)@)@”)

r—1 kr r—1 k.,
= Zcﬂ< A)( 9 (t /\t>:Z(Z Jlg;)) ) )
j=1 i=0 j=1_ i=0 )

h) (t>

wobel h;)(t) wegen cjo = (A — A,)Fr # 0 wieder ein Polynom vom Grad < k; —1
ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist dann h(; = 0 fiir alle j und weiter wegen
cjo # 0 auch g((;))) (t) =0, im Widerspruch zur Annahme. O

Beispiel 13.8 Gegeben sei die Schwingungsdifferentialgleichung mit kritischer
Reibung
0= 2"(t) + 2wa'(t) + wa(t) = Pa(L)(x)

mit P(T) = T? + 2wT + w? = (T + w)?. Die allgemeine Losung ist deshalb
z(t) = (c1 + cat)e . 4

Wir betrachten nun inhomogene lineare Differentialgleichungen Pn(%)x =
b(t). Es bietet sich an, die Losung der homogenen Gleichung zu bestimmen, sie
in die Matrixform einer linearen Differentialgleichung 1. Ordnung zu iiberfiihren
und dann durch Variation der Konstanten eine spezielle Losung des inhomoge-
nen Problems zu berechnen. In manchen Féllen kommt man aber durch einen
geeigneten Losungsansatz schneller ans Ziel.

Zunéchst folgende Beobachtung: Ist b(¢ ) =by(t) + -+ b(t) und :c(k Losung
von P (L)zgy = bi(t), so ist @ = zay + - + 2 Losung von P,(4)x = b(t).
Der Losungsansatz funktioniert dann fiir rechte Seiten der Form b(t) = g,,(t)e!,
wobei g,, eine Polynomfunktion vom Grad m ist.
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Satz 13.9 Sei P,(T) =T"+ a1 T" '+ -+ a;T + ag € C[T] ein Polynom und
we C, sodaff P(u) # 0 (keine Resonanz). Dann gilt:

i) Die Differentialgleichung Pn(%)x = el besitzt die spezielle Losung

x(t) = Pnl(u) ekt

ii) Ist g, : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m, so besitzt die Dif-

ferentialgleichung P, (dt)a: = gn(t)e! eine spezielle Lisung der Form

x(t) = hp(t)er, wobei hy, : R — C wieder eine Polynomfunktion vom
Grad m 1ist.

Beweis. i) ist klar wegen P,(4%)e = P, (u)e™.

ii) mit Induktion nach m. Der Fall m = 0 ist Teil i). Nach Lemma
ist P, (L) (t™e) = h,,(t)et fiir eine Polynomfunktion A,,(¢) vom Grad m. Wir
schreiben g, (t) = chp(t) + gm-1(t) fiir ein ¢ € C und ein Polynom g, ()
vom Grad m — 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine Polynomfunktion
hm-1(t) vom Grad m — 1, so daB P,(4)z = g,_1(t)e" die spezielle Losung
x(t) = hy—1(t)e hat. Dann hat P,(4)z = g,,(t)e" die spezielle Losung x(t) =
(ct™ + hp_q(t))et. O

Belsplel 13.10 Gegeben sei die Differentialgleichung z"(t) — z(t) = ¢, also
Py(4)x = b(t) mit P5(T) =T%—1 = (T—1)(T*+T+1) = (T—-1)(T—71)(T —72)
und b( ) = te. Damit ist P3(0) # 0, so daB es eine spezielle Losung z(t) = cit+cg
der Differentialgleichung gibt. Wir testen

3

|
(% — ].)(Clt +Co) = —Clt — Cy = t s

was auf ¢g = 0 und ¢; = —1 fithrt. Zusammen mit der allgemeinen Losung
(12 = —% + %\/g) des homogenen Problem ergibt sich als allgemeinste Losung

3 3
x(t) = —t+aet+e_%t<bcos gtJrcsin gt) : q

Satz 13.11 Sei Py(T) = T" + a, \T" ' + -+ a;T + ag € C[T] ein Polynom
und g, : R — C eine Polynomfunktion vom Grad m. Die komplexe Zahl pn € C
sei eine k-fache Nullstelle von P, (Resonanzfall). Dann besitzt die Differential-
gleichung P,(L)y = g,,(t)e"" eine spezielle Lésung der Form x(t) = Ry (t)et,
wobei hyym(t) = Z;njk c;t? eine Polynomfunktion vom Grad m+k ist, in der die
untersten Potenzen t/ mit j < k nicht auftreten.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Darstellung Py (T) = Qu_p(T)(T — p)*
mit Qn (1) # 0. Nach Satz [[3J gibt es eine Polynomfunktion h,,(t), so daf
Qui(L) (him(t)e") = gm(t)e". Es gibt dann eine Polynomfunktion f, 4(t) =
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Z;:;k c;t?, so daf hfﬁlk(t) = R (t). Nach Lemma gilt damit

Pu(E) (h(D)e") = Qur(2) (& — p)* (hunsn(t)e™)
= Qu i) (M B)e™) = Quoi(h) (hm(t)e™)

= gm(t)e O
Beispiel 13.12 Wir betrachten noch einmal die Differentialgleichung x”(t) +
wz(t) = beos() = Re(be®™). Wir rechnen im Komplexen und nehmen am

Ende den Realteil der Losung. Wir haben Py(T') = (T — iw)(T + iw). Zunéchst
sei 0?2 # w? Wegen P (i) = w? — Q? ergibt sich fiir  # w die komplexe Losung
zu

A B b
2(t) = 1™ + cpe ™ + pEReY et c,c2 € C.

Der Realteil ist

Re(z(t)) = a; cos wt+ag sin wt+ cosQ . a3 = Re(e1+¢2) , ag = Im(ca—cq) .

02 — 2
Im Resonanzfall 2 = +w ist ) eine einfache Nullstelle, so dafl eine spezielle
Losung die Form cte™! hat. Wegen

(% + w?) (cte™) = 2icwe™"

ergibt sich

) ) bt .
2(t) = 1™ + et + et ci,c0 € C.
21w
Der Realteil ist
b
Re(z(t)) = ay coswt+as sin wt+2—t sinwt , a; = Re(c1+¢2) , as = Im(ca—cy) .
w
Wir bestéitigen damit die zuvor in Beispiel erhaltenen Losungen. <

Zusammenfassung

e Umformungen zwischen expliziter Differentialgleichung und vektorieller
DGL 2/(t) = v(t, z(t)); Interpretation von v als Geschwindigkeitsfeld und
Losungen x(t) als Bahnkurven, Stromlinien, Feldlinien

e DGL mit getrennten Variablen, lineare DGL, Variation der Konstanten

e Beziehung zwischen Anfangswertproblem /() = v(t, z(t)) mit z(ty) =
xo und Integralgleichung; lokale Existenz und Eindeutigkeit unter
Lipschitz-Bedingung

e Lineare DGL: Losungsfundamentalsystem, Variation der Konstanten im
inhomogenen Fall. Potenzreihenansatz

e Lineare DGL mit konstanten  Koeffizienten:  Ansatz  fiir
Losungsfundamentalsystem und spezielle Inhomogenitidten mit Fallun-
terscheidungen nach Vielfachheit der Nullstellen
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Teil 111
Grundlagen der Funktionentheorie

14 Differentialformen und Kurvenintegrale

Definition 14.1 Sei U C R" offen. Unter einer Differentialform 1. Grades bzw.
einer I-Form auf U versteht man eine Abbildung

w: U — Hom(R", K) , K=R oderK=C.

Beispiel 14.2 Sei f : U — R stetig differenzierbar. Dann ist w = Df eine
1-Form, w(§) = (Df)(§) : R” — R linear. Q

Wir bezeichnen hier mit & = (&, . ..,&,) die Koordinaten auf U, um die Bezeich-
nung z; € C(U) fiir die Koordinatenfunktionen zu reservieren:

zi(§) =& -

Dann ist ;(§ +h) = & + hy = 2;(§) + (Dx;)(§) o h. Fir diese Differentiale Dx;
der Koordinatenfunktionen fithrt man die besondere Bezeichnung dz; ein,

Beispiel 14.3 Sei v : U — R" ein Vektorfeld. Dann wird durch w = (v, . ), d.h
w(§)oh = (v(),h) fur h € R", eine 1-Form definiert. q

Wegen der Linearitét ist eine 1-Form w durch ihre Werte auf den Basisvektoren
(€i)i=1,..n des R” bestimmt, also durch die Funktionen woe; = w; : U — K. Dann
ist

w(é)oh=w(¢ Zhel ihiw(f)oei :ihiwl Zwl )(dz;) (&) o h
i=1 i=1

— Zwi(ﬁ)d:ﬂi(f) . dzjoe; =6y .
=1

Beispiel 14.4 i) Ist f : U — R stetig differenzierbar, dann gilt Df =
Z(@i f)dz;. Wir werden spéter das dufere Differential d einfithren, wel-

i=1
ches fiir Funktionen, und nur diese, mit dem totalen Differential zusam-
menfallt: df = DF.

i) Ist v = Z v;e; ein stetiges Vektorfeld, dann gilt fiir die durch w = (v, .)

=1
n

definierte 1-Form w = Z v;dx;.

i=1
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Hohere Differentialformen auf U werden multilineare antisymmetrische Abbil-
dungen w® : U — HomQ&" Ras ** * Ras RT, R). Wir vereinfachen diese Beschrei-

~~

k
bung, indem wir eine Basis von Hom(lR" Ras * ** Qas R, R) angeben:

k

Definition 14.5 Der Vektorraum der k-fach antisymmetrischen Tensoren liber R"
wird erzeugt durch formale Produkte von £ Koordinatendifferentialen,

R firk =0
Ak(R"):: span(dxil/\---/\dxik :1§i1<i2<---<ik§n) firl<k<n
0 firk >n

Sei U C R" offen. Eine stetige/partiell differenzierbare/. .. Abbildung w® : U —
AR(R™) heiBt stetige/partiell differenzierbare/... k-Form auf U. Der Raum der k-
Formen auf U wird mit QF(U) bezeichnet.

Eine k-Form ist also die Zuordnung eines k-fach antisymmetrischen Tensors zu
jedem Punkt von U. Insbesondere sind 0-Formen auf U sind nichts anderes als
Funktionen auf U, und 1-Formen haben wie zuvor die Form w = E?:l w;dx;.

Definition 14.6 Die durch die Vereinbarung dz; A dz; = —dx; A dz; fiir alle ¢, j =
1,...,n und lineare Fortsetzung entstehende assoziative Multiplikation

A s AF(R™) x AHR™) — AFT(R™)

heiBt das duBere Tensorprodukt (auch wedge-Produkt wegen der englischen Bezeich-
nung “wedge” (Keil) fiir A). Entsprechend heiBt

A QFU) x Q(U) — QYD)
(wie oben erklart, jedoch mit C(U)-linearer Fortsetzung) das duBere Formenprodukt.
Es gilt stets dz; Adz; = 0. Sei z.B. n > 3 und w) = fdzy und w® = gday Adzs
fiir Funktionen f,g: U — R, dann ist
w Aw® = (fg) - (dzy A dxy Adas) = —(fg) - (day A dxy A das) .
Allgemein gilt fiir w® € QF(U) und @ € QY(U) die graduierte Kommutativitit
w® A QW = (=DHGO A LW

Offenbar gilt dim(A*(R™)) = (7). Deshalb gibt es natiirliche Vektorraum-
[somorphismen einerseits zwischen Funktionen und 0- bzw. n-Formen und ande-
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rerseits zwischen Vektorfeldern und 1- bzw. (n—1)-Formen:

o(f) =1,
01((v1,...,v,)) = vidzy + -+ - + vday,
On—1(((v1,...,0)) =videg A -+~ Ndzy, — dxy Nvedzs A+~ Ndxy, + . ..
+ (=) Yy A Aday_ 10,
on(f) = fdzy Ndxg A - - Ndx,, .

Definition 14.7 Seien v, w Vektorfelder im R?. Dann heiBt das Vektorfeld v x w :=
05 (01(v) A o1(w)) das Vektorprodukt von v, w.

Definition 14.8 Die durch
dw = Zdwi A O;(w)
i=1

fiir eine partiell differenzierbare k-Form w € QF(U) definierte Abbildung d : Q*(U) —
QFL(U) heiBt duBere Ableitung oder duBeres Differential.

Beispiel 14.9 Im R? sehen die duBeren Ableitungen wie folgt aus:
k=0: df = (01f)dxy + (02 f)dzy + (03 f)dxs
k=1: d(fldl’l + f2d$2 + fgdl’g)
= (O1fa — Oaf1)dxy A dxy + (D2 fs — Oz fa)dwy A dxs + (O3 f1 — O1 fs)das A dxy
k=2: d(fidey Ndrs+ faodrs Adry + fsdxy A dxs)
= (O1f1 + Oz fo + O3 f3)dxy A dwy A dws

Allgemein gilt unter Verwendung der zuvor eingefithrten Isomorphismen gy fiir
Funktionen f und Vektorfelder v:

grad f = o' (df),  dive = g, (doa1(v)) -
Dazwischen liegt im R? noch das Differential von 1-Formen:
UCR? - rotv = g, (do1(v)) .

Die drei Operationen grad,rot,div sind im R?® nichts anderes als die duferen
Differentiale von 0-, 1- und 2-Formen. <

Satz 14.10 o Sind w® € QF(U) und oUW € QYU) partiell differenzierbare
Formen, dann gilt die graduierte Leibniz-Regel

dw™ A @YD) = (dw®) A DY + (=1)F0® A (do®) .
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o Ist w® ¢ QFU) zweimal stetig partiell differenzierbar, dann gilt
d(dw®) = 0.

Beweis. 1) folgt aus der Leibniz-Regel fiir die partielle Ableitung und der gra-
duierte Kommutativitdt des A-Produkts. iii) folgt aus dem Satz von Schwarz
iiber die Vertauschbarkeit der zweiten partiellen Ableitungen zusammen mit der
Antisymmetrie dz; A dx; = —dz; A du;. O

Im R? {ibersetzen sich die beiden Identititen ddf = 0 und ddw® = 0 fiir
zweimal stetig differenzierbare Funktionen bzw. Vektorfelder in rot grad f = 0
und divrotv = 0.

Zu den wichtigsten Eigenschaften von k-Formen w® € QF(U) mit U C R®
gehort, dafl sie iiber k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M NU des R™ inte-
griert werden konnen, [ MAU w®) . Da wir bisher nur das eindimensionale Integral
behandelt haben, beschrénken wir uns auf Integrale von 1-Formen iiber (die Spur
von) Kurven in U.

Das Riemann-Integral fab dx f(z) einer Funktion f : [a,b] — R wird hier inter-
pretiert als das Kurvenintegral der 1-Form f(x)dz iiber das Intervall [a,b] C R
Die einzufithrende Verallgemeinerung auf Kurvenintegrale im R” ist z.B. fiir die
Definition der Arbeit erforderlich, die ein Kraftfeld F', beschrieben durch eine 1-
Form F' € Q'(U), an einem Massepunkt verrichtet, der sich auf einer Bahnkurve
c(t) bewegt:

W(F,c):/F:: /6dt Fle(t)od(t), F:U — Hom(R"R).

Im Spezialfall einer geradlinigen Bahn ¢(t) = ¢o + vt mit ¢y, v € R” und ¢ € [a, ]
sowie einem konstanten Kraftfeld F'(c(t)) = F € R reduziert sich diese Formel

auf W = (F,v(8 — «))

Definition 14.11 Es sei ¢ : [, 3] — U C R™ eine Kurve im Definitionsbereich
einer 1-Form w : U — Hom(R", K). Die 1-Form w heiBt lings c integrierbar, wenn es
eine Zahl I € K gibt mit folgender Eigenschaft: Zu jedem e > 0 existiert ein § > 0,
so daB fiir eine beliebige Zerlegung o <o < t; < --+ <ty < S mit |ty —tp_1| <0
und beliebige Wahl von 74, € [t;_1, ;] gilt

]1 =3 wlelm) o (elty) — elti))| < e
k=1
In diesem Fall heiBt I =: fcw das Integral der 1-Form w langs c.

Es stellt sich heraus, dafl selbst fiir stetige 1-Formen w mehr als Stetigkeit der
Kurve ¢ gefordert werden muf}, damit w ldngs ¢ integriert werden kann. Es geniigt
(stiickweise) Differenzierbarkeit der Kurve:
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Satz 14.12 Istw =Y | widx; stetig und ¢ = (c1, ..., ¢,) stetig differenzierbar,
dann ist w ldngs ¢ integrierbar, und es gilt

/w—/dtw Z/ dt wi(ce(t))di(t) .

Beweis. Nach Satz besitzt ¢ eine Bogenlange L(c). Die stetigen Funktionen
w; oc : [a,B] = K sind gleichméBig stetig. Wihle 6 > 0 derart, daf§ fiir alle
t,t € [a, 8] mit |t — '] < & gilt

n(e(®) = (el < L7

Wihle eine Unterteilung o < tg < t; < -++ < t,, < B mit |t — 1| < d und
Tk € [tg_1,tx]. Dann gilt

}Z ( / dt wic(t))é(t) —iwi@(m))(q(tk) ~ailti)|

i=1 o

Vi=1,...,n.

i=1 k=1 —1 k=1
€ B
< — dt
<o [ el
Dabei haben wir Cauchy-Schwarz \c\ [ e;) < ||Id]l|lei]| benutzt sowie die
Formel fiir die Bogenlidnge aus Satz G O

Beispiel 14.13 Das Integral der durch ein homogenes Gravitationsfeld gege-
benen 1-Form x = —mgdxs soll lings der Kurven ¢, : [0,1] — R? mit
c(t) = (1 — cos(mt))e; + sin(mt)ey + h(1 — t)ez und (1) = 2te; + h(l — t?)es
berechnet werden. Es gilt ¢(0) = v(0) = (0,0, h) und ¢(1) = (1) = (2,0, 0) sowie

1 1
//@ = —mg/ dt c(t) = mgh , //{ = —mg/ dt v5(t) =mgh .  (5)
c 0 ¥ 0

Fiir dieses Beispiel ist die Arbeit unabhéngig vom Weg. <

Beispiel 14.14 Auf U = R?\ {0} heifit w(§) := — £2+£2 dzq + £2+£2dx2 die Win-
dungsform. Wir integrieren w ldngs des geschlossenen Weges ¢ : [0, 27] — U, mit
c(t) = ey cost + egsint. Dann ist ¢/(t) = —e; sint + e cost, somit

w(c(t))od(t) =sin®t + cos’t = 1 = /w =2r. <4
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15 Exakte 1-Formen

Definition 15.1 Sei U C R™ offen. Eine differentielle k-Form w®) € QF(U) heiBt
i) exakt, falls es eine (k—1)-Form o~V € Q*1(U) gibt mit w® = do*-b,
ii) geschlossen, falls dw® = 0.

Eine zu einer exakten 1-Form w € Q!(U) fiihrende 0-Form F € Q°(U) mit w =
dF (= DF) heiBt Stammfunktion von w.

Wegen d? = 0 (d.h. Satz von Schwarz) ist jede exakte Differentialform auch
geschlossen. Somit ist dw®) = 0 notwendig, im allgemeinen jedoch nicht hinrei-
chend, fiir Exaktheit von w®). Insbesondere ist notwendig fiir die Existenz einer
Stammfunktion einer 1-Form w = " | w;d’ die Giiltigkeit der @ Integrati-

onsbedingungen
(dw) i = Ojwy, — Okw; =0 fir alle j,k=1,...n.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung besitzt jede ste-
tige 1-Form fdx auf einem Intervall I C R eine Stammfunktion F' mit F’ = f.
Im Hoherdimensionalen gibt es nicht-exakte 1-Formen. Es wird sich zeigen,
da die Exaktheit sogar vom Definitionsbereich U abhingt. Wenn U zusam-
menhéngend ist, dann unterscheiden sich zwei Stammfunktionen (falls es sie gibt)
nach Satz nur um eine Konstante. Fiir exakte 1-Formen gilt das Analogon
des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung:

Satz 15.2 Ist F' Stammfunktion einer stetigen 1-Form w auf U, so gilt fiir jede
(stiickweise) stetig differenzierbare Kurve ¢ : [a, ] — U

o= Fe(e) - Feta).

Insbesondere ist fcw = 0 fiir jede geschlossene Kurve c¢: I — U.

Beweis. Nach Voraussetzung ist F' o ¢ : [a, f] — R differenzierbar auf [«, 5] mit
(Foc)(t)=(DF)(c(t))od(t) = w(c(t)) o d(t). Somit gilt

B B
F(c(B)) — F(c(a)) = / dt (Foc)(t)= / dt w(c(t))od(t) = /w . O
Fiir eine exakte 1-Form w auf U héngt das Integral fcw nur von Anfangs- und
Endpunkt der Kurve ab und nicht vom Wegverlauf dazwischen. Wie bei eindimen-
sionalen Integralen ist es deshalb fiir exakte w sinnvoll zu schreiben fab W= fcw,
wobei fiir ¢ : o, ] — U eine beliebige Kurve mit ¢(«) = a und ¢(8) = b gewéhlt
werden kann.
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Beispiel 15.3 Die Newtonsche Gravitationskraft einer Punktmasse M in 0 €
R3, wirkend auf eine Punktmasse m in & € U = R?\ {0}, ist gegeben durch

die 1-Form w(§) = —% S &dax;. Diese 1-Form ist exakt mit Stammfunktion
(Potential) ® = VﬁWTI’I” Somit gilt fiir die Arbeit der Gravitationskraft langs einer

beliebigen Bahnkurve ¢ zwischen &,n € U die Formel [w = ®(n) — ®(§) =

yM m(m — ﬁ) Insbesondere verrichtet die Gravitationskraft keine Arbeit auf

einer geschlossenen Bahnkurve. <

In Umkehrung von Satz garantiert Wegunabhéngigkeit der Integration
die Existenz der Stammfunktion.

Satz 15.4 Eine stetige 1-Form w auf einer zusammenhdngenden offenen Menge
U C R, die in U wegunabhingig integriert werden kann, besitzt in U die (bis auf

£
Addition einer Konstanten eindeutige) Stammfunktion F(§) = / w

Beweis. Es gibt eine offene Kugel K,.(§) C U. Dann liegt fiir jedes h € R"™ mit
|h|| < 7 die Kurve ¢(t) = & + ht fiir t € [0,1] in U, und es gilt

F(E+h) — F(€) — w(€) o h = (/ dt (€ +ht) o h) —w(€) o h

0

:/0 dt (w(€+ht) —w(€))oh.

In der Standardbasis ist (w(€ + ht) —w(€)) o h = >, (wi(€ + ht) — wi(€))hs.
Wegen der Stetigkeit der w; folgt FI(§ +h) — F(§) —w(&) o h = o(||h]]). O

Auch wenn zunéchst unklar ist, ob eine 1-Form eine Stammfunktion be-
sitzt, kann man zunéchst das Integral F'(§) = f(fw berechnen und nachtréglich
iiberpriifen, ob dF = w gilt.

Beispiel 15.5 Zur Berechnung der Stammfunktion des homogenen Gravitati-
onsfeldes w = —mgdzrs im Punkt £ = (&1, &, &3) integrieren wir w entlang der
Kurve c(t) = &itey + &otaa + Estes, t € [0,1]. Es gilt mit (¢) =D ", &es

¢ 1
(€)= / W= / dt (—mg)&s = —mg&s .
0 0
Wie erwartet ist D® = w. <

Beispiel 15.6 Die Windungsform aus Beispiel [[414] kann nicht exakt sein, da
das Integral iiber S* nicht verschwindet. Dennoch ist die Windungsform in jedem
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Punkt £ € R?\ {0} geschlossen:

B _L L 1 §2-2€2 o 522_5%
1 = 0s( & +£§> TTgvg @ ar @rgr
B 5'71 B 1 B & - 28 . Sg—ff
ve=0(talg) - arg @ Grar

also 01wy — Osw; = 0. Geschlossenheit ist im allgemeinen nicht hinreichend fiir
Exaktheit! <

Wir zeigen nun, dafl auf Sterngebieten die Geschlossenheit einer 1-Form hin-
reichend ist fiir Exaktheit:

Satz 15.7 (Lemma von Poincaré) Fs seiU C R" ein Sterngebiet, d.h. es gibt
einen Punkt a € U (das Zentrum), so daf$ fir jeden Punkt & € U die Verbin-
dungstrecke ce(t) == a + (£ — a)t fir t € [0,1] vollstandig in U liegt. Ist eine
differenzierbare 1-Form w geschlossen auf dem offenen Sterngebiet U, so ist sie
auf U auch exakt.

Beweis. Fiir £ € U setzen wir

F(e) :=/cng/OldtW(a+(£—a)t)O(£—a)

Wegen der Offenheit gibt es ein r > 0, so dafl § + 1, ceym@) € U fiir [|n|| < und
t € [0,1]. Dann gilt fiir die partiellen Ableitungen (mit |h| < )

(O,F)(€) = lim 3 (F(€ + hey) — F(©))

= fim 2+ dt<w@z+($+m%—aﬁ)o(£+mz—a)—uwa+%§—aﬁ)0(§—aﬂ

h—0 h 0
D S wi he;—a)t) — w; —a)t
_ }LIE% | " Zw (a4 (&+he; a)h) wi(a+ (§—a) >(§i+h5¢j—ai)

i=1
1

+ flzlir(l] ; dt wj(a+ (§ -+ h@j — a)t)

n

= /0 dt Zt(ﬁjwi)(a + (§—a)t) (&—ai) + /0 dt wi(a+ (£ —a)t) .

i=1

Gelten die Integrationsbedingungen, so folgt mit Kettenregel (w; o ¢)'(t) =
(Dw;)(c(t)) o (1)

n

(0,F)(€) = / dt S 0wy (a + (E-a)t) (E—ap) + / 0t wy(a + (€ — a)t)

i=1
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/Odtt (wjla+ (&— a)t))+/0 dt wi(a + (£ — a)t)

= w;(§) - O

Beispiel 15.8 Da die Windungsform w geschlossen ist, ist sie nach dem Lemma
von Poincaré auf Sterngebieten exakt. Ein solches ist z.B. gegeben durch die
geschlitzte Ebene U = R?\ (R_ x {0}) (die Punkte (b,0) mit b < 0 fehlen). Jeder
Punkt (a,0) mit a > 0 ist mogliches Zentrum des Sterngebietes U. Legen wir das
Potential in (1,0) fest zu F(1,0) = 0, dann ist das Potential in (&,&) = re'?,
mit |¢| < m und r > 0 gegeben durch Integration von w z.B. ldngs der reellen
Achse zum Punkt (r,0) und dann lings des Kreisbogens von rel® nach rei:

F(re?) = /o dt wi((1+ (r—1)t,0))- (r—1)

n /0 dt (wl((rcos(qst),rsm(qst))) (=resin(et))
+ wa((r cos(t), rsin(gt))) - (ré cos(¢t))>

— /01 dt ((b sin®(¢t) + (bcosz((bt)) =¢.

Zuriickiibersetzt in kartesische Koordinaten ist F'({, &) = arccos ;2+ ~. Dann
ist fiir 52 7£ 0 o
1 1 &
NE)(&1,8) = — ' -
(F) (G, €2) —sin (arccos \/éng%) (\/§%+§§ (\/§%+€§)3)
_ VE+EG $ &
& (Vergr G4
B 1 s §1&o
(0:F) (61, &) = —sin (arccos ;21+§2) ( (\/W)?’)

1

_ VE 4 &3 _ §162 _ &1
& (Ve +&)p &+&

Somit ist, nach stetiger Fortsetzung auch zu Punkten (£, = 0, £ > 0), die Funk-
tion F'(&1,&) = arccos —2— auf der geschlitzten Ebene eine Stammfunktion

\ €342

zur Windungsform. <
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16 Exakte Differentialgleichungen

Eine weiteres wichtiges Anwendungfeld dieser Methoden ist die Klasse der ezakten
Differentialgleichungen. Dabei geht es ausschlieflich um Differentialgleichungen
1. Ordnung fiir eine Funktion y(z).

Definition 16.1 (Exakte Differentialgleichung) Sei U C R? offen und zu-
sammenhangend und g, h : U — R stetig. Die Differentialgleichung

g(x,y) + h(z,y)y'(x) =0

heiBt exakt, wenn es eine stetig differenzierbare Abbildung F': U — R gibt, so daB3
g(z,y) = %E(z,y) und h(z,y) = %—g(x,y). In diesem Fall heiBt £ die Stammfunktion
der Differentialgleichung.

Die Stammfunktion einer exakten Differentialgleichung ist bis auf eine Kon-
stante eindeutig. Die Losungen y(x) einer exakten Differentialgleichung ergeben
sich wie folgt: Ist F(z,y) eine Stammfunktion, dann 16se man die Gleichung
F(z,y(x)) = C, fiir C' = const, lokal mittels des Satzes iiber implizite Funktio-
nen auf. Diese Losung ist dann eine durch C' parametrisierte Kurvenschar. Denn
ist h(z,y) = (0,F)(xo, o) # 0, dann gilt in einer Umgebung von (zo, yo)

oy GeF)(ry)  g(xy)
VO = =G,y - hlay)

Somit wird die exakte Differentialgleichung zuriickerhalten.

Beispiel 16.2 Die Differentialgleichung 2y 3’ 4+ 2x = 0 ist exakt, denn F(x,y) =
z? + y? ist Stammfunktion. Die Niveaukurven F(z,y) = R? sind konzentrische
Kreise um den Nullpunkt. <

Uber die Verbindung g(z,y) + h(z,y)y'(z) = 0 <& w = g(z,y)dr +

h(z,y)dy und die Identifizierung der Stammfunktionen erhalten wir:

Satz 16.3 (Notwendige Bedingung fiir Exaktheit) Auf einer offenen und
zusammenhdngenden Teilmenge U C R? sei die Differentialgleichung g(x,y) +
h(z,y)y" = 0 gegeben mit stetig differenzierbaren Abbildungen g,h : U — R. Ist
die Differentialgleichung exakt, so gilt

dg oh
7 ) ]
_ay (x,y) = pe (x,y) fir alle (z,y) € U

Fiir Sterngebiete 148t sich die Stammfunktion iiber das Kurvenintegral berechnen:
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Satz 16.4 Es sei U C R? ein offenes Sterngebiet. Die Abbildungen g, h: U — R
seien stetig differenzierbar, und es gelte g—z(:p, y) = %(x, y) fir alle (z,y) € U. Sei
(7o,y0) € U ein beliebiger Anfangspunkt und c(t) = (z(t),y(t)) firt € [0,1] eine
beliebige stiickweise stetig differenzierbare Kurve in U mit (2(0),y(0)) = (zo, yo)
und (x(1),y(1)) = (x,y). Dann ist

(z,y)
F(x,y) = /( (9(x, y)dz + h(z,y)dy)

0,Y0)

:/ﬂﬁ@@@w@mﬂw+Mﬂmy®wﬁD

0
eine Stammfunktion der Differentialgleichung g(x,y) + h(z,y)y’ = 0. O

Beispiel 16.5 Gesucht wird fiir geeignete Intervalle I,J C R eine Losung
(x,y) € I x J der Differentialgleichung

2x 2 21y
\(1 _g($)> +\<(?/(x))3 + (y(x))2>,y (z) =0

o(@y) h(zy)

Wegen 6y( — 2?””) = z—g =0, (y% + ngl) ist die zugehorige 1-Form w = gdx + hdy
geschlossen. Sei J C RY. Da I x J ein Sterngebiet ist, ist eine Stammfunktion
gegeben z.B. durch Integration von w lings eines horizontalen Weges ¢(t) = (xq+
t(x — x0),yo) und dann lidngs eines vertikalen Weges ¢(t) = (z, yo +t(y — yo)), fiir

(20,y0) € I x J und jeweils ¢ € [0, 1]:
1 1
Fla,y) = / dt g0 + H(x — o), o) - (& — 20) + / dt 1z, yo + 10y — v0)) - (4 — 9o)
0 0

_ /1 Y (1 _ 2(wo +t(z — x0)>)(az — o)

Yo

1 ) L
+/0 dt ((y0+t(y—y0))3+(y0+t(y_y0))2>.(y_yo)
:(1_x+x0)(x—x0)_i+i2_x2—1+x2—1

Yo (TR T Yy Yo

21 1 2_1 1
:x—ix __2_007 00:550_960 o
Yy Yy Yo Yo

Damit ist die Losung der Differentialgleichung gegeben durch die implizit defi-
nierten Kurven F(z,y) = C — Cp, also (x — C)y* — (2 — 1)y — 1 = 0. Die Lésung

ist
x2— x2— T—
e (2(;710))2%( 9 fira>C ,
y(x) = — firz =C # +£1,
g2 22— 4(C—=
VO i g < O (1- %) > 4(C - 1)
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Je nach Anfangsbedingung ist nur eines der Vorzeichen realisiert. Nehmen wir
z.B. C' = 0, dann ist in der Kurve durch (z¢,yo) = (1,1) fiir x > 0 das positive
Vorzeichen realisiert. Diese Losung setzt sich stetig fort zu —0.22527 < z <
0, wobei das negative Vorzeichen realisiert ist. Der andere Zweig wiirde durch
(20,%0) = (1, —1) gehen und sich zu z > 0 fortsetzen, ist aber durch die Bedingung
y > 0 ausgeschlossen. <

Manchmal ist eine Differentialgleichung ¢(z,y) dx + h(z,y) dy = 0 nicht ex-
akt, aber durch Multiplikation mit einem integrierenden Faktor m(z,y) exakt zu
machen, d.h. m(x,y) g(x,y) dr+m(z,y) h(z,y) dy = 0 ist exakt. Ein integrieren-
der Faktor kann relativ leicht gefunden werden, wenn er nur von x oder nur von
y abhéngt. Offenbar ist die zugehorige 1-Form m(x)g(x,y)dz + m(x)h(z,y)dy
genau dann geschlossen, wenn gilt

(0y9)(x,y) = (Ouh)(2,y) _ m'(x)
h(z,y) m(x)

Das erfordert, daf die linke Seite unabhéngig von y ist. Analog ist m(y)g(x, y)dx+
m(y)h(z,y)dy genau dann geschlossen, wenn

(0:h)(x,y) — (Oy9)(x,y)  m'(y) L)
g9(z,y) om(y) (lnm)(y).

= (Inm)'(z) .

Beispiel 16.6 Gegeben sei die Differentialgleichung

(1—a?y(@)) + (&”y(z) —2*) y'(z) = 0.

J/ N
~~ ~~
h

g

Sie ist nicht exakt, aber

(0y9)(x,y) = (O:h)(w,y)  —2® = 2oy —32°) 2

h(z,y) 2y — 23

ist unabhéngig von y. Somit fithrt (Inm)'(z) = —2(Inz)" auf den integrierenden
Faktor m(z) = %, d.h.

(G5 = v00) + 6t = ) =0

T2

ist eine exakte Differentialgleichung. Eine Stammfunktion auf einem Sterngebiet
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ist gegeben durch

F(z,y) = /01 dt <(x0 T (xl_ FPADEE yo) (x — z0)

+ /O dt ((yo + (v — vo)t) — ) (y — vo)

11 1 )
——;er—o—yo($—$o)+(yo—$)(y—yo)+2(?/—90)
1 1 1 1
=——ay+5y°—Co,  Co=———zoyo+ ¥ -
e 2 Zo 2

Die Losungen der urspriinglichen Differentialgleichung sind somit

2
y(x):xj:\/x2+5+0. q

17 Holomorphe Funktionen
Wir behandeln nun die komplexe Differenzierbarkeit von komplexwertigen Funk-

tionen f : U — C auf offenen Teilmengen U C C.

Definition 17.1 Es sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heit komplex
differenzierbar im Punkt z € U, falls der Grenzwert

Pt LW =IG)

Wz, WHZ w—z

existiert. Die Funktion f : U — C heiBt holomorph im Punkt z € U, wenn f in einer
offenen Umgebung V' C U von z komplex differenzierbar ist, und holomorph auf U,
falls f in jedem Punkt von U holomorph ist.

Wie iiblich wird die Konvergenz beziiglich des Abstands | | auf C definiert. Wie
im Reellen folgt aus der komplexen Differenzierbarkeit die Stetigkeit, aulerdem
die lineare Approximierbarkeit nach Satz 23 aus dem 1. Semester: Ist f : U — C
differenzierbar in zy € U, dann gibt es ein ¢ : U — C mit

f(2) = f(20) + f'(20) (2 — 20) + &(2) mit lim ) =0.

zZ—20 2 — ZO

Fiir komplex-differenzierbare Funktionen f, g gelten die iiblichen Rechenregeln

(f+9)(x) =f'(2)+9(), (f-9)(2) = F'(2)9(2) + f(2)g'(2) ,
(fog)(z) =f(g(2) - 4'(2) .

Analog zu Satz aus dem 1. Semster gilt:
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Satz 17.2 Jede Potenzreihe f(z) = > o, arz® mit a,, € C ist im Inneren ihres
Konvergenzkreises Kr(0) komplex differenzierbar und damit (fir R > 0) holo-
morph in Kg(0). IThre Ableitung ist f'(z) = > oo kagz""'. O

Wir kénnen f : U — C auch auffassen als f = u+iv : U — R? mit U C R? und
komplexe und reelle Differenzierbarkeit vergleichen. Wir werden oft (z,y) € R?
mit x + iy € C identifizieren.

Satz 17.3 Es sei U C C ~ R? offen.

i) Eine Funktion f:U — C mit f =u+1iv sei in z =z +1iy € U komplex
differenzierbar. Dann sind u,v : U — R partiell nach x,y differenzierbar,
und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Oyu = Oyv Oyu = —0,v .

i) Die Funktionen u,v : U — R seien stetig partiell differenzierbar auf U,
und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. Dann
ist f = u+iv holomorph auf U.

Beweis. 1) Ist f komplex differenzierbar in z, dann gilt

0.f(wtig) = tm 2 (f(ethtiy) — fo+in) = £(2)

h—0, heR h

o f(w+iy) = Tim - (fa ity + )~ fla ) = 17)

h—0, heR ih

also 0, f = —i0, f und nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil
Opu + 10,0 = —i0yu + Oyv .

ii) Nach Voraussetzung sowie Satz [[§ist f = u+iv total differenzierbar, und
das Differential ist gegeben durch die Jacobi-Matrix der partiellen Ableitungen:

flz4+h +i(y+he)) = f(z+iy) + h (0. f)(z+iy) + ha(0y f) (x4 iy) + ¢(hy +ihs)

|p(h1+ih2)]|

\/ h2+h3

ferentialgleichungen gilt

mit limp, p,—0 = 0. Unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen Dif-

[+ +i(y + ho)) — f(z+1iy)

hy + ihs
1 : : : : ¢(hy +ihy)
=i <h1(0mu +10,v)(x + 1y) + he(Oyu +10,v)(x + 1y)> + i
S
hy +1iho
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: h +ih2)‘ v e .
Wegen lim letutira)l _ () existiert der Limes
g h1,ha—0 /h%-i-h%

fl@+ b +i(y + ho)) — f(x +iy)

/ SN . . .
fllx+1iy) = hll{%—m I iy = 0,u +10,v .
Die Rechnung gilt fiir beliebige x + iy € U, also ist f holomorph auf U. O

Beispiel 17.4 Es sei f(z) = 2z = 22 + y* Dann ist f komplex differenzierbar
in 0, aber nicht in z # 0 und damit nirgends holomorph. Zwar gilt f(0) =
lim,_,q Zf = lim,_,o z = 0, aber mit u = 2? + y? und v = 0 ergibt sich

Oyu=2x, Ou=2y, Ov=0,=0.

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gelten also nur in z = y = 0,
somit ist f in keiner Umgebung von 0 komplex differenzierbar. <

18 Der Cauchysche Integralsatz

Holomorphe Funktionen (also komplexwertige Funktionen, die in einer Umgebung
komplex differenzierbar sind) haben die bemerkenswerte Eigenschaft, daf sie so-
gar beliebig oft differenzierbar sind. Wir werden das in mehreren Teilschritten
beweisen. Der erste Schritt ist die Betrachtung von Kurvenintegralen.

Sei U C C offen. Jede stetige komplexwertige Funktion f : U — C definiert
eine 1-Form w = fdz = fdr +ifdy : U — Hom(R? C) durch die Identifikation
C = R2% Ist c(t) = (t) + iy(t) = (x(t),y(t)) (stiickweise) stetig differenzierbar,
so folgt fiir das sich ergebende Kurvenintegral der 1-Form fdz langs ¢

B B
[ 1@ = [ de plewpe o +iseow o = [ ar s
Die Standardabschétzungen liefern:

Satz 18.1 Seic: [, 5] = U eine differenzierbare Kurve und f : U — C stetig.
Dann gilt

| /cdz J(2)| < s |f(e®)I L),

t€[a,f]

b
wobei L(c) := / dt \/(x'(t))2 + (y/(t))? die Bogenlinge von C' ist. O

Ist f stetig komplex differenzierbar auf U, so liefern die Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen 0, f = i0, f und damit die Geschlossenheit von fdx+ifdy.
Nach dem Lemma von Poincaré ist dann fdz exakt auf Sterngebieten und 1483t
sich dort wegunabhéngig integrieren. Wir zeigen nun, dafl das sogar ohne die
Voraussetzung der stetigen Differenzierbarkeit gilt. Zunéchst sei ¢ = 0A der
Rand eines Dreiecks A.

82

Preliminary version — 2. Februar 2017



Satz 18.2 (Lemma von Goursat) Fs sei U C C offen, f: U — C holomorph
und A ein offenes Dreieck mit A = AUOA C U. (Sind a,b,c € U die Eckpunkte
von A, dann ist 0A = abUbc U ca mit positivem Umlaufsinn, d.h. entgegen dem
Uhrzeigersinn.) Dann gilt
dz f(z) =0.
A

Beweis. Durch Verbinden der Seitenmittelpunkte entstehen aus A vier kongruente
Dreiecke A,, Ay, A., A,,. Werden diese Dreiecke positiv umlaufen, dann gilt

/Mdz f(2) :/Mddz f(z)—l—/mbdz f(z)—i—/mcdz f<z)+/aAmdz f(2)

da in der Summe die Kanten von 0A,, zweimal in entgegengesetzte Richtung
durchlaufen werden. Ist A; jenes Teildreieck, fiir das das Kurvenintegral den
betragsméafig grofiten Wert hat, dann gilt

’/BAdz 1) < 4)/% az 1)

Das Dreieck A; werde erneut in 4 Teildreiecke zerlegt, A, sei jenes mit be-
tragsméBig grofftem Kurvenintegral. Durch Wiederholung des Verfahrens entsteht
eine Folge A = Ay D A; D --- D A,, von Dreiecken mit

’/Mdz fo)| < /Mn az ()]

Wegen der Vollstandigkeit von C gibt es ein 2y € A, fiir alle n. Nach Voraus-
setzung ist f in zy komplex differenzierbar, d.h. es gibt eine Funktion r : U — C
mit

f(z) = f(z0) + (z — 20) f'(20) + |2 — 20|7(2) mit lim r(2) =0.

Z—Z20

Da jede polynomiale 1-Form eine Stammfunktion besitzt, gilt

/BA dz (f(z0) + (2 — 20) f'(20)) = 0.

Es sei L := L(A) der Umfang von A. Dann ist L(A,,) = 27" L. Wegen 2, € A,
ist |z — zo| < 27"L fiir alle z € OA,,. Somit gilt nach Satz [81]

’/mn dz f(z)| = ’/aAn dz |z—20|r(2)

< 27"L- sup |z—zl||r(2)| < 47"L* sup |r(2)] .

2€0An ZE€A,
Somit gilt
YRICIEEECN
0A 2€N,
Fiir n — oo geht z — 2; und damit lim, o sup,cx-|7(2)| = 0. Das ist die
Behauptung. O
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Lemma 18.3 Es sei U C C offen, ¢ : [o, 8] — U eine (stickweise) stetig dif-
ferenzierbare Kurve und w eine stetige 1-Form auf U. Dann gibt es zu jedem
e > 0 eine Unterteilung a =ty < t; < --- < t,, = B, so daf fir die zugehorigen
Sekanten &(t) := c(t;_1) + 2= (c(ty) = c(tj—1)), mit t € [tj_1,t;], von c gilt

ti—tj—1

m
[o=3 [ o] <e.
¢ j=1 76

Beweis. Durch leichte Abwandlung des Beweises von Satz [[£T2. Wegen der Ste-
tigkeit von w; und der Offenheit von U gibt es zu jedem t € [a, (] eine offene
Kugel K, (c(t)) C U, so daB |lwile(t)) —wi(a)| < 1 o fiir alle a € Ks,(c(t)). Dann

ist |wi(a) — wi(b)| < 575 j fiir alle a,b € K, (c ( )) Dle Menge Uyea, g Ko (c(t))

ist eine Uberdeckung der Spur von c¢. Da die Spur von ¢ kompakt ist als Bild
von [a, 5] unter einer stetigen Abbildung, gibt es endlich viele offene Kugeln
Kiy,...,K, C U mit Mittelpunkten c¢(7),... C(Tm) welche die Spur von c
iberdecken, und fiir die gilt |w;(a;) — w;(b;)] < mirg fir alle a;,b; € Kj. Sei
to = a und t,, = (. Nach aufsteigender Anordnung entsprechend des Kur-
venparameters sei c¢(ty) € K; und c(t,,) € K,,. Weiterhin gibt es zu jedem
1 < j < m einen Punkt ¢(t;) € K; N K,y (mit ¢; > ¢ fiir j > k). Nach
Konstruktion ist c([tj 1,t]) € Kj und ¢;([tj-1,t;]) € K; sowie 7; € [t;_1,t;].
Wegen ft? dt c( ft At Zy(t) = ai(ty) — ailtj—1) gilt

JEWE

-y / dt (wi(e(D) () = wile(m))el(t) + wile(m)) (1) = wi(&(0),(0) |

11]1

353 / at (Jen(e(t)) = wilelmD] O] + (@) = wile(m) |01 < e

=1 j5=1

nach dhnlichen Schritten wie im Beweis von Satz [[4.12 sowie der Supremums-

m t;
Eigenschaft der Bogenlénge Z / dt ||é;|| < L(c). O

Definition 18.4 Es sei U C C offen.

i) Zwei stetige Kurven co, ¢; : [a, f] = U mit ¢y(a) = ¢1(a) = a und ¢o(B) =
c1(B) = b heiBen homotop in U, wenn sie in U stetig ineinander deformiert
werden konnen, d.h. wenn es eine stetige Abbildung H : [o, 8] x [0,1] —
H(t,s) € U gibt mit H(t,0) = co(t) und H(t,1) = ¢1(t) fir alle t € [a, (]
sowie H(a,s) =a und H(8,s) =0 fir alle s € [0,1].
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ii) Eine geschlossene stetige Kurve ¢ : [o, 8] — U mit c¢(a) = ¢(f) = a
heiBt kontrahierbar in U (oder nullhomotop), wenn sie homotop zum Punkt
co(t) = a fiir alle t € [a, f] ist.

iii) U heiBt einfach zusammenhingend, wenn U zusammenhingend ist und jede
geschlossene Kurve in U kontrahierbar ist.

Satz 18.5 (Cauchyscher Integralsatz) Es sei U C C offen und f : U — C
eine holomorphe Funktion. Dann gilt:

i) Fir jede in U kontrahierbare stickweise stetig differenzierbare geschlos-

sene Kurve c: [a, ] = U gilt /dz f(z)=0.

i) Sind co,c; homotope stiickweise stetig differenzierbare Kurven in U mit
gemeinsamem Anfangs- und Endpunkt, dann gilt

/Codz f(z):/qdzf(z).

iii) Ist U einfach zusammenhingend und ¢ : [a, ] — U eine beliebige
stiickweise stetig differenzierbare Kurve von c(a) = zy nach c(f) = z,
dann ist das Integral

P = [ ) = [du fw)

20 c

unabhdngig von ¢ und eine holomorphe Stammfunktion zu f, d.h. es gilt
F'(z) = f(2).

Beweis. 1) Sollte sich die Kurve ¢ selbst schneiden, so iiberlegt man sich, daf
das Kurvenintegral zerféllt in eine (nicht eindeutige) Summe von Integralen ldngs
Kurven ohne Selbstschnittpunkte. Es geniigt dann, i) nur fiir Kurven ohne Selbst-
schnittpunkte zu beweisen. Nach Lemma gibt es zu jedem € > 0 einen ge-
schlossenen Polygonzug P(c) in U, der wegen der Offenheit von U auch ohne

Selbstschnittpunkte gew#hlt werden kann, so daf3 ’ / w— w’ < €. Nach Kon-
c )

P(c
struktion ist mit ¢ auch P(c) in U kontrahierbar. Es sei Q(c) das Innere von P(c),
welches sich triangulieren 148t, d.h. es gibt endlich viele abgeschlossene Dreiecke
Ay, ..., Ar C U, welche sich hochstens in Ecken oder Kanten schneiden, mit

AU~ UAg = Q) und 9(A; U ---UAg) = P(c). Nach dem Lemma von

Goursat ist / dz f(z) = 0 fiir jedes Dreieck A;. In der Summe heben sich die
oA,
Beitrédge aller inneren Kanten weg, so dafl

ozg/%dzf(z):/wdzf(z).
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Somit ist | / dz f(2) A dz f(z) =

ii) folgt aus i) fiir die kontrahierbare Kurve ¢ = ¢y U (—c¢;), wobei —¢; in

umgekehrte Richtung wie ¢; durchlaufen wird, was / dz f(z) = — / dz f(z)
—C1 C1

ergibt.
iii) folgt aus ii) zusammen mit Satz [54 O

Der Cauchysche Integralsatz ist die Grundlage der gesamten Funktionentheo-
rie. Seine Konsequenzen sind grundlegend verschieden zur reellen Dfferential-
rechnung. Auflerdem erlaubt er bereits die Berechnung komplizierterer reeller
Integrale durch Schlieen des Integrationsweges im Komplexen.

Beispiel 18.6 Gesucht ist (fiir noch festzulegende s € R) das Riemann-Integral
[o° dt 2> 'e~". Die Funktion f(z) = 22*"'e~*" ist holomorph auf C \ |—o0, 0],
was spater iiber die Definition des komplexen Logarithmus gezeigt wird. Des—
halb verschwindet das Kurvenintgral {iber eine in der rechten Halbebene liegende
geschlossene Kurve, z.B. die folgende Kurve (c1, co, —c3, —¢p):

r 4 ir

N o /codzf(z)+/cgdzf(z):/CIdzf(z)+/62dzf(z).

C1

Mit co(t)=r+it ist | f(ca(t))]| = v P2 e < max(r2s=1, (v/2r)2 et
und damit

—r2

‘/ dz f(z / dt | f(ca(t))ch(t)| = car®le™ /Ordt ertzcs%

Fiir s < 1 konvergiert das Integral im Limes r» — oo gegen 0.
Mit c(t) = ee, 0 <t < T, ist | f(co(t))] = ¥~ Te o5 < €2~ und damit

yégzﬂ@

Fiir s > 0 konvergiert das Integral im Limes ¢ — 0, also gilt fir 0 < s <1

lim /f(z)dz: lim /f dz+hm/f dz—hm/f
r—00,e—0 3 r—00,e—0 e—0

< [Tar sl < Fe

0

_ : 25142__ 2\s—1,—t2
o r—)ggg—)O dtt o 2 r—)ggg—)O € <2tdt) <t ) €
1
= —I'(s) .
ST(s)
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Andererseits ist cs(t) = €Tt mit t € [¢, v/2r], also (c3(t))? = it? und

V2r ) . ) . e’} .
lim dt QI%(2871)t2871671t4' 61% _ 6? dt t2571671t )
r—00,e—0 e ~~ ~~~ 0

f(e®) ' (t)

o : 1 ims
Somit gilt / dt t* e = ZI'(s)e" 2. Fiir s = % ergibt sich das Fresnel-
0

2 2
< e 1 m T, . , ,
Integral dt e = VT = Vs (1—1i). Allgemein erhalten wir nach Zerlegung
0 i

in Real- und Imaginirteil mit e " = cost? — isin 2 schlieflich fiir 0 < s < 1

o 1 o 1
/ dt > cos(t?) = =T(s) cos s : / dt t**sin(t?) = =T'(s) sin T :
0 2 2 0 2 2
/ dr 2°"* cosz = I'(s) cos ki , / dr z° 'sinz = I'(s) sin LN
0 2 0 2
. . ) ® sinz )
Im letzten Integral existiert der Limes s — 0 mit / dx =3 Der Limes
0 x
s — 1 ist nicht moglich. <

Beispiel 18.7 (Hauptzweig des komplexen Logarithmus) Es sei C~ :=
C \ R~ die geschlitzte komplexe Ebene (die reellen Zahlen < 0 fehlen). Jede
geschlossene Kurve ¢ : [a, ] — C~ ist kontrahierbar. Die Funktion f(z) = % ist
wegen f'(z) = —< holomorph auf C~ und kann deshalb wegunabhingig integriert

2
z
werden. Es sei

“d d
L(z) = / © = /—Z (¢ ist beliebige Kurve zwischen 1 und z in C7)
1 c %

Dann ist L(z) holomorph auf C~ mit L/(2) = L und L(1) = 0. Es gilt (ze7 1)) =

z

e & (1 — 21/(2)) = 0, also ist ze #*) = const = 1-e M) =1, d.h.

L(z) — 4 fiir alle z € C™ .

e
Man nennt L(z) den Hauptzweig des komplexen Logarithmus. Mit der Kurve
c=ciUcy, ct)=t:[l,r] = C, ct)=re":[0,¢] = C

von 1 iiber r nach z = re'? ergibt sich mit ¢} (¢) = 1 und c,(¢) = ire'

AN

"ol | ,
L(z)= [ dit—-1 dt—— -ire" =1 i .
(2) /1 ; +/0 e nr+ip
Ist f : U — C eine nullstellenfreie Funktion auf einer einfach zusam-
menhiingenden offenen Teilmenge U C C, dann wird durch e = f der holo-
morphe Logarithmus F von f definiert. Wie in Beispiel [[87] ist

P
F(z"/zod Fw)
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eine holomorphe Stammfunktion zu f—/, und es gilt fe ¥ = const. Wegen ¢* =
1 & 2z € 2miZ unterscheiden sich zwei holomorphe Logarithmen nur um
Vielfache von 27i und sind somit durch Angabe ihres Wertes in einem Punkt zy €
U eindeutig bestimmt. Uber den holomorphen Logarithmus kénnen komplexe
Potenzen nullstellenfreier Funktionen definiert werden als f& = e fiir o € C. «

19 Die Cauchysche Integralformel

Satz 19.1 (Cauchysche Integralformel) FEs sei f holomorph in einer offenen
Teilmenge U C C, welche die abgeschlossene Kreisscheibe K, (a) mit Mittelpunkt
a € U und Radius r enthdlt. Der Umfang der Kreisscheibe ist dann die Kurve
ke(t) = a+re mitt € [0,2r]. Dann gilt fiir jeden Punkt z € K,(a) im Inneren

des Kreises . £0)
1) =5 | e L

Beweis. Zu z € K,(a) gibt es ein € > 0, so dafl die abgeschlossene Kreisscheibe
K.(z) um z mit Radius € im Inneren von K, (a) liegt. Sei 7.(7) = 2z + €€ mit
7 € [0,27] der Umfang. Der entstehende (asymmetrische) Kreisring KR, :=
K, (a) \ K.(z) werde aufgeschnitten entlang einer beliebigen (stiickweise differen-

zierbaren) Kurve 0 € KR, ..

Dann ist g— beziiglich ¢ holomorph in dem so entstehenden einfach zusam-
menhéngenden Gebiet I', das von den Kurven k,., 0, —7., —o berandet wird. Dabei
werden die beiden Kurven o in verschiedene Richtungen durchlaufen, so daf} sich
die Randintegrale wegheben. Aulerdem wird 7, in negative Richtung durchlaufen.
Somit gilt nach Satz [[8.3]

/gc— /gc— /g = )”()/dcf

Insbesondere ist die linke Seite unabhéngig von ¢, also konnen wir den Limes
€ — 0 betrachten. Da f in einer Umgebung von z komplex differenzierbar ist,
ist w auf K (z) beschréankt. Da der Umfang L(v.) mit € gegen 0 geht, ist

/ d¢ M = 0. SchlieBlich gilt auf dem inneren Kreis =—A~— = -1
6%0 e (—z C(re(r))—2z e

und /(1) = ie €', damit

1 21 : it
[ e [T o,
v C—2z 0 eel

was die Cauchysche Integralformel beweist. O
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Entscheidend fiir die gesamte Funktionentheorie ist die Tatsache, dafl man den
Wert f(z) durch ein Kurvenintegral berechnen kann, wobei die Kurve auflerhalb
von problematischen Punkten der Funktion gewéhlt werden kann. Auflerdem geht
der Punkt z im Kurvenintegral gar nicht in die Funktion f ein, sondern tritt nur

im Faktor é auf. Dadurch lassen sich bemerkenswerte Aussagen gewinnen.

Satz 19.2 (Potenzreihenentwicklung) FEine holomorphe Funktion f auf ei-
ner offenen Teilmenge U C C kann in jeder offenen Kreisscheibe K,(a) C U in
eine Potenzrethe f(z) =Y " an(z — a)" entwickelt werden. Der Konvergenzra-
dius ist mindestens so grofi wie der Abstand des Mittelpunktes a zum Rand von
U. Die Entwicklungskoeffizienten sind gegeben durch die Integrale
1
21 Jok, @) (C—a)"

fir einen beliebigen Radius 0 < r < p. Ist |f({)| < M fiir alle ¢ € 0K,(a), dann
konnen die Koeffizienten abgeschitzt werden durch |a,| < %

Beweis. Fir z € K,.(a) mit r < p und ( € 0K,(a) gibt es eine reelle Zahl
0<qg<1,sodaB |z:—g| < 1—¢q. Dann gilt

f©) _ F(Q) C = (Z—a)

(—z C—a ]'_Cfa a ‘=

wobei die Reihe, die durch >~ 7 (1 —¢)" = 6 majorisiert wird, gleichmdfig kon-
vergent ist. Damit vertauschen Summe und Integral, und es gilt

flz) = 2% /m(a) d¢ % - nz (2% /m(a) d¢ %)(z —a)" .

Die Abschitzung ergibt sich aus \ +1\ 2 fiir alle ¢ € 0K, (a) und der
Lange 2mr des Randes. U

Als wichtige Konsequenz ergibt sich:

Satz 19.3 Jede holomorphe Funktion f : U — C st beliebig oft komplex diffe-
renzierbar, alle Ableitungen f*) sind holomorph und gegeben durch

k! f(©)
fB(z) = —= /am(a) ¢ T2’ z € K,(a) . O

27

Diese Aussage ist grundlegend verschieden von der reellen Differentialrechnung:
Fiir eine reell differenzierbare Funktion muf§ die Ableitung nicht einmal stetig sein
(zB. f(z) = 2% sin 1). Selbst wenn eine Funktion beliebig oft reell differenzierbar

ist, mufl sie nicht in eine Potenzreihe entwickelbar sein (z.B. f(z) = e ~i2 in
z =0).

Holomorphe Funktionen erfiillen folgenden Identitétssatz:
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Satz 19.4 Es sei U C C offen und zusammenhdingend. Fir zwei holomorphe
Funktionen f,g: U — C sind dquivalent:

=g
ii) Die Identitatsmenge {w € U : f(w) = g(w)} hat einen Hdaufungspunkt
in U.

iii) Es gibt ein zy € U, so daf f®)(z) = g®(20) fiir alle k € N.

Beweis. 1)=-ii) ist klar.

ii)=1iii) Fiir h = f — g hat die Nullstellenmenge von h einen Haufungspunkt
2 € U. Angenommen, es gibe ein k € N mit h*)(2,) # 0, und sei n das Mi-
nimum dieser k. Wegen der Potenzreihenentwicklung ist h(z) = (z — 20)"h,(2)
mit h,(2) = Y ooy ar(z — 20)" und hy,(20) # 0. Wegen der Stetigkeit von h,, gilt
dann auch h,(z) # 0 fir alle z aus einer e-Umgebung von ¢, im Widerspruch zur
Voraussetzung, dafl ¢ Haufungspunkt der Nullstellenmenge ist.

iii)=i) Es sei h = f —gund S := {w € U : h®(w) = 0}. Als Urbild einer
abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbildung ist Sy abgeschlossen in U
(Satz BIL2iii) aus dem 1. Semester). Da der Durchschnitt beliebig vieler abge-
schlossener Teilmengen wieder abgeschlossen ist, ist .S := (,—, Sk abgeschlossen
in U. Andererseits ist .S auch offen in U, denn fiir z; € S ist die Potenzreihenent-
wicklung von h in einer beliebigen offenen Kreisscheibe K C U mit Mittelpunkt 2,
die Nullreihe. Damit verschwinden simtliche Ableitungen h(*(z) fiir alle z € K
also ist K C S. Da U zusammenhéngend ist, folgt S = U. O

Bemerkenswert ist, dafl f = ¢ in ganz U aus zwei entgegengesetzten Bedin-
gungen folgt: Aus der Gleichheit aller Ableitungen an nur einem Punkt sowie aus
der Gleichheit an geniigend vielen Punkten in U. Das ist grundlegend verschieden
vom reellen Fall. Fiir die Funktionen f(z) = 0 und g(z) = ¢35 sind in z = 0
alle Ableitungen gleich, aber offenbar ist f # g. Als wichtige Konsequenz ergibt
sich, dafl holomorphe Funktionen f,g : U — C, die auf I C R (also als reelle
Funktionen) {ibereinstimmen, bereits auf ganz U identisch sind.

Beispiel 19.5 Fiir den komplexen Logarithmus gilt L(1 + z) = >".° %zkﬂ

fir alle z € K;(0), denn 1 4+ z € C7, und die Gleichheit gilt auf dem reellen
Intervall | — 1, 1]. q

Eine komplexe Funktion f, die iiberall auf C definiert und holomorph ist, heift
ganze Funktion. Nach Satz gibt es fiir eine ganze Funktion f die Darstellung
f(z) => ", a,2z" mit Konvergenzradius oo.

Satz 19.6 (Liouville) Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.
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Beweis. Ist |f| < M auf C, dann erfiillen die Entwicklungskoeffizienten nach
Satz die Abschétzung |a,| < 2 fiir beliebiges r > 0. Also ist a,, = 0 fiir alle
n>1und f(z) = ayp. O

Der Satz von Liouville hat kein Analogon in der reellen Differentialrechnung.
Z.B.ist f(x) = sinx beliebig oft differenzierbar auf R, beschrénkt, und nichtkon-
stant.

Satz 19.7 (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes Polynom vom Grad > 1
mit komplexen Koeffizienten besitzt in C eine Nullstelle.

Beweis. Angenommen, das Polynom P habe keine Nullstelle, dann ist % holo-

morph auf ganz C. Aulerdem ist ﬁ — 0 fiir |2| — oo, d.h. P}Z) ist beschrénkt.
Nach dem Satz von Liouville ist % dann konstant, also wére auch P konstant.
Widerspruch. O

Nach Abdividieren der Nullstellen 148t sich somit jedes komplexe Polynom
P(z) = Y p_,axz® vom Grad n, normiert auf a, = 1, faktorisieren in P(z) =

[T, (2 = ba).

20 Der Residuensatz

Wichtig fiir die Ausnutzung der Cauchyschen Integralformel zur Berechnung von
Integralen ist eine genauere Diskussion moglicher Singularitdten von komplexen
Funktionen.

Satz 20.1 (Riemannscher Hebbarkeitssatz) FEs sei f eine auf U\ {a} holo-
morphe Funktion, und es existiere eine Umgebung V- C U von a € U, so dafs f
auf V\{a} beschrinkt ist. Dann gibt es eine Fortsetzung f von f, die holomorph
auf ganz U ist.

Beweis. Wir definieren eine Funktion ¢ : U — C durch

6(2) = { (z—a)2f(z) firz#a

0 fir z=a

Wegen der Beschrianktheit von f auf V' \ {a} ist ¢ holomorph auf V' \ {a} und
dann auf U \ {a}, und es gilt

S — 1 ) =00 _

z—a z—a

o0

Damit besitzt ¢ die Potenzreihenentwicklung ¢(2) = > ", a,(2 — a)”, und die
Fortsetzung von f kann definiert werden als

f(z) = Zan+2(2 — Cb)n . ]
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Definition 20.2 Ist f holomorph in einer Umgebung U \ {a} eines Punktes a € U,
so heiBt a eine isolierte Singularitit von f, und zwar:

i) Eine hebbare Singularitit, wenn f holomorph in den Punkt a fortgesetzt
werden kann.

ii) Ein Pol, wenn keine holomorphe Fortsetzung in a existiert, aber ein k € N*
derart, daB (z — a)¥f holomorph in den Punkt a fortgesetzt werden kann.
Die kleinste derartige Zahl k heiBt die Vielfachheit des Pols. Der Punkt
a ist genau dann ein k-facher Pol von f, wenn es in U eine Darstellung
f(z) = 2L gibt, wobei g holomorph in U ist (insbesondere auch in a)

= G-af

und g(a) # 0 gilt.

iii) Eine wesentliche Singularitat, wenn sie weder hebbar noch Pol ist.

Eine Funktion f : U — C auf einer offenen Teilmenge U C C heiBt meromorph,
wenn sie bis auf Pole in U holomorph ist.

Jede rationale Funktion ist meromorph.
Ist f holomorph in U \ {a} und liegt in a ein Pol der Ordnung & vor, dann
hat die eindeutige Fortsetzung von f auf U die Laurent-Reihenentwicklung

[e o]

f(z) = Z an(z—a)" .

n=—k

Die Laurent-Reihe ist konvergent in einem Kreisring

Kry(a)={2z€U,0<r<|z—al <R}.

Dabei ist R der Konvergenzradius des Nebenteils der Laurent-Reihe Z an(z—a)".

n=0
-1 k

Der Hauptteil der Laurent-Reihe E an(z —a)" = E G—ar a") ist als endliche
z—a)"
n=—=k n=1

Summe beschrénkt in K, (a). Fir die Entwicklungskoeffizienten gilt:

Satz 20.3 FEine auf U\ {a} holomorphe Funktion habe in a einen k-fachen Pol.
Dann sind die Entwicklungskoeffizienten der Laurent-Reihe f(z) = Z an(z—a)"

n=—k

gegeben durch

o] /(©)
n dC(C — a)n+1

N 2mi 0K (a)
fir einen beliebigen Kreis K,(a) um a mit Radius r > 0, so daff K,.(a) C U.
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Beweis. Die Funktion h(z) = (z — a)¥ f(2) it sich holomorph auf U fortsetzen

und besitzt eine Potenzreihenentwicklung h(z) = (2 — a)*f(2) = Z an(z —a)"

n=0
" 1 Mo 1 7
ap = — dciz—_/ d¢ ———>——.
2mi Jor, @ (C—a)™™ 27 Jop ) (¢ —a)rTF
Also ist
S N (] f(©) -
n—k n—k
F =Dt =yt =3 (g [ )
Substitution n — k — n liefert die Behauptung. g

Offenbar hat eine auf U \ {a} holomorphe Funktion genau dann eine we-

sentliche Singularitdt in a, wenn der Hauptteil der Laurent-Entwicklung f(z) =

Z a,(z — a)" nicht abbricht. Ein Beispiel einer wesentlichen Singularitét ist
n—=——oo
ez = Yoo %zik in z = 0. Eine Funktion f ist in jeder Umgebung einer wesentli-
chen Singularitédt stark oszillierend; ohne Beweis erwdhnen wir:

Satz 20.4 (Picard) Mit hichstens einer Ausnahme nimmt f in jeder Umgebung
einer wesentlichen Singularitit jede komplexe Zahl unendlich oft an.

Fiir e* wird die Null nicht angenomien.

Definition 20.5 Es sei f eine auf U \ {a} holomorphe Funktion mit Laurent-

Reihenentwicklung f(z) = Z an(z—a)". Dann heiBt der Koeffizient a_; = res, f

das Residuum von f in a.

Offenbar ist res,f = 0, wenn f in a holomorph ist oder (wegen der Eindeutigkeit
der Laurent-Reihe) in a eine hebbare Singularitit besitzt. Nach Satz gilt:

Satz 20.6 Es sei f eine auf U \ {a} holomorphe Funktion. Dann gilt
= ROl
res,f = — z)dz
27T1 BKT(a)
fir einen beliebigen Kreis K,.(a) um a mit Radius r > 0, so daff K,.(a) CU. O

Wir geben Berechnungsvorschriften fiir das Residuum in einigen wichtigen
Spezialfillen an:

o Ist f(z) = %, und ist g holomorph in einer Umgebung von a, so folgt
aus der Cauchyschen Integralformel Res,f = g(a).
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e Ist allgemeiner f = ¢ Quotient von in @ holomorphen Funktionen g, h mit
h(a) = 0 und h'(a) # 0, dann ist wegen der stetigen Differenzierbarkeit
h(z) = (z —a)(h'(a) + ¢(2)) mit lim,,, ¢(z) = 0. Es gibt also ein r > 0,
so dafl |¢(z)| < K (a), so daB m holomorph auf K, (a) ist. Damit

gilt

O [C) 9(a)

h W(a)+ola) W(a)

e Hat f in a einen k-fachen Pol, d.h. die Laurent-Reihe ist f(z) =
Zioz,k a,(z —a)", dann folgt

1 dkD

WW(('Z —a)f(2))

res, f =a_1 =

zZ=a

Satz 20.7 (Residuensatz) FEs sei U C C offen, S C U eine Teilmenge ohne
Haufungspunkt in U und f holomorph auf U\ S. Sei A C U eine Teilmenge mit
folgenden Eigenschaften:

i) A ist einfach zusammenhdngend in U,
ii) der Rand ~ := 0A liegt in U und ist stickweise stetig differenzierbar,
iii) SN~y =g, d.h. der Rand OA trifft keinen Punkt aus S.

Dann gilt
/f(z)dz = 27 Z res, f .
”

aeSNA

Beweis. Analog zur Cauchyschen Integralformel werden um jeden Punkt a € SNA
Kreise K., (a) gelegt, die im Inneren von A liegen und sich nicht schneiden (S
hat keinen Haufungspunkt). Dann ist f holomorph auf einer Umgebung von I' :=
A\U,esna Ke, (a). Durch Aufschneiden von I' zwischen v und jedem Kreis K, (a)
entsteht ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, so dafi das Integral von f iiber
dessen Rand verschwindet. Die Schnitte werden zweimal in umgekehrter Richtung
durchlaufen, so daf} sich die Integrale gegenseitig aufheben. Die Integrale iiber die
0K, (a) ergeben bis auf einen Faktor —27i (Durchlauf in umgekehrter Richtung)
das jeweilige Residuum Res, f. U

Der Residuensatz ist ein méchtiges Werkzeug zur Berechnung von Integralen.

Beispiel 20.8 Gesucht ist I(a) : pw—
a + cos

27!' dt
/ —— fiir @ > 1. Auf dem Einheits-
0

kreis z(t) = €' gilt cost = 3(z(t) + ﬁ)‘am(o)' Dann ist 2/(t) = iz(t), und wir
erhalten
27 !
1 2 (t 2 dz 2
I(a):/ dt 1 T ,<)=7/ 2—27/ dz f(z)
0 a + 5(2(15) —+ m) lZ(t) 1 K1 (0) 224+ 2az+1 1 K1 (0)
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1
mit f(z) = . Nur die Polstelle bei

(z—(—a—+va2—-1))(z = (—a+Va*>—1))

z =+/a? — 1 — a liegt im Inneren des Einheitskreises, also folgt

/QW dt A ; o .
————— = 4aTres ;7 7 = .
o a-+cost @t -1-a a’?—1

Allgemein gilt fiir solche Art von Integralen:

Satz 20.9 Es sei R(z,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen und
R(cost,sint) sei fir alle t € [0,2n] erkldrt. Dann gilt

/OQF dt R(cost,sint) = 2m Z res, R R(z) == %R(% (z + é), %(z - %)) .

ac€K1(0)

Eine andere wichtige Klasse von reellen Integralen, die mit dem Residuensatz
berechnet werden konnen, ist die folgende:

Satz 20.10 FEs sei R eine rationale Funktion (einer Variablen), die auf der re-
ellen Achse keinen Pol habe und in oo eine mindestens zweifache Nullstelle, d.h.
wenn R(x) = P(x)/Q(x) mit Polynomen P,Q, dann ist deg(Q) — deg(P) > 2.

In diesem Fall gilt
/ dx R(x) = 27i Z res, R ,

o0 acH

wobei H ={z € C : Im(z) > 0} die obere Halbebene ist.

Beweis. Man integriert iiber den Halbkreis bestehend aus dem Durchmesser
[—r,r] auf der reellen Achse und dem halben Umfang z = re” mit ¢t € [0, 7.
Dabei wird r so grof§ gewihlt, daf alle Pole in H von R(z) im Inneren des Halb-
kreises liegen. Nach Voraussetzung verschwindet dann fiir r — oo das Integral

iiber den Halbkreisbogen. O
o : * dx :
Beispiel 20.11 Gesucht ist [, := T2 mit n € N*. Aufgefait als kom-
o Ten
plexe Funktion sind die (einfachen) Pole 2*® = —1 der oberen Halbebene bei
ay = eL@z};ﬂ), k=0,1,...,n— 1. Also gilt mit res,(;) = ﬁ
< dx — 27l T oin e i T ol e =
m = Tkt )En—1) _Eem eEn = Ee% in sin =
—o0 —0 2ne 2n =0 I—en 2n

N

Integrale der Form I = [;* dx R(x), wobei R eine gerade Funktion ist, werden
iiber I = 1 [* dx R(x) ausgerechnet.
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Satz 20.12 Es sei R eine rationale Funktion ohne Pol auf der reellen Achse und
mat mindestens einfacher Nullstelle in co. Dann ist fiir jedes o > 0 das folgende
Integral existent und durch den Residuensatz berechenbar zu

/: dr R(z)e** = 2ri Z res, (R(Z)eiaz) '

acH

Beweis. Das zugehérige bestimmte Integral iiber [—r,r] wird durch ein Quadrat
in der oberen Halbebene geschlossen. Die zusétzlichen Kurvenstiicke sind ¢ (¢) =
r4it mit t € [0,7], co(t) = t+1ir mit t € [—r,r] und c3(t) = —r +it mit t € [0, r].
Unter Beachtung des Umlaufsinns liefert der Residuensatz

QWiZTeSa (R(Z)eiaz> :/ dx R(x)e™” +i/ dt R(r+it)ee+

acH 0
- / dt R(t-+ir)e ) — i/ dt R(—r+it)e i
., ;

M
1+|z|

M / o M
R
1+7rJ, a(l+r)

M
< emiop
147

Da R eine mindestens einfache Nullstelle in oo hat, gilt |R(z)| < und damit

} / dt R(£r+it)el @ +n| <
0

‘/ dt R(t-+ir)elotHn)

Folglich verschwinden die Integrale iiber ¢; im Limes r — oo. Die Existenz des
Limes » — oo fiir das reelle Integral ergibt sich nach partieller Integration und
Verwendung von |R'(z)| < ﬁ O

Nach Zerlegung in Real- und Imaginérteil konnen die reellen Integrale

/OO dx R(z)cos(ax) = Re (27ri Z res, (R(z)eiaz)> ,

/_Z dx R(z)sin(az) = Im <27Ti Z res, (R(z)eiw))

berechnet werden.

Beispiel 20.13 Gesucht ist / Temr Im(/ e ) Die Voraussetzun-
oo L 22 oo L+ 22

gen von Satz LT sind erfiillt, es gibt einen Pol bei x = iin der oberen Halbebene,
so daf gilt

s o1

* gel ) ze¥ e i
/ — =27 resi<—, - ) =2M— = — .
oo L+ 22 (z+1)(z —1) 2i e

Somit ilt /°° rsinx T -
omit gi - =_,
8 o L2 e
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Eine andere wichtige Anwendung des Residuensatzes ist die Lokalisierung von
Nullstellen und Polstellen.

Satz 20.14 (Nullstellen und Polstellen zihlendes Integral) Es sei f eine
nichtkonstante meromorphe Funktion auf U C C, ferner S C U die Menge der
Nullstellen und Polstellen von f und A C U eine Teilmenge, deren Rand 0A die
Voraussetzungen des Residuensatzes erfillt. Dann gilt fir die Anzahl der Null-

stellen N von f in A und die Anzahl der Polstellen Py von f in A, jeweils mit
Vielfachhheit gezdhlt, die Formel

_ 1 f'(2)
M g

Beweis. Ist f meromorph, so ist fTI holomorph auflerhalb der Null- und Polstellen

von f. In der Umgebung V einer Null- oder Polstelle a gilt f(2) = (z—a)kg(2) fiir
ein k € Z und eine auf V' holomorphe nullstellenfreie Funktion g. Dabei ist £ > 0
fiir eine k-fache Nullstelle und k£ < 0 fiir einen Pol der Ordnung |k|. Somit ist

f7/(z) = ﬁ + % und dann resa% = k. Der Residuensatz liefert die Behauptung.

U

Satz 20.15 (Rouché) FEs seien f,g holomorphe Funktionen auf U C C und
A C U eine Teilmenge mit stiickweise stetig differenzierbarem Rand 0A C U. Es
gelte |g(2)| < |f(2)| fiir alle z € OA. Dann haben f und f + g die gleiche Anzahl
von Nullstellen in A.

Beweis. Es gibt eine Umgebung V' C U von 0A mit |%| < 1. Dannist h := 1+% auf

V holomorph mit Bild h(V) C K;(1). Der komplexe Logarithmus L ist holomorph

auf K,(1), so daf nach Kettenregel gilt (Loh)'(z) = 22 Somit verschwindet das

h(z) *
h/
Kurvenintegral /c dz h((j))

insbesondere fiir das Bild von A unter A > z — h(z) = 1 + ?Ei; Es gilt

%’ = % — ];’(5)7 so dafl nach Satz die holomorphen Funktionen f und
f + g die gleiche Zahl von Nullstellen in A haben. U

= 0 fiir jede geschlossene Kurve ¢ mit hoc € K;(1),

Beispiel 20.16 Wieviele Nullstellen von h(z) = 2% —52% + 2 — 2 liegen in K;(0)?
Setze f(z) = —52% und g(z2) = 2® — z — 2. Dann gilt fiir 2 € 9K,(0), d.h. |z] =1
nach Dreiecksungleichung |g(2)| <4 < |f(z)] = 5. Die Gleichung f(z) = —52% =
0 hat eine dreifache Nullstelle in 0 € K;(0). Somit hat nach dem Satz von Rouché
die Funktion h ebenfalls 3 Nullstellen in K7(0). N

Zusammenfassung

e Definition von 1-Formen, mit Differential als Beispiel
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Hohere Differentialformen, dufleres Produkt und &ufleres Differential.
Vektorprodukt sowie Gradient, Rotation, Divergenz als Spezialfille

Integral von 1-Formen ldngs Kurven
Exakte 1-Formen: Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals

Geschlossene 1-Formen als notwendige Bedingung fiir Exaktheit, hinrei-
chend auf Sterngebieten

Anwendung: exakte Differentialgleichungen; auf Sterngebieten Losung
durch Kurvenintegral

Definitionen komplexe Differenzierbarkeit und Holomorphie, Cauchy-
Riemannsche Differentialgleichungen

Definitionen kontrahierbare Kurve und einfach zusammenhéngende Ge-
biete

komplexe Kurvenintegrale, Cauchyscher Integralsatz

Cauchysche Integralformel und Folgerungen fiir Potenzreihenentwicklung
und holomorphe Fortsetzbarkeit. Satz von Liouville

Diskussion isolierter Singularitédten, Laurent-Entwicklung
Residuum mit Berechnungsméglichkeiten, Residuensatz

Berechnung reeller Integrale iiber Residuensatz oder Cauchyschem Inte-
gralsatz
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Teil IV
Das Lebesgue-Integral

Ahnlich zu den Treppenfunktionen beim Riemann-Integral benétigt man
zunéchst fiir eine gewisse Klasse “gutartiger Teilmengen” deren Inhalt. Trep-
penfunktionen sind konstant auf diesen guten Mengen, und man definiert das
Integral einer Treppenfunktion iiber die Vorschrift “Grundfliche x Héhe”. Dieses
Integral dehnt sich aus auf alle Funktionen, die sich geeignet durch Treppenfunk-
tionen approximieren. Das Lebesgue-Integral approximiert ein wenig anders als
das Riemann-Integral, was weitaus méchtigere Vertauschungssétze erlaubt.

21 Borel-Mafle

Bei der Wahl der “gutartigen Mengen” im R™ kann man minimalistisch vorgehen
und sich auf achsenparallele Quader beschrinken. Da wir Beweise zuriickstellen,
wahlen wir von Anfang an eine grofie Klasse von Mengen, die Borel-Mengen. Es
ist nicht moglich, sdmtliche beschrinkten Teilmengen des R™ zuzulassen! Borel-
Mengen haben sich als sinnvollste Klasse von Teilmengen herausgestellt.

Definition 21.1 Sei (X, 7T) ein topologischer Hausdorff-Raum (z.B. ein metrischer
Raum), bestehend aus einer Grundmenge X und einem System 7 C X offener
Teilmengen, welches X und & enthilt. Die Borel-Algebra 3(X) von X ist das kleinste
System von Teilmengen von X, fiir das gilt

i) T C B(X).
ii) Fiir jedes A € B(X) gilt X \ A € B(X).
iii) Ist A, € B(X) fiir jedes k € N, so gilt |~y Ax € B(X) und [,—, Ak €
B(X).
Elemente A € B(X) heiBen Borel-Mengen.

Jedes Element der Borel-Algebra von R ld8t sich aus der Klasse der Intervalle (ei-
ne Wahl von offen, abgeschlossen, halboffen geniigt) mit rationalen Endpunkten
konstruieren. Daraus gewinnt man die Borel-Algebra von R™ und C.

Definition 21.2 Eine Funktion f : X — K heiBt meBbar, falls f~1(U) € B(X) fir
jede offene Teilmenge U C K (dquivalent: jedes U € B(K)).

Nach Definition ist jede stetige Funktion auch mefibar. In der Praxis ist Me3bar-
keit keine Einschriankung: Jede irgendwie konstruierbare Funktion ist mefbar.
Dennoch gibt es aus logischen Griinden (Auswahlaxiom) nichtmefbare Funktio-
nen. Weiter zeigt man (hier ohne Beweis):
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Lemma 21.3 Fir f,g mefbar sind auch f + g, fg, max(f,g), min(f,g) sowie
\fl, |fIP, cf und (falls definiert) f/g mefibar. Ist fr mefbar fir alle k € N und
existiert limy_, fi(z) fir alle x € X, so ist f mefbar.

Definition 21.4 Ein Borel-MaB auf (X, T) ist eine Abbildung p : B(X) — [0, o]
mit (&) = 0 und der folgenden Eigenschaft der o-Additivitat:

e Sei {Ax}ren eine abzihlbare Familie paarweise disjunkter Elemente aus
B(X). Dann gilt M(UZO:O Ap) = ZZO:O 1(Ag).
Das Tupel (X, B(X), u) bzw. kurz (X, ) heiBt MaBraum.

Die Forderung p (@) = 0 ist automatisch, falls es zumindest eine Teilmenge A €
B(X) mit 0 < pu(A) < oo gibt. Fir A, B € B(X) gilt u(AUB) 4+ u(ANB) =
u(A) + u(B).

Satz 21.5 Auf R"™ gibt es genau ein Borel-Mafi X mit
i) A ist normiert durch \([0,1]") =1
ii) A ist translationsinvariant, d.h. A\(A) = AN(A +v) fir v € R,

Nach einem spéter beschriebenen Vervollstandigungsproze wird A zum
Lebesgues-Mafl auf R™. Jede offene Menge im R"™ besitzt ein Lebesgue-Maf:

Lemma 21.6 Jede offene Teilmenge U C R™ ist Vereinigung abzdihlbar vieler
Wiirfel der Kantenldngen 2%, k € N, deren Eckpunkte in jeder Komponente ganz-
zahlige Vielfache von 2% sind.

Durch Komplementbildung wird abgeschlossenen beschrinkten Mengen ein (end-
liches) Lebesgue-Mafl zugeordnet, das dann induktiv auf die gesamte Borel-
Algebra ausgedehnt wird.

Es seien R := RU {—00,00} und C := C U {oo} die Kompaktifizierungen der
Zahlbereiche. Beim Rechnen sind Konventionen fiir Summen und Produkte mit
(£)oo zu treffen. Der Vorteil ist, daf8 jede monotone Folge in R konvergiert und
jede Folge in R oder C eine konvergente Teilfolge hat.

Fiir eine reellwertige Funktion f : X — R nennen wir f, := max(f,0) den
positiven Anteil und f_ = max(—f,0) den negativen. Es gilt f = f, — f_ und
|f| = f+ + f-. Komplexwertige Funktionen haben eine eindeutige Zerlegung in
f=@Ref)r —(Ref)_+1i(Imf)y —i(Imf)_. Es geniigt deshalb, das Integral
nichtnegativer Funktionen zu erkldren und dann linear fortzusetzen.

Fiir A € B(X) heiit 14(x) = { (1) Ei i ; i die charakteristische Funktion

von A. Diese ist mefibar, und es gelten 1405 = 1415, 14+ 15 = 140 + 1anB,
1ap =14(1x —1p).
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Definition 21.7 Eine meBbare Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt, heiBt
Treppenfunktion.

Jede Treppenfunktion ¢ hat eine Darstellung ¢ = > ", @14, mit A; =
¢~ ({di}) € B(X).

Satz 21.8 Eine nichtnegative (R-wertige) Funktion ist genau dann mefibar,
wenn sie punktweiser Limes einer monoton wachsenden Folge von Treppenfunk-
tionen ust.

Beweis. (<) folgt aus Lemma Umgekehrt definiere zu k € N folgende Teil-
mengen von X:

Apj= &, 52} fir j =0,1,... k-2 -1,
Apj = f([k, o0)) fiir j = k-2~ .

Dann ist X = Ufiko Ag,; fir alle k. Definiere Treppenfunktionen ¢, :=

k2k—1 . .
> =1 3la,;, dann ist {¢y}ren monoton wachsend und punktweise konvergent

(in R) gegen f. O

Wie iiblich ist das p-Integral einer Treppenfunktion erklart als

/ dp ¢ = Z@'N(Az') :
X i=1

Insbesondere gilt [, du 14 = p(A). In Verbindung mit Satz bietet sich an:

Definition 21.9 Sei f eine meBbare nichtnegative Funktion, die punktweiser Limes
einer monoton wachsenden Folge {¢x} von Treppenfunktionen ist. Dann setzen wir

/duf::klim/d,uqﬁk.
X o JX

Hier ist zu zeigen, dafl der Grenzwert unabhéngig von der Wahl der Folge { ¢y} ist.
An dieser Stelle ist 0o als Grenzwert zugelassen. Fiir die Lebesgue-Integrierbarkeit
fordert man Endlichkeit der Grenzwerte aller positiven Anteile:

Definition 21.10 Eine meBbare Funktion f : X — R bzw. f : X — C heiBt u-
integrierbar, wenn alle Teilintegrale [ dyu fi bzw. [, du (Re f)+ und [, dp (Im f) 4
endlich sind, und man definiert

/Xduf::/xduf+—/duf_ bzw

Jonsi= [ duepy. = [ dn e+ [ dumpy i [ dp -

als das u-Lebesgue-Integral von f.
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Ist X = R™ und g = X das Lebesgue-Mafl (hier noch der Borel-Mengen,
wird spéter etwas weiter gefaft), so schreibt man iiblicherweise [, dx f(x)
statt [ d\ f und nennt f Lebesgue-integrierbar oder kurz integrierbar. Mit-
tels [,du f = [, du f1, konnen Integrale iiber meSbare Teilmengen A C X
erklart werden.

Wir zeigen:

Satz 21.11 Jede Regelfunktion f : [a,b] — R (insbesondere jede stetige und jede
monotone Funktion) ist iber [a,b] \-Lebesque-integrierbar, und Riemann- und

dx f(z) = dx f(x).
| fla) = [ do fa)

Lebesgue-Integral stimmen tiberein, /

(ab
Beweis. Es geniigt, den Fall f = f, > 0 zu beweisen. Zur Regelfunktion f gibt es
nach Definition des 2. Semesters eine Folge (fi)ren von Treppenfunktionen
(sowohl im Riemann- als auch im Borel-Sinn) mit |f(z) — fi(z)] < k%rl fiir alle
z € [a,b]. Dann ist (fy — =5)+ Treppenfunktion mit 0 < (fy — #Z5)+ < f
fiir alle k. Bilde durch ¢ := max((fo — 1)4,..., (fx — %ﬂ)g eine neue Folge
(¢r)ken von Treppenfunktionen. Nach Konstruktion ist (¢;) monoton wachsend
und punktweise gegen f konvergent. Damit konvergiert ( f[a’b} dr ¢p(r))reny Im
Lebesgue-Sinn gegen f[a,b} dz f(x), andererseits ist dieser Grenzwert Unterintegral
zum Riemann-Integral von f, das mit dem Oberintegral zur Folge (fx + ﬁ)keN
iibereinstimmt. U

22 Berechnung von Lebesgue-Integralen iiber Fubini

Wir geben zunéchst ohne Beweis die wichtigste Methode an, um stetige Funktio-
nen iber kompakte Teilmengen zu integrieren.

Satz 22.1 (kleiner Satz von Fubini) Fs sei A C RP x R™ P eine kompak-
te Teilmenge und f : A — R stetig. Fir festes y € R*P sei A, = {x €
RP : (x,y) € A} C R? und fiir festes x € R? sei A, .= {y € R"? : (z,y) €
A} CR™P. Dann gilt:

i) f: A — R ist integrierbar.

ii) Ist A, # @, dann ist die durch f,(z) = f(z,y) definierte Funktion
fy 1 Ay = R dber A, integrierbar, und die durch

[ vty fira,te
Ay
0 fir Ay, =@

F(y) =

definierte Funktion F: R"P — R ist iiber R"™P integrierbar.
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iii) Ist A, # @, dann ist die durch f.(y) := f(x,y) definierte Funktion
fo 1 Ay — R diber A, integrierbar, und die durch

d ir Ay # O
oy | [ i) Az
0 fir A, =@
definierte Funktion G : RP — R ist tiber RP integrierbar.
iv) Es gilt

/Ad(w,y) f(x,y):/w_pdy F(y)z/ndx G(z) .

Der Beweis wird spéter nachgeholt.

In Kombination mit Satz PT.TI konnen wir das Lebesgue-Integral schrittweise
auf eindimensionale Riemann-Integrale zuriickfithren (p = 1). Fiir p = 1 und
A kompakt ist A, = Ur_,[1x(y), 22x(y)] € R Vereinigung von Intervallen. Mit
B:={yeR"! : A, # o} CR"!gilt dann

ity s = [ (S [ o st
A B k=1 (v)

L1k

Insbesondere gilt fiir die Integration stetiger Funktionen iiber das Rechteck [a, b] x
[c,d] CR?

/[mb]x[c’d]d(af,y) f(z,y) Z/cddy(/abda; f(a:,y)> z/abd:c(/cddy f(a:,y)> :

Definition 22.2 Das Volumen einer kompakte Menge A C R” ist gegeben durch
das Integral v, (A) = / dzx 14(z) = / dx = A(A). Ist p : A — R die Dichte von
A

n

A, so ist die (n-dimensionale) Masse von A erklart als m,,(A) = [ dz p(x).
A

Der kleine Satz von Fubini erméglicht (da 14 stetig auf A) die schrittweise Berech-
nung von Volumina. Ist A CRP x R*? und A, :={x € R? : (z,y) € A} CRP
die in Satz P21l eingefiihrte Schnittmenge, dann gilt

v (A) = / dy vy(4,) .
R7—p
Insbesondere folgt

Satz 22.3 (Prinzip von Cavalieri) Seien A, B C RP x R"P zwei kompakte
Mengen, und es gelte v,(A,) = v,(By) fir alle y € R"P. Dann gilt v,(A) =
v (B). O
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Zum Beispiel haben ein Rechteck und ein Parallelogramm mit glei-
cher Grundldnge und gleicher Hohe das gleiche zweidimensionale Volumen
(Flécheninhalt):

Beispiel 22.4 Es sei G C R"! eine kompakte (allgemeiner: beschriinkte mef3-
bare) Teilmenge und K := {(z,y) e R* ' xR : y € [0,h], z € (1 — £)G} der
Kegel iiber G. Der Inhalt der Schnittfliche K, ist offenbar (1 — £)" v, 4(G),
somit das Volumen des Kegels

on(K) = /Oh ay(1- %)"‘K(G) _ %vnl(G) h 4

Beispiel 22.5 Es sei A = {(z,y) € R* : z* + y?> < r} der abgeschlossene
Vollkreis vom Radius . In obigen Bezeichnungen ist A, = [—+/72 — 42, /72 — 42
und B = [—r,r|. Somit gilt fiir eine stetige Funktion f: A — R

[ fw) = [ ay (/j:d flaem)

Insbesondere ist das Volumen (also der Flacheninhalt) von A gegeben durch

UQ(A):/Ad(:E,y)I:/rdy(/md:p1>:/:dyZ\ﬂny

—r 2 _y2
" =7 cos 2 . 1 =
:4/ d?/\/TQ—?JQy:télTQ/ dt81n2t:4r2-§-§:7m«2
0 0
nach Beispiel aus dem 2. Semster. o

Satz 22.6 (Volumen der n-dimensionalen Vollkugel)
Das Volumen v,(A) =: k,(r) der n-dimensionalen Vollkugel A = {(z1,...,x,) €
R™ : 23+ -+ 22 <r?} vom Radius r ist

n w7 " fiir n gerade
(r) == ’
Kn(r) = =
" r(%2) on gt n=l)
' 2y fiir n ungerade
n!
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Beweis. Durch Induktion nach n. Die Aussage gilt offenbar fiir n = 1 mit k; = 2r
und n = 2 mit ky = 7r2.
i) Sei n gerade und die Behauptung bewiesen bis n — 1. Dann ist A, =

{(z1,...;0p 1) €eR"™ ¢ 22+ 422 | <r?—22} und somit
/ dxn/ dyl—/ Az kn—1(+/T2 —x%)zZ/ dxpkn_1(y/1% —22)
—r —r 0

_2” 711 2'/ d (2 2)"_1
= (n_1> . Tn \T X

n,_"=2n-2 z
somreost ' BTl [F
(n—1)! 0

Nach Beispiel aus dem 2. Semster ist

™

A % —1)(2k—3)---1 7  (2k—1)x
dt sin? ¢ — ¢ A A A
/O o ok(2k—2)---2 2 2Hl(k— 1)

und 2k +— n liefert die Behauptung.
ii) Sei n ungerade und die Behauptung bewisen bis n — 1. Dann ist

/ d:pn/ dy 1 —/ Az, kn_1(\/1T% — 22) :2/ dr,kn_1(\/1T% — 22)
-r —r 0
-1

. 2 2 1 :rn—rcost 277 2, B )
—nl‘/odxn(r—x)2 T Odtsmt.

2 2'

Nach Beispiel aus dem 2. Semster ist

us

/dt ok, 2k(Rk-2)---2 22k k1 k!
, T @k+D2k—1---3-1 (2k+ 1)

und 2k + 1 — n liefert die Behauptung. O

Definition 22.7 Das Tragheitsmoment einer kompakten Menge A C R"™ beziiglich
einer Achse L ist definiert als

O(A) := /A dz p(z) (d(z, L))

wobei p die Dichte und d(x, L) der Abstand eines Punktes © € A zur Drehachse L
Ist.

Beispiel 22.8 (Trigheitsmoment eines homogenen Kreiszylinders) Es
sel
A={(z,y,2) €eR® : 2> +9y*<7r*, 0< z<h}
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ein homogener (konstante Diche p) gerader Kreiszylinder, die 2-Achse sei
die Drehachse L. Dann gilt d((z,y,z2),L) = +/z?+y?, so dal wir fiir das
Tragheitsmoment nach Fubini erhalten

r2—y
/dz/ dy/ dx p- (2% + %)
_r rz,y
=ph | d
P / y (3:(; +y x) —+/r2—y2

o [y G o)
— 4ph/0rdy (%(M)3+y2m>

0
_ 1
= 4 h/ dt (— rsint)<§rgsin3t+r30052tsint>
2

2 2
= 4phr? / dt (sin2t—§sin4 t)
0

glom_ 231 0

2 2 3 4.2 2

1

:Ephr‘l:—m'rj,

2 2

wobei m = puz(A) = prr’h die Gesamtmasse des Zylinders ist. q

<+ Beispiel (2. Semester)

Definition 22.9 Der Schwerpunkt einer kompakten Menge A C R"™ der Dichte p
ist der Vektor s = (sq,...,s,) C R" mit

/d(xl,...,xn) i p(xy, ..., xy)
A .
/d(xl,...,xn) plxy, ... xy)

A

Beispiel 22.10 Es sei A = {(z,y,2) € R® | 2> +y* + 22 < 73 | 2 > 0 die

halbe homogene Vollkugel vom Radius r und Dichte p. Der Nenner ist die Masse
m = pvs(A) = Z2r3. Fiir den Schwerpunkt s = (s, sy, s.) gilt s, = s, = 0 aus

Symmetriegriinden. Es verbleibt

7‘2722 7‘27227:';
dx pz
pU3 K) / /— Vr2—z2 / r2—z2—y P

S; =

S, =
Vr2—z2
d dy 2:1/77 — 22— g2
271-7"3/(; Z/ T2722 y ez " ® y
r r27z2
7Tr3 dz/ 2 — 22 —y?
0
106

Preliminary version — 2. Februar 2017



= Peost 6 [T O
y Ctﬁ/ dz/ dt (= VT = 2sint) 2% — Zsint
o J3

6 " 1
=3 ) et =) g g ¢ Beispiel B3 (2. Semester)
3 (r2 ) r4> 3 )
= | —r* = — | = —r
2r3\ 2 4 8

23 Der Transformationssatz

Der Transformationssatz ist eine méchtige Methode zur Berechnung von Integra-
len.

Satz 23.1 Seien U,V C R" offene Teilmengen und sei T' : U — V' ein Diffeo-
morphismus. Eine Funktion f : V — RU{oo} ist genau dann iber V integrierbar,
wenn die Funktion |det(DT)|-(foT): U — RU {0} diber U = T~Y(V) inte-
grierbar ist. In diesem Fall gilt

/U dx | det(DT)(x)| [(T(x)) = / dy £(y)

Zur Erinnerung: Ein Diffeomorphismus 7' ist eine differenzierbare bijektive Ab-
bildung mit differenzierbarem Inversen. Das Differential DT ist dann eine lineare
Abbildung DT : R — R", so daf§ die Determinante korrekt definiert ist. Fiir
geniigend kleine U sichert der Satz iiber die inverse Funktion Satz die In-
vertierbarkeit von DT'. Der Transformationssatz lafit sich aber auch verwenden,
wenn 7' nur auf einer Nullmenge N (wird spéter in Definition 226l eingefiihrt) kein
Diffeomorphismus ist, da Nullmengen im Lebesgue-Integral keine Rolle spielen.
In diesem Fall geniigt es, iiber U \ N bzw. T-'(U \ N) zu integrieren.

Der Beweis des Transformationssatzes wird nachgereicht. Zunéchst werden
typische Folgerungen und Anwendungen vorgestellt.

e Im R! reduziert sich der Transformationssatz auf die Substitutionsregel:
Sei T : [a,b] — [a, ] eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung,

dum gite [ do|T')| /T @) = [ dy f0).
[a,b] [, 8
e Im Spezialfall einer nichtausgearteten affinen Transformation y = T'(z) =
Az +b € R" mit det A # 0 ist f : K — R" U {00} genau dann iiber
K C R" integrierbar, wenn f o T iiber T~!(K) integrierbar ist, und es

gilt
1
dx f(Axz +0b :7/ d .
/T Ll den = o | )

e Beschreibt A eine Rotation oder Spiegelung (dann ist |det A| = 1) und
wéahlen wir fiir f die konstante Funktion f = 1, so folgt, daB} K ge-
nau dann mefbar ist, wenn 7 }(K) meBbar ist, und es gilt v,(K) =
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vo(T71(K)). Volumina bleiben also bei Kombinationen aus Verschie-
bung, Drehung und Spiegelung erhalten.

23.1 Integrale iiber Kugelschalen

Sehr haufig treten Integrale {iber n-dimensionale Kugeln oder Kugelschalen auf.
Solche Integrale lassen sich durch eine Transformation 7" zu Polarkoordinaten
vereinfachen (und mit dem Satz von Fubini oft auch l6sen). Polarkoordianten
im R" bestehen aus dem Radius » und n — 1 Winkeln ¢, 9;,...,9, 5. Dann
ist T : (r,p, 01, ..., 002) = (Y1, .-, Yn) = Ton(r, 0,01, ..., Uy_o) definiert durch
T5(r, ) = (r cos p, rsin ) und dann rekursiv y,, = rcos ¥,,_o und (y1, ..., Yn_1) =
Toa(r,p, Y1, ...,9,_3) -sind,_o. Konkret heifit das

Y1 rcos@sindy ---sind, o
Yo rsinpsind; - - -sinv,_o
Y3 rcost; sindsy - - -sind,,_o
Yn—_1 r cos ¥,_3sint,,_o
Un r cosV,_o

Damit die Transformation 7" bijektiv wird, ist (z.B.) ¢,...,9,_2 € ]0,7[ und
¢ €10, 27 zu wéhlen.

Satz 23.2 Es gilt | det(DT)(r, 0,91, ..., 0p o) = r"(sind)!--- (sind, )" 2

Beweis. Das Differential der Transformation ist

91 Oy On oY1

or o o9, 0Yp_2
Oy2  Oy2  Oya Oy
or O¢ 901 " 0Un_a
DT — 9ys  Oys Oys Oy3
= or B¢ 001 " 0Un_a
OYn  Oyn  Oyn Ay
or dp oY%, 0Yp_2

Fir n = 2 ist 9,y = (cos,siny) und 0,y = (—rsinp,rcosyp), so dal die
Determinantenformel gilt. Im Schritt von n auf n + 1 fiir n > 2 haben wir mit
7= (y1,...,yn) €ER" und y = (ysinv,_1,rcosv,_;) € R**

[ Oy -sind, 4 [ 0,y -sin¥,_
Oy = ( cos ) o Oy = ( 0 :

Nach Induktionsannahme gelte die Determinatenformel fiir n > 2. Im Schritt von
n auf n+ 1 betrachten wir zunéchst sinv,,_; = 0. Dann ist gilt rang(d7") = 2 und
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damit det dT = 0. Sei also sin®J,_; # 0. Dann addieren wir das (—r<292=1)_fache

sin¥y,_1
der ersten Spalte zur letzten. Wegen 10,y = y wird die neue letzte Spalte zu

—r0,y - cosVp_1 7 cos V1 0
cos? ¥pi1 + in v = —r .
- sin¥y,_1 —TrSilVp—g sin¥y,_1

Entwicklung nach der neuen letzten Spalte und Herausziehen des Faktors sin 4, 1
aus jeder der ersten n Spalten der Unterdeterminante bestétigt die Determina-
tenformel. O

Sei nun IT := ]0,27[x(]0,7[)" 2 und I C ]0, 00[ ein offenes Intervall. Dann
ist das Bild von I x II unter 7" die offene Teilmenge K(I) \ N C R™, wobei
K[I]:={z € R" : ||z| € I} die offene Kugelschale der Radien im Intervall I ist
und N eine Nullmenge, die durch Aufschneiden der Kugel bei o = 0 entlang der
positiven y;-Achse erhalten wird. Da fiir das Lebesgue-Integral Nullmengen (N
und Rénder von I) keine Rolle spielen, erhalten wir

Satz 23.3 Sei I C [0,00[ ein beliebiges Intervall und K(I) = {z €
R™ : ||z||2 € I} die entsprechende Kugelschale. Fine auf K(I) definierte Funkti-
on f ist genau dann tber die Kugelschale K(I) integrierbar, wenn die Funktion
f(T(r,0,01,...,9,9)) - r"1C(p, V1, ..., 9, o) diber I x II integrierbar ist. In
diesem Fall gilt (unter Verwendung des Satzes von Fubini)

/ dy £(v)
/ dr 7 / / 49, sind, - - / A0, s 20, o F(T(r, 0,01, ., 90 s)) .

t

Beispiel 23.4 Das Tréigheitsmoment einer homogenen (dreidimensionalen) Voll-
kugel K vom Radius R mit Dichte p ist beziiglich einer durch den Mittelpunkt
gehenden Achse gegeben durch

@(K)—p/dcr v.2) (2 + )

—p/ drr/ dcp/ dd sind (r?sin? )

:p—-27r/ dd sin ﬁ—p% 27T/ dd (sin?) — sin 1 cos® )
0 0

1 s
= —~27T<—COS’[9—|—§COS319)‘
R ( 2>_2R2 dr oy 2

r(2-2)="2p R =

2
3 573 SRR <
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Wenn in Satz ([233)) die Funktion f nicht von den Winkeln abhéngt, also

rotationssymmetrisch ist, dann erhalten wir:

Satz 23.5 Es sei f eine Funktion auf dem Intervall |a,b[. Die Funktion f auf
R™ mit f(x) = f(||x||) ist genau dann iber die Kugelschale K integrierbar, wenn
die Funktion f(r)r"=! dber I integrierbar ist. In diesem Fall gilt mit K, := K, (1)

/K(I) dx f(||z]) = n/@n/dr " f(r) .

1

Beweis. Unter Verwendung von Satz P33 ist nur zu zeigen, dafi das Winkelintegral

2T T T

/ d(p/ d¥; sin?dy -- / dV,_o sin"2V,_o = nk, liefert. Das folgt aber sofort
0 0 0

fir das Volumen der Einheitsvollkugel mit f =1 und I = [0, 1]:

27 T T
Kn, :/ dr 7’"1/ dgo/ dd, sinﬁ1~-~/ dd, o sin" 29, 5
[0,1] 0 0 0

1 21 ™ T
= — / dQO/ d191 sin 191 c / dﬁn,Q Sil’ln72 ’19,1,2 . ]
nJo 0 0

23.2 Integration iiber Teilmengen von (R,)"

Héaufig treten Integrationen auf, die auf das Standardsimplex
A" i={(xy,...,xy) €ER" 1 ; >0, 21+ 2, <1} CR"

zuriickgefiithrt werden kénnen, z.B. bei Funktionen auf (R, )", die entscheidend
von der Summe x; + --- + x, abhidngen. In diesem Fall ist eine auf Jacobi
zuriickgehende Transformation hilfreich. Dazu definiert man

() (227

und dann rekursiv fiir & = (xq,...,2,)"
z B o Talu, e un) (1= Upgq)
( .Z'n-i—l ) a n+1<UI’ o ’un7 un+1) T ( ulun+1 )

Wir zeigen, daf} J,, einen Diffeomorphismus implementiert zwischen
o Ry x (]0,1))""" und (R4)",
e bzw. (]0,1[)" und (A™)° := A"\ 0A™.

Zunichst zur Bijektivitdt. Klar ist, dafl das Bild Teilmenge von (R)™ ist. Es
gilt 1 + -+ + x, = uy zunéchst fiir n = 2 und dann rekursiv fiir alle n. Sei
also u; > 0. Damit gilt 0 < x, < wup, es gibt also eine bijektive Zuordnung
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zwischen w, € ]0,1[ und x, = wju,. Sei dann zusétzlich wu, fixiert, dann ist
1+ +xp1 = up — 2, = ui(l —u,). Insbesondere folgt 0 < x,,_1 < ui(1 —uy,),
damit eine bijektive Zuordnung zwischen w,_; € ]0,1[ und z,, = wju,_1(1 — u,),
usw.

Das Differential von J ist

D) = (1)

= (ORI L0 )

wobei e; = (1,0,...,0) € R™ der erste Einheitsvektor ist. Also ist J differenzier-
bar. Es gilt det(DJy)(uy,u2) = uy. In der Rekursionsformel ist die erste Spalte
gegeben durch (1= 1) 22 ) = (Yt g, w, 1), 50 daB Addition der

ul
—fachen ersten Spalte zur letzten ergibt:

1—up

det(D 1) (i, tny1) = det ( (1= tny2)(DJ)(@) ) s )

Unt1 - €1 ur + 1—up41
= u1(1 = upy1)" " det ( (DJ,) (@) ) .

Somit gilt | det(DJ,)(ur, ..., u,)| = u} (1 —uz)(1 —ug)?- - (1 —u,)""2, und J,
ist ein Diffeomorphismus. Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 23.6 Eine auf (Ry)™ bzw. auf (A™)° definierte Funktion f ist genau dann
iber (Ry)™ bzw. (A™) integrierbar, wenn die Funktion |det(DJ,)|f o J, dber
Ry x WL bzw. diber W™ integrierbar ist, wobei W* := (]0, 1[)* der offene Wiirfel
ist. In diesem Fall gilt

/ o 02 f(@)

bzur. AT
:/ duy uf / du2/ dusz (1—ug3) / duy, (1—=up)" "2 f( T, ... up)).
o ot 0,1 0,1 10,1

Speziell erhalten wir v, (A") = L.

n!

Beispiel 23.7 (Beta-Funktion) Wir integrieren die fiir p,q > 0 stetige und
beschrinkte Funktion f(z,y) = 2P 1y? te™*¥ {iber (RT)? mit der Jacobi-Formel
und mit dem Satz von Fubini:

1
/ d(x,y) oP~ 1yt te y—/ duy uBtT ! ”1/ dusy (1—u2)p’1ugfl
(R+)2 0

F(p+q)/ dus (1 —u )p*1u3*1

Fubini —/ dx 2P e / dy y" e ¥ =T(p)I'(q) .
0
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Somit gilt fiir die als Beta-Funktion bezeichnete Funktion B(p, q)

Blp.q)i= [ dr (1 gyt = Q) :

Beispiel 23.8 Mit der Jacobi-Abbildung lassen sich z.B. zweidimensionale Inte-
grale des folgenden Typs losen (dabei ist p,q > 0):

/ d(z,y) 2"y fx+y) = / duy Uerq f<u1>/ dugy (1 — Uz)pflugil
A2 10,1

10,1]

ZB(p,q)/]m[du uf T fun)

Die obige Gleichung gilt, wenn eines der Integrale existiert. Statt iiber A2 und
10, 1[ kann auch iiber (R;)? und R integriert werden. N

Beispiel 23.9 Das Triigheitsmoment des Standardsimplex A® bei Rotation um
die z-Achse ist

@:/ d(x,y,z)p-(x2+y2)
) 1 1
:/ duy u%/ du2/ duz(1 —ugz) p- ((ur(l —u2)(1 — u3))® + (wruz(l — u3))?)
0 0 0

1
p/ dulu‘f/ du2(1—2u2+2u2/du3 1 —us)?
0 0 0

P (2.2 _p L1
_5~4(1 2*3)_30_5m(A)' <

Die Integration iiber das Standardsimplex ist deshalb so wichtig, weil sich
durch Potenzabbildungen viele Integrationsgebiete darauf zuriickfithren lassen.
Dazu wird fiir oy, a; > 0 folgende Transformation betrachtet:

1

a 1
Y1y yn) =T(21,. ., 2p) = (@127, . . apxs™) .

Die Transformation 7" bildet (R;)" diffeomorph auf sich selbst ab. Sie bildet
andererseits das Innere des Standardsimplex A" diffeomorph auf das Innere des
verallgemeinerten Simplex

aq (e 7%
Agll 77777 gln —{<y177yn)€Rn : ylZO, (&> _|_<y_n) Sl}
7777 n ay an

ab. Das sind dann z.B. Viertelkreise (n = 2, a1 = ay = 2, a3 = ay = r) oder
Kugeloktanten, . ...
Die Determinante des Differentials ist offenbar

ay---a, -1 L1
‘det(DT)(.Tl,,l'n)‘ = mﬂfll T
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Satz 23.10 FEine auf auf dem verallgemeinerten Simplex (Agl--2") definierte

.....

Funktion f st genau dann dber dieses verallgemeinerte Simplex integrierbar,
1 1 1 1

L L 1
wenn die Funktion f(ajz{", ..., apze™ )zt - x5 dber das Standardsimplex
integrierbar ist. In diesem Fall gilt

1 1 1

a---ay Ao Eer -
/ dy f(y) = 17&/ d(x17 A '7'Z‘n) xll o 'xn" f(alxll PR '7an$nn) ‘
A o

Durch Kombination mit der Jacobi-Transformation entsteht so ein Diffeomor-
phismus W" NN QRN ALt mit dem wir Integrationen iiber ein verallge-

meinertes Simplex auf Integratlonen iiber den Wiirfel zuriickfithren kénnen.

Beispiel 23.11 Wir berechnen das Volumen eines Ellipsoiden-Oktanten FO :=
Aiif iiber die Jacobi-Transformation:

v3(EO) = /QQQdy
Aa?

a,b,c

abe -1 1 1
_— d<$1,$‘271‘3) L1 x2 .’L'3

abc 1 1
duyu? du2 du3 1—wu3) uy u2 (1 — ug)” 2u3 (1 —ug)”
0

b 1
= e du1 u? / dug Uy (1 — Ug) "2 / dus u3
8 Jo 0 0

be 2 1 dabe(T(3))? 1 4
:E-—-B(%,%).Qz_. abe ( (2)) 1 —Wabc
8 3 8 3 TI(1) T8 3

2

Insbesondere hat das Ellipsoid E = {(x,y,2) € R® : 2—2 + %—j + % < 1} das
Volumen v3(E) = Fabe. q

24 Eigenschaften des Lebesgue-Integrals

Satz 24.1 Das Lebesgue-Integral ist linear und monoton, d.h.

i) / dp (of + Bg) = a/ du f + B/ du g fir integrierbare Funktionen
X _ X X
fig: X =K unda,p € K.

i) Sind f,qg reellwertig mit f(x) < g(z) fir alle x € X, so folgt/ dp f <
X

/dug.
X

Beweis. 1) ergibt sich durch approximierende Treppenfunktionen. ii) folgt daraus,
daB g — f > 0 Treppenfunktionen 0 < ¢ < g — f zulafit mit fX dp ¢ > 0. U
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Somit bildet die Menge der p-integrierbaren Funktionen f : X — K einen Vek-
torraum, den wir mit £'(X, u) bezeichnen und mit £!(R"), wenn p = X das
Lebesgue-Maf ist.

Satz 24.2 Fir f : X — K sind dquivalent:
i) f ist integrierbar.
ii) f ist mefbar, und es gibt eine integrierbare Funktion g mit |f| < g
iii) f ist mefbar und |f| ist integrierbar.

Beweis. 1)=-ii) Mit f sind auch (Re f)+ und (Im f)4 integrierbar, somit auch
g:= (Re ), + (Re f)_ + (Im f), + (Im f)_ > ||

ii)=-iii) ist klar, denn die approximierenden Treppenfunktionen zu | f| haben
durch [ dup g beschriinkte Integrale.

iii)=-1) (Re f)+ und (Im f)+ haben die integrierbare Majorante | f|, sind nach
iii) selbst integrierbar und damit auch f. O

Bemerkungen:
e ii)=i) heiBt Majorantenkriterium.

e i)=-iii) gilt nicht fiir das uneigentliche Riemann-Integral, wie das Beispiel
f_oooo dr *% zeigt. Somit ist #2£ nicht als ganzes iiber R integrierbar. Da-

gegen liefert das uneigentliche Verfahren limpg_, f[f R.R] dx % natiirlich

dasselbe Ergebnis wie das uneigentliche Riemann-Integral.

e Sind f, g integrierbar und g beschrénkt, so ist fg integrierbar. Denn fg
ist meBbar und majorisiert durch M|f|, falls |g| < M.

Definition 24.3 Fiir eine meBbare Funktion f : X — K heiBt [|f]; =
sup{ [ du¢ : ¢ ist Treppenfunktion mit 0 < ¢ < |f|} die L'-Halbnorm von f.

Es folgt:

Satz 24.4 Eine mefbare Funktion f : X — K ist genau dann interierbar, wenn
| fll1 < oo, und in diesem Fall gilt | [ dp f| < [[fllx = [y du | f]-

Beweis. Die Identitét || f||; = [y du |f] folgt aus Definition ETJ, die Aquivalenz
zwischen || f]|; < oo und Integrierbarkeit ist Satz Die Ungleichung ist nur
fir [\ dp f # 0 zu zeigen. In diesem Fall definiere ¢ € K mit [¢| = 1 durch
| [y dp fl =: ¢ [ di f. Da beide Seiten reell sind, folgt

‘/Xd“f):Re(/Xde)Z/XduRe(Qf)s/XdMﬂ. 0

Nur zwei der Normaxiome sind fiir || ||; erfiillt:
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Satz 24.5 Fir f,g:R" — K und c € K gilt:
i) leflls = lelll £l
i) [If 4+ gl < £l + gl
iii) Aus |f[ < |g| (punktweise) folgt || f|l1 < [lg]l1.

Beweis. 1) und iii) folgt aus der Definition. ii) ist nur fir || f||1, ||g|l1 < oo fraglich,
dan sind aber £, g, f +g, /], g, |f +g| integrierbar mit | + g| < |f]+ lgl. Nun
folgt die Dreiecksungleichung aus iii) und ||h||; = [ du h. O

Definition 24.6 Eine Teilmenge N C X heiBt u-Nullmenge, falls es zu jedem ¢ > 0
eine Menge A € B(X) gibt mit N C A und u(A) < e.

Eine Eigenschaft E gilt p-fast-iiberall auf X, wenn die Menge der Punkte, fiir die
E nicht gilt, eine p-Nullmenge ist.

Jede Teilmenge einer Nullmenge ist Nullmenge. Sehr wichtig, aber etwas iiber-
raschend ist:

Lemma 24.7 Fine abzihlbare Vereinigung von Nullmengen ist Nullmenge.

Beweis. Durch weitere Zerlegung kénnen wir die Nullmengen { N} als paarweise
disjunkt annehmen. Dann ist p(Up2  Ni) = > p o 1(Ng) = 0. O

Beispiel 24.8 Jede Hyperebene im R”, wie z.B. {0} x R""!  ist n-dimensionale
Nullmenge. Denn Hj, := {0} x [—k, k]""! C [—W, (2]@%] X [—k, k]"1, und
die rechte Menge hat A\-Maf} 2e. Deshalb ist A(Hy) = 0, so dal die Behauptung

folgt aus {0} x R"~! = J;2, Hy. <

Allgemein sind alle n-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten im R"** Null-
mengen beziiglich des Mafles auf R"**. Wir werden ihnen spiter jedoch ein n-
dimensionales Volumen zuordnen kénnen. Auch abzéhlbare Mengen von Punkten
sind Nullmengen; insbesondere hat Q C R das Lebesgue-Mafl A(Q) = 0.

Aus technischen Griinden wird B(X) vervollstindigt zu einem System B(X)
von Teilmengen, indem man alle Mengen B C X hinzunimmt, fiir die es
A € B(X) und Nullmengen Ny, Ny gibt mit A\ N; € B C AU N,. Man definiert
dann pu(B) := p(A). Das Lebesque-Maf$ ist jenes MaBl auf R", das aus dem nor-
mierten translationsinvarianten Borel-Maf3 A nach Nullmengen-Vervollstandigung
entsteht.

Satz 24.9 FEs sei f integrierbar mit || f||1 = 0. Dannist N :=={z € X : |f(x)| #
0} eine p-Nullmenge.

Beweis. Setze N == {z € X : |f(x)| > 7} Es folgt 0 < 1y, < (k + 1)[f| und
deshalb 0 < pu(Ny) = [y dp 1y, <

< (k+1)||f]l1 = 0, also u(Ny). Die Behauptung
folgt aus N = (J,—, Ny. O
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Auch die Umkehrung dieses Satzes ist richtig, falls folgende konsistente Verein-
barung getroffen wird: [, du(d 7, 1n) = > ooy u(N) = 0 fiir jede p-Nullmenge
N.

Satz 24.10 FEine integrierbare Funktion f : X — K ist fast iberall endlich, d.h.
N :={ze X : |f(x)] = oo} ist u-Nullmenge.

Beweis. Fiir jedes € > 0 ist 1 < €| f|, somit u(N) < €| f]|; und damit p(N) = 0.
U

Satz 24.11 (Modifikationssatz) Zwei mefbare Funktionen f,g: X — K sei-
en fast tberall gleich, und f sei integrierbar. Dann ist auch g integrierbar und
hat dasselbe Integral. Insbesondere gibt es zu jeder integrierbaren Funktion f eine
integrierbare Funktion g, die fast tberall mit f dibereinstimmt, nur Werte # oo
anmimmt und dasselbe Integral wie f hat.

Beweis. Identifiziere g = (g — f) + f. Wegen ||g — f||1 = 0 nach der Konvention
im Anschluf} an Satz ist g — f integrierbar und dann mit f auch g. Es folgt

| [xdu f— [vdug| < [ydulf—gl=If-gli=0. O

Der Modifikationssatz erlaubt die Anwendung des Transformationssatzes auf
kompakte Teilmengen K C R", da wir die zu integrierende Funktion auf dem
Rand 0K (eine Nullmenge!) auf 0 abéndern diirfen und sich dann das Integral
auf die offene Teilmenge U := K \ 0K reduziert. Der Modifikationssatz ist auch
hilfreich bei Zusammensetzungen von Gebieten: Sei f iiber A und iiber B inte-
grierbar und sei AN B eine Nullmenge, dann ist f auch iiber AU B integrierbar,
da f1aup fast iiberall mit der Funktion f1, + flp iibereinstimmt. Also gilt

dx f(x) :/Adaz f(:L’)—i—/de f(z).

AUB

25 Konvergenzsatze

Das Riemann-Integral vertauscht nur mit gleichméfiger Konvergenz. Wir zeigen,
dafl das Lebesgue-Integral weitaus méchtigere Vertauschungssitze erlaubt.

Satz 25.1 (von der monotonen Konvergenz / von Beppo Levi) Fir je-
de monoton wachsende Folge { fi }r—o0o mefbarer positiver Funktionen f : X —
0, 00] gilt (mit Konvergenz in [0, cc])

tim [ dp szfduljggo i

k—o0

Beweis. Sei f := limy_,o fr. Diese Funktion ist mefibar und ihr Integral mit
Werten in [0, 00] ist erkldrt als [du f = lim, o [du ¢, fiir eine monoton

116

Preliminary version — 2. Februar 2017



wachsende Folge (¢,) von Treppenfunktionen mit 0 < ¢,, < f. Die Ungleichung
fd,u fr < fd,u f ist klar und erhélt sich im Limes, limg_, o fd,u fr < fd,u f.
Zum Beweis der Umkehrung geniigt es zu zeigen, daf fiir jedes ¢, der f
approximierenden Folge gilt [dp ¢, < limy e [du fr. Denn daraus folgt
[dp f <limy,e [dp fi im Limes n — oo. Nach Zerlegung in disjunkte Men-
gen konnen wir uns auf Teilmengen A beschrianken, auf denen ¢, konstant ist.
Sei also f(z) > ¢ > 0 fir alle z € A, wihle 0 < € < 1 beliebig und de-
finiere Ay == {z € X : fi(z) > ¢(1 —¢)}. Da {fx} monoton wichst, ist
Ay, C Agyr. AuBerdem gilt (J;-, Ar = A, denn fj, konvergiert punktweise gegen
f > ¢, so dal jedes © € A in einem Ay liegt. Es folgt limy o pu(Ax) = p(A)
sowie [,du fi > fAk di fr > (1l — e)u(Ag) fir alle k. Aus beiden ergibt
sich im Limes limy o [, dp fo > ¢(1 — €)u(A). Da € beliebig war, gilt auch

limy, 00 fA dp fr > C,U<A) = fA dpt @ O

Folgerung 25.2 Es sei (fy)ren €ine monoton wachsende oder monoton fallende

Folge integrierbarer Funktionen f; : X — R. Die punktweise gebildete Grenz-

funktion f = limg_.o fr ist genau dann integrierbar, wenn die Folge der Integrale

/ dx fi(x) beschrinkt ist. In diesem Fall gz’lt/ dz f(x) = klim / dz fr(x).
Rn Rn —00 Rn

Beweis. Setze g, = fr— fo > 0 fiir monoton wachsende Folgen bzw. g, = fo— fr >
0 fiir monoton fallende Folgen {fx} und g = f— fo > 0bzw. g = fo— f >0
und wende Beppo Levi fiir {g;} und g an. Integrierbarkeit, also Endlichkeit der
Integrale, ist dquivalent zur Beschranktheit der Folge. O

Eine niitzliche Methode, solche monoton wachsenden Folgen zu generieren,
besteht darin, eine nichtnegative Funktion auf eine Folge verschachtelter Gebiete
einzuschranken.

Satz 25.3 (Integration durch Ausschopfung) Fir A C X sei die Familie
(Ap)ren eine Ausschopfung, d.h. Ay € Ay C Ay C ... und | J, oy Ax = A. Es sei f
eine auf A definierte Funktion, so dafs f tber jedes Ay integrierbar ist. Dann gilt:
Die Funktion f ist genau dann iber A integrierbar, wenn die Folge der Integrale

/ dx | f(z)| beschrinkt ist. In diesem Fall gilt / dz f(x) = lim / dx f(z).
Ein Spezialfall ist das uneigentliche Riemann-Integral:

Satz 25.4 Eine Regelfunktion f :]a,b] — R, wobei a = oo und/oder b = oo zuge-
lassen ist, ist genau dann iber |a,b] Lebesque-integrierbar, wenn |f| uneigentlich
Riemann-integrierbar ist, d.h. fir Folgen |ay, by] Cla, b| kompakter Intervalle mit

b
limy oo ar = a und limy_,o, by = b gilt klim / dzx |f(x)| < co. In diesem Fall
=00 Jq,

b
gz’lt/]b[dx f(a:):/ dx f(z).
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Die Monotonieforderung bei Beppo Levi la3t sich wie folgt abschwéchen:

Lemma 25.5 (von Fatou) FEs sei (fx)ren eine Folge positiver mef$barer Funk-
tionen fi, : X — [0,00]. Dann gilt

/ dp liminf fi <lim inf/ du fr .

X k—o00 k—o0 X

Beweis. Da [0,00] kompakt ist, hat jede Folge (zj) von Punkten aus [0, o]
einen limes inferior, und es gilt liminfy . xx = sup,cyinfi>, ;. Denn sei
Yn = infg>, xp, dann ist (y,) monoton wachsend und andererseits beschrankt
durch den kleinsten Haufungspunkt von (xj). Entsprechend ist punktweise
f = liminf, , fr erkldrt, und die durch g, := infy>, fi definierte Folge
(gn) konvergiert monoton wachsend gegen f. Deshalb gilt nach Beppo Levi
lim,, oo fX dpg, = fX dp f. Andererseits ist g, < fi fiir alle & > n, also
fX dp g, < fdu fr und dann fX dp g, < inkanfd,u fr. Der Limes n — oo
liefert die Behauptung O

Daraus gewinnen wir ein méchtiges Werkzeug;:

Satz 25.6 (von der majorisierten Konvergenz / Satz von Lebesgue)
Es sei (fi)ken eine Folge mefbarer Funktionen f, : X — K, die fast tberall
punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Es gebe eine integrierbare

Funktion g mit |fy| < g fir alle k € N. Dann ist f integrierbar, und es gilt
/ dz f(x) = lim/ dx fr(z).
Rn k—o0 Rn

Beweis. Nach Majorantenkriterium sind alle fj integrierbar, nach Ab&nderung
auf Nullmengen aller fy, f,¢g konnen wir annehmen: limy_ . fx(z) = f(z) und
| fre(@)], | f(2)], |g(x)] < oo fiir alle x € X. Wir wenden das Lemma von Fatou an
anf 29 — |fi — f| > 0:

[ tmint(2g — 1~ f1) < it | d 29~ 15— f1)
X k—o0 k—oo  [x

Wegen der punktweisen Konvergenz ist liminfy (29 — | fx — f|) = 2¢, wihrend
auf der rechten Seite der Vorzeichenwechsel zum limsup fithrt (liminf(—z) =
— lim sup zy,):

Z/dMQSQ/dug—limSUP/dulfk—fl-
X X k—o0 X

Somit ist limsup,_,.. [y dp |fr — f] = 0, damit auch limy, o [\ dp [fe — f| =0,
und schlieBlich nmk%j Jxdu fo = [y dp f| <limgoo | [y dp | fe = f1=0. O

Die Beschrinktheit durch g ist eine ganz wesentliche Voraussetzung, wie das
Beispiel fr = k1j0,1/x zeigt.

Der Satz von Lebesgue wird insbesondere beim Vertauschen von Integral und
Reihenentwicklung benutzt:
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00 s—1

Beispiel 25.7 Wir beweisen / dx pryar i I'(s)((s) fir s € C mit Re(s) > 1.

Diese Formel wird beim Planckschen Strahlungsgesetz benétigt.

Der Integrand ist punktweiser Limes der Regelfunktionen f, =
Zﬁ:l 5 le~mr Ry gllt |.TS_1| — ‘elnx(s—1)| — ‘elnx(Re(s)—l)‘ — xRe(s)—1. Damit ist
| fx| iber R, uneigentlich Riemann-integrierbar, folglich f;, Lebesgue-integrierbar.
Es gilt

Re(s)—1

9

< g = xRe(s)—le—nx _ z
fel < g ; 1

und fiir Re(s) > 1 ist g wieder Lebesgue-integrierbar. Somit gilt nach dem Satz
von Lebesgue

o) s—1 o) 1
/0 dr 1= lim Z/o dr z°7'e™™ = lim —TI'(s) =((s)I'(s). O

et — k—00
n=1

Eine weitere Anwendung ist die Stetigkeit parameterabhédngiger Integrale. Sei
X ein metrischer Raum, 7" C R™ und f : X x T — R gegeben. Fiir festes r € X
werde durch f,(t) = f(x,t) eine Funktion f, : 7" — R definiert und fir festes
t € T eine Funktion f; : X — R durch fi(z) = f(x,1).
Satz 25.8 Fiir eine Funktion f: X xT — R gelte:
i) Fir jedes x € X ist f, : T — R dber T integrierbar.
i) Fir jedest € T ist f; : X — R stetig auf X.
iii) Fs gibt eine integrierbare Funktion ® : T — R mit |f(x,t)| < O(t) fir
alle (x,t) € X x T.

Dann liefert das Integral F(z) := / dt f.(t) eine stetige Funktion F': X — R.
T

Beweis. Fiir eine gegen = konvergierende Folge (zy)ren von Punkten zp € X
sei fr(t) := f(zg,t). Wegen ii) konvergiert die Folge (fx) gegen f,. Nach iii) ist
| fx] < ®. Dann liefert der Satz von der majorisierten Konvergenz

F(a) = / it 1.(0) = Jim [ de fi0) = i Fio).

k—o0

d.h. F' ist stetig. O

Analog gilt (mit analogem Beweis): Ersetzt man ii) durch

ii)" Fiir jedes t € T ist f; : X — R stetig differenzierar auf X,
dann liefert das Integral F(z) := / dt f.(t) eine stetig differenzierbare Funktion
T
F:X—=R
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26 Der Satz von Fubini

Die Sétze von Fubini und Tonelli erlauben unter gewissen Bedingungen die Be-
rechnung von Integralen einer Funktion f(z,y) iiber den Produktraum X x Y
in Teilschritten: Halte x fest, integriere f(x,y) iiber Y und integriere die entste-
hende Funktion F'(x) tiber X. Das erfordert natiirlich, dal das Mafl auf X x Y
kompatibel mit den einzelnen Maflen auf XY ist. Die technische (und in der
Praxis immer realisierte) Bedingung ist:

Definition 26.1 Ein MaBraum (X, i) heiBt o-endlich, wenn X = U X} mit
w(Xy) < o0.

Dann hat auch ein beliebiges A € B(X) eine Zerlegung A = U2 (A N X}) mit
(AN X)) < oo. Man kann folgende Eigenschaften zeigen:

Satz 26.2 Sind (X, p) und (Y,v) o-endlich, dann gibt es auf X XY genau ein
Maf p®@ v mit (u @ v)(A x B) = u(A)v(B) fir alle A € B(X) und B € B(Y).
Ferner gilt:

i) Sei M € B(X xY), dann sind alle Schnittmengen mefsbar, d.h. M, =
{yeY : (z,y) e M} € BYY) und M, :={z € X : (z,y) € M} €
B(X).

ii) Es gilt (n@v)(M) = [y du(z) v(My) = [, dv(y) p(M,).
iii) Sei f: X XY — K p-mefbar, dann sind die Funktionen f(z,.):Y — K
und f(.,y): X — K mefbar.

Folgerung 26.3 (Fubini fiir Treppenfunktionen) Seien X,Y o-endlich und
¢: X xY — K Treppenfunktion. Dann gilt

/Xxyd(ﬂ®u)¢=/xdu(x)/ydu¢(:c,.)z/ydu(y)/xdu(p(_’y)_

Das Resultat iibertragt sich zunéchst auf positive mefibare Funktionen:

Lemma 26.4 Sei f: X XY — [0,00] mefbar. Dann gilt
i) Die Funktionen x — [, dv f, undy — [, du f, sind meflbar.

i) [ o) s = [ duto) [ s = [ dt) [ duscn)

(mit Werten in [0, cc] ).

Beweis. Es gibt eine monoton wachsende und punktweise gegen f konvergie-
rende Folge ¢ von Treppenfunktionen. Damit konvergiert fiir jedes x € X
auch ¢y (z, .) monoton wachsend gegen f(z,.). Nun ist x — [dv ¢x(z, .) eine
Treppenfunktion in z, insbesondere mebar, so dal auch ihr punktweiser Limes
v+ [dv f(z,.) meBbar ist, d.h. i) ist gezeigt.
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Nach Integraldefinition und Fubini fiir Treppenfunktionen gilt
/ dp®v) f= lim d(p®v) ¢ = lim / du(x)/ dv ¢p(z, ) .
XxY k=oo Jxxy k—oo [ x %

Die Folge ([, dv ¢r(z, .))r ist monoton wachsend, so daBi nach Beppo Levi [,
und Grenzwert vertauschen. Dann ist aber limy_,o0 [, dv ¢p(x, .) = [, dv f(x, .)
nach Definition des Integrals, so daB [ , d(p® v) f = limy o [y, 5 d(p ®
v) or = [ydu(z) [, dv f(z,.) gezeigt ist. Durch Vertauschen der Rollen von
X, Y entsteht die andere Gleichung ii). O

Satz 26.5 (Fubini) Seien (X, u) und (Y,v) o-endliche Mafrdume und f : X x
Y — K (u ® v)-integrierbar. Dann gilt:

i) Abgesehen von einer maoglichen Nullmenge N C X ist fir festes © €
X \ N die Funktion f(z, .) v-integrierbar.

i) Die durch F(x) := /Yd’/ flx,.) firze X\ N
0 fiirx € N
definierte Funktion F : X — K ist p-integrierbar, und es gilt

/Xxyd(“@”) f:/)(dﬂ(ﬂf) F(x) E/Xdu(a:)/ydu fz,.) .

Beweis. Mit f ist auch |f| integrierbar, so daB nach Lemma gilt

Jx dp(z) [ dv |f(z, )] =[xy dp@v) |f| < oo. Damit ist  +— [, dv |f(z, .)]
eine positive integrierbare Funktion, die nach Satz fast iiberall endlich ist,

dh. mit N :={zx e X : [, dv|f(z,.)] = oo} gilt u(N) = 0. Fiir z ¢ N ist
g(x, .) v-integrierbar fiir alle positiven Anteile g € {Refy,Ref_,Imf, Imf_}.
Jede dieser Funktionen erfiillt die Fubini-Gleichung mit endlichem Integral, und
somit gilt das auch fiir die Linearkombination f. O

Im Beweis konnen die Rollen von X,Y vertauscht werden, so dafl fiir eine
iitber X x Y integrierbare Funktion gilt

/Xxyd(li®l/)f=/xdli(x)/ydyf(x,.)z/ydz/(y)/xdﬂf(,,y)_

Der Satz von Fubini erlaubt im Zusammenspiel mit dem Transformationssatz
oft erst die konkrete Berechnung von Integralen. Er ist aber auch die Grundlage
vieler Beweise. Fiir Funktionen auf R™ konnen wir die Faltung einfiihren:

Satz 26.6 Seien f,g: R" — K integrierbar, dann ezistiert fiir fast alle v € R®
die Faltung f x g : R® — K definiert durch

(Fe)e)i= [ dy fla = )otw).
Es gilt
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i) f * g ist integrierbar mit / dz (f % g)(z) = /n dz f(x) /n dy g(y)

i) [[f*glle < £l llgll
i) frg=g*f
Beweis. Die Funktion (z,y) + f(z)g(y) ist iiber R*" integrierbar. Die Abbildung

T :R* 3 (z,y) — (xr —y,y) € R*" ist ein Diffeomorphismus mit det(DT) = 1
Nach Transformationssatz ist (z,y) — f(x — y)g(y) integrierbar mit

/Rgn d(z,y) f(x)g(y) = /R d(wy) fz=y)9y) .

Nach Satz PG6.0l1) existiert fiir fast alle o das Integral (f = ¢)(x), nach Satz 2G.0lii)
ist diese Faltung integrierbar und erfiillt i).

Fiir festes x gilt |(f * g)(z)| < [gn dy | f(z — y)|]9(y)| auBerhalb einer Null-
menge und damit

£l = [ delf s < [ do [ dnlf@=u)llo)] =1l Lol

nach Anwendung der Transformation 7'(x,y) = (z + y,y). Somit ist ii) gezeigt.
Fiir festes = ist 2z = T'(y) = x — y ein Diffeomorphismus mit | det DT| = 1.

Nach Transformationssatz gilt /Rn dy f(x=T(y))g(T(y)) = /Rn dz f(x—2)g(z).0

Die Voraussetzung der Integrierbarkeit iiber X x Y im Satz von Fubi-
ni ist entscheidend. Es gibt Beispiele fiir Funktionen, fiir die die Integrale

/dx/dy f(xz,y) und /d /dx f(x,y) existieren, ohne dafi f(x,y) inte-
grierbar ist. Es geniigt jedoch absolute Integrierbarkeit:

Satz 26.7 (Tonelli) Seien (X, ) und (Y,v) o-endliche Mafrdume und f : X x
Y — K sei mefbar. Angenommen, wenigstens eines der Integrale

/Xxyd<u®u) 71 /Xd,u(:c)/ydu|f(x,.)|, /Ydu(w/xdulﬂ-,wl

existiert. Dann existieren alle anderen, alle drei sind gleich und f ist (u ® v)-
integrierbar (und erfillt insbesondere den Satz von Fubini).

Beweis.  Nach Lemma gilt  stets [, ,dp ® v) |f] =

[y du(z) [ dv |f(x = [, dv(y) [y du |f(.,y)], eventuell = oo. Ist ei-

nes der Integrale endhch, so auch alle anderen, und so dafl der Satz von Lebesgue

die Integrierbarkeit von f garantiert. O
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27 Beweis des Transformationssatzes

Der Beweis des Transformationssatzes beruht auf der Volumenédnderung affin
transformierter Wiirfel und Approximationstechniken. Der entscheidende Schritt
ist:

Lemma 27.1 FEs seien ay,...,a, € R" und P(ay,...,a,) = {x = tja; + -+ +
than, = t; € [0,1]} € R™ das durch diese Vektoren aufgespannte Parallelotop.
Dann gilt

vn(P(ay,...,a,)) = |det(aq,...,a,)],

wobei a; auf der rechten Seite die i-te Zeile einer (n X n)-Matriz ist.

Beweis. Aus der Definition und dem Beweis der Eindeutigkeit der Determinante
im letzten Semester folgt, dal der Betrag der Determinante eindeutig definiert
ist durch

(D1) |det(...,Aa;,...)| = |A||det(...,a4...)]|
(D2) |det(...,ai,...,aj,...)|=|det(...,a;i +aj,...,a;,...)]
(D3) |det(eq,...,en)| =1

Die Punkte in (D1), (D2) bedeuten, dal die jeweiligen Zeilen der rechten und
linken Seite identisch sind.

Wir beweisen, dafl auch das Volumen diese Eigenschaften hat. (D3) ist klar.

(D1) Sei P\ := P(ay,...,a;-1,\a;,a;i11,...,a,). Die Parallelotope P; und
P_; sind nur gegeneinander verschoben und haben nach Cavalieri das gleiche
Volumen. Wir kénnen uns also auf A > 0 beschrénken. Fiir natiirliche Zahlen A =
[ € N* gilt offenbar v, (F,) = lv,,(P;) nach Aneinandereihung von [ Parallelotopen
Py in i-ter Richtung. Sei A = 2 eine rationale Zahl mit p,q € N'\ {0}. Dann gilt
Un(Pyr) = qua(Py) = v,(P,) = pu,(P1) = gvn(Pq). SchlieBlich finden wir fiir

€

A € R, zu jedem € > 0 rationale Zahlen 1 < XA < ry mit |1 — ry| < - Das
ergibt v, (Pr,) < v, (Py) < vp(Fy,) und damit |v,(Py) — Av,(P1)| < €. Somit gilt
(D1) fur alle A € R.

(D2) Nach dem Prinzip von Cavalieri geniigt es, die jeweiligen Fléchen in der
{1, j}-Ebene zu vergleichen:

Wieder nach Cavalieri haben die durch {a;,a;} bzw. {a; + a;, a;} aufgespannten
Parallelogramme die gleiche Fliache. Das beendet den Beweis. U

Sei nun W = P(ey,...,e,) € R" der Einheitswiirfel und 74 : R* — R"
mit T4 : x — A -z eine lineare Abbildung. Dann ist A - e; = a; die i-te
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Spalte von A bzw. die i-te Zeile von A'. Aus der Linearitit von T folgt somit
Ty(W) = Pl(ay,...,a,). Aus Lemma und det A* = det A ergibt sich schlief-
lich v, (TaW) = | det A - v,(W). Nach Zerlegung gilt das auch fiir jeden Wiirfel
der Kantenlénge 2% Da sich nach Lemma jede offene Menge als abzéhlbare
Vereinigung solcher Wiirfel schreiben 1a8t, gilt v, (T4(U)) = | det A|v,(U) fiir je-
de offene Menge U C R". Dabei sind die sich iiberschneidenden Randflichen R
durch Quader der Dicke € einzuschachteln, was zeigt, dal auch T4(R) immer ei-
ne Nullmenge ist. Diffeomorphismen bilden offene Mengen in offene Mengen ab,
damit Borel-Mengen in Borel-Mengen. Da schliefllich die Borel-Algebra aus den
offenen Mengen konstruiert wird, ergibt sich:

Satz 27.2 Sei Ty : R" — R" eine affine Abbildung T(x) = A-x + b und
M € B(R"). Dann gilt v,(Ta(M)) = |det Ajv, (M) bzw. [g.dx lpan(z) =
Jgn dz | det A|1y(z) O

Im néchsten Schritt zeigen wir fiir beliebige Diffeomorphismen:

Lemma 27.3 Sei T : R" — R" ein Diffeomorphismus in einer Umgebung von
M e B(R™). Dann gilt

(T = [ de Lran (o) < [ do | det(DT))lae) = [ do | det(DT)@)).
Beweis. Die Aussage wird zunéchst fiir kompakte Wiirfel W, der Kantenldnge
L bewiesen (mit W := Wy). Es sei ||(x1,...,%:)]|ec = max(|z1],...,|z,|) die
Mazximumsnorm auf R™. Wiederholung des Beweises des Schrankensatzes [[T1]
fir die Maximumsnorm zeigt fiir x,y € Wr: |[T(x) — T(Y)|lo < || DT||opllx —
Y|l und deshalb T'(Wy) € Wppy,, und v,(T'(W)) < (|| DT||op)"vn(W). Diese
Abschétzung wird fiir den Satz von Lebesgue benotigt.

Nach Hintereinanderschaltung mit einer linearen Abbildung 74 und deren
Inversen entsteht mit DT;' = A~! die Ungleichung v, (T(W)) = v, (T4 o Ty o
T(W)) = |det Alv,((T1* o T)(W)) < |det A|(|| AL DT ||op) vn(W). Wegen der
gleichméfligen Stetigkeit von DT auf kompakten Teilmengen gibt es zu € > 0 ein
k €N, so da (|[(DT)(x)(DT)(y)|lep)” < 1+ € fiir alle z,y € W mit ||z — y|le <

#. Wir koénnen deshalb W zerlegen in achsenparallele Teilwiirfel W 1 mit
2 9

Mittelpunkten zy; und Kantenlinge 5 (wobei j = 1,...,2"%). Mit der Wahl
Ay; = (DT)(xy;) entsteht

2nk

un(T(W)) < (1+¢) Z | det(DT) (zx;)lon (W1 ;)

- (1+e)/de Z|det(DT)(xkj)|1W2%yj(x)

J=1
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fiir jedes k, also auch fiir den Limes k& — oco. Nun gilt wegen der Stetigkeit von
nk
DT punktweise limy_, o 25:1 | det(DT)(zx;)|1w, (z) = |det(DT)(x)|1w(z), so
vy
daB nach dem Satz von Lebesgue folgt ’

v (T(W)) < (1+¢) /de | det(DT)(z)|1w (z).

Da € > 0 beliebig war, ist das Lemma fiir den Wiirfel M = W bewiesen. Mit
Lemma folgt es fiir alle offenen Mengen, auf denen T diffeomorph ist und
dann induktiv (mit etwas Arbeit) auf allen Borel-Mengen. O

Beweis des Transformationssatzes. Sei zunéchst f : V = T(U) — [0, co] meBibar

und ¢ = . ¢;1r(;) Treppenfunktion auf V = T(U) mit ¢; > 0 und 0 < ¢ < f.
Dann gilt

[ o) = Eeuiran)
< ch /(de | det(DT')(z) |1, (7) = / dx | det(DT)( \chlT () ()
/ dz | det(DT)(x)| chlT my(T(x)) = /de | det(DT)(x)|p(T(z)).

Konvergiert jetzt (¢y) monoton wachsend punktweise gegen f > 0, so liefert der
Satz von Beppo Levi

/ dy f(y) < / dz | det(DT) ()| f(T(x)) -
1% U

Wir kénnen nun die Rollen von U, V damit von T, 7! tauschen und die Funktion
| det(DT)|(foT) > 0 auf U = T71(V) betrachten. Die analoge Rechnung liefert

/U dz | det(DT) (z) | /(T (x))
< / dy | det(DT)(y)| - | det(DT)(T (1) | f(T(T(3))) = / dy f(y)
1% 1%

unter Verwendung der Kettenregel fiir D(T~1). Beide Ungleichungen zusammen
liefert die Gleichung des Transformationssatzes fiir positive Funktionen und In-
tegral in [0, co]. Nun zerlegt man eine beliebige Funktion in die positiven Anteile
(Re f)+, (Im f)4, fiir die jeweils die Gleichung des Transformationssatzes gilt. Ist
f integrierbar, so sind die Integrale aller positiven Anteile endlich, und damit ist
auch |det(DT)|(f o T) integrierbar (und umgekehrt). O
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28 [P-Riaume und Fourier-Transformation

Definition 28.1 Fiir 1 < p < oo sei LP(X, u) die Menge der meBbaren Funktionen
[+ X — K, fiir die |f|” p-integrierbar ist, und fiir die folgende Abbildung || ||, :
LP(X, u) = R, eingefiihrt wird:

Il = ([ anlsl)"

Fiir p = 1 sind das genau die p-integrierbaren Funktionen. Vollig analog zum
Riemann-Integral und zu Reihen, nur mit zusédtzlicher Diskussion der Nullmen-
gen, beweist man:

Satz 28.2 (Holdersche Ungleichung) Seien p,q > 1 mit % +% = 1. Dann ist
fir alle f € LP(X, ) und g € LYX, u) die Funktion fg integrierbar, und es gilt

| [ au 9] < 153l < 1Ml

Daraus folgt wie iiblich die Minkowskische Ungleichung || f + gll, < | fll, + llgll,
fir alle f,g € LP(X, ) mit 1 < p < oo. Somit ist LP(X, ) ein Vektorraum, auf
dem || ||, eine Halbnorm ist. Es ist keine Norm, weil aus || f||, = 0 nach Satz
nur folgt, dal f fast {iberall Null ist. Es bietet sich deshalb an, fast {iberall
gleiche Funktionen zu Aquivalenzklassen zusammenzufassen. Sei dazu N (X, p) =
{f e LYX,u) : ||flli = 0}; dieser ist Untervektorraum jedes LP(X,u). Zwei
Funktionen f,g € LP(X, u) heiflen dquivalent (f ~ g), wenn f — g € N(X, u).
Die entsprechende Aquivalenzklasse einer Funktion f € L£P(X, u) wird mit [f]
oder f + N(X, ) bezeichnet. Die Menge aller Aquivalenzklassen

LP(X, p) o= LP(X, ) IN (X ) = {1f] + felP(X,p)}

wird zu einem Vektorraum mit [0] = NV (X, u) und ¢1[f1] + co[fo] := [c1 f1 + cafal,
auf dem durch ||[f]|l, := || f]l, eine (jetzt echte) Norm erklért ist.

Wir zeigen jetzt, dafl £7(X, u) und damit auch LP(X, p) vollsténdig sind, d.h.
alle LP(X, 1) mit 1 < p < oo sind Banach-Réume. Insbesondere ist L?(X, i) ein
Hilbert-Raum beziiglich des Skalarprodukts

(f.9) :Z/Xdu fa.

Mehr noch: Jeder Hilbert-Raum ist ein L?*(X, i) fiir einen geeigneten MaBraum
(X, ).

Definition 28.3 Eine Folge (fi)xen von Funktionen f; : X — K heiBt LP-
konvergent gegen eine Funktion f : X — K, wenn lim;_, ||f — fill, = 0 gilt.
Die Funktion f heiBt dann ein LP-Grenzwert von (fy)ken-

Die Folge (fx)ren heiBt LP-Cauchyfolge, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt,
so daB || fx — fill, < € fiir alle k,1 > N.
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Ein LP-Grenzwert ist nur bis auf Nullmengen eindeutig. Wie {iblich ist jede LP-
konvergente Folge eine L!-Cauchyfolge, es gilt jedoch auch die Umkehrung:

Satz 28.4 (Riesz-Fischer) Jede LP-Cauchyfolge (fx)ren von p-integrierbaren
Funktionen f, € LP(X, u) besitzt einen LP-Grenzwert f € LP(X, u), und es gibt
eine Teilfolge (fr, )nenx, die fast iberall punktweise gegen f konvergiert.

Beweis. Wir wihlen eine Teilfolge ( fi, Jnenx mit || fr, — finllp, < 2% fir allem > k,,.
Die Differenzen g, := fi, — fi,., erfiillen || 25:1 lgnlll, < 25:1 lgnll, < 1. Nach
dem Satz von der monotonen Konvergenz ist dann auch || Y07 [gnlll, < 1 und
Yo i lgnl € £P(X, i), und nach Satz BATO ist Y >, |gs| p-fast tiberall endlich.
Damit ist >~ g, fast iiberall absolut konvergent, d.h. lim, , fx,(z) =: f(x)
existiert fast iiberall.

Zu € > 0 gilt es ein N mit || fx — fi||, < € fiir alle k,I > N. Fiir ein solches [
gilt nach dem Lemma von Fatou

[ anls = sp = [ dutimint |, - g7 <timint [ dulf, - P < e

d.h. f ist LP-Grenzwert von (fi)en und wegen ||f|l, < ||f — fill, + /il gilt

feLr(X, p). O

Alle Aussagen gelten analog fiir den Vektorraum L£%(X, i) der fast iiberall
beschrinkten Funktionen, auf dem durch

| flloo :=1inf{M : |f| < M auBerhalb einer Nullmenge}

eine Halbnorm erklirt ist, die nach Aquivalenzklassenbildung zu einer Norm auf
L*>(X, p) wird. Die Vollstéandigkeit folgt daraus, da8 auBlerhalb einer gemeinsa-
men Nullmenge |fi(x) — fi(x)] < |fr — fi] < € ist fiir alle k,1 > N(¢), so daB die
Grenzfunktion f(x) := limy . fx(z) fast tiberall existiert und dort beschrénkt
ist. SchlieBlich gilt fiir f € £Y(X, ) und g € £L>°(X, u) die Holdersche Unglei-
chung [ fglls < [[fll1llglloc, da | fg] < llgllocf fast tiberall.

Sei nun X = R™ und p = X das Lebesgue-Ma$. Fiir k € R” sei ¢, € L>*(R")
definiert durch ey () := e7"%*) Es gilt |lex|loo = 1. Ist f € LY(R™), dann gilt nach
der Holderschen Ungleichung || fex|li < [|fll1llexllcc = [|f]]1 < oo. Also existiert
das Integral

5 1
) = oy

/ dx f(x) e k) fe 'R,

mit supyepn |f()] < ﬁ”f“l < 00. Die Voraussetzungen von Satz sind

Y

erfiillt, so daB fiir f € £'(R") die Abbildung R" 3 k > f(k) stetig ist.
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Definition 28.5 Die Abbildung F : L1{(R") — C(R™) mit (F(f))(k) := f(k)
heiBt die (kontinuierliche) Fourier- Transformation.

Beispiel 28.6 Fiir x € R sei f(z) = e~ =" mit A > 0. Dann gilt

A

1 K2 ik \2
dx 6_79” Pikr G_D_Q/dl‘ e ) .
f \/ 2 / vV 2w R
2
Das verbleibende Integral kann mit der Cauchyschen Integralformel fiir e T

2 /27
umgeformt werden zu / dr e Fer? / dr e~ 7% = N Somit ist f (k) =
R R

1
Xe 2%, <

22

—

Satz 28.7 (Faltungssatz) Seien f,g integrierbar, dann gilt (f xg)(k) =
(2m)2 f(K)g (k).
Beweis. Die Definitionen ergeben

— 1

(f*g)(k:)=< / dz (f * g)(z)e"b2)

- / da / dy f(x ey g (y)e 1kl
2 n

Die Transformation T'(x,y) = (z + y,y) mit det DT = 1 liefert die Behauptung.
U

Im allgemeinen muf3 eine Cp-Funktion nicht wieder integrierbar sein. Ist sie es
aber, dann kann man mit groerem Aufwand (und Verwendung des allgemeinen
Satzes von Fubini) zeigen:

Satz 28.8 (Umkehrformel) Sei f € LY(R") derart, daf f € L'(R™). Dann
qilt

1 R .
flz) = / dk f(k)e®®  fir fast alle v € R™ .

1 L > R

Beweis. Fir A > 0 sei F)\<SL’) = (2 )ﬂ / dk f(k)uel(k’me*/\?(k’k)_ Da f beschrankt
T2 JRn

ist, existiert das Integral fiir A > 0. Dann gilt mit dem Transformationssatz

1 1
— (k) =2 (k)
1 / 1 / —ilky) A2 ek
= w | dk——x | dy f(y+a)e BT
(2m)2 Jrn  (27)2 JRn ( )
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Die Funktion (y,k) ( e ikwe 0k st iiber R2" integrierbar, ebenso

(y, k) — f(z +y)e e 3 (k) nach Transformatlonssatz so daB3 wir nach Fu-
bini die Integrale vertauschen diirfen. Mit Beispiel (rmt r+— —kund k — y)

2m)2 _w.
und Fubini gilt / dr e % ; , k) eiluk) — (2m): 6_2//\?, also

n A"

F\(x) = /Rn dy f(y+2)0\(y) = (f * ) (x) , o(y) = z E.g* nZ

Wir werden zeigen, daf8 fiir A — 0 die rechte Seite in der L'-Norm ge-
gen f(z) konvergiert. In diesem Sinn geht d,(y) fiir A — 0 in die sogenannte

ik@) =2 (b k) fiiy

Diracsche §-Distribution iiber. Andererseits konvergiert f(k)e
N . N . 2

A — 0 punktweise gegen f(k)e'™* und | f(k)eikwle=F (kR)| st beschrénkt

durch die integrierbare Funktion |f(k)|. Nach dem Satz von Lebesgue gilt dann

/ dk f(k)e!®o) = hm F,\( ). Beides zusammen liefert die Behauptung,.

M

1
(2m)2

1
Ausgangspunkt ist ——— / dr e~ w9/ = 1 Damit gilt
(2mA%)z Jp

1 e~ W)/ (23?)

1@ =R = g [ @ - fae) — )

Zunichst sei f stetig mit kompaktem Tréger supp(f) C Kg(0). Dann ist f auch
gleichméiﬁig stetig, d.h. zu e > 0 gibt esein 1 > § > 0, sodafl |f(z) — f(z+y)| <

m fiir alle x € R" und y € K5(0). Das y-Integral wird zerlegt

e in ein Integral iiber K5(0): Dort ist supp,(f(z) — f(z +y)) C Kg:+1(0),
so daB das a-Integral durch |f(xz) — f(x + y)| und das Volumen von
Kry1(0) abgeschitzt werden kann. Das y-Integral wird anschlieflend auf
R™ ausgedehnt und wird unabhéngig von .

e in ein Integral ither R™ \ Ks(0). Dann ist 0 < e W4/ <
o g =) (432).
Integration des Betrages von (*) iber x € R liefert dann || f — F)\||l1 = [, + L2
mit
e~ W)/ (2X%)

= d d — —
Il /KR+1(0) x/l(a(O) y|f(x) f(x+y)| (277—)‘2)5

€7<y7y>/(2)‘2) €
< vn(KR11(0)) sup |f(z) = flz+y)] d?/W <3
z,2+y€Kp+1(0) R (2mA%)2

e~ (ww)/(22%)

b= [ e [yl Sl
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e~ (wy)/(43%)

<ot [ o [y (5@ e ) G

52 n
< e 2|28 .

2

Wir koénnen nun A(J) so klein wéahlen, daf 6_46?2||f||12% < 5. Also gibt es
zu jedem € > 0 ein A(e) > 0, so daB ||f — Fi\|li < e fiir stetige Funktionen
f mit kompaktem Tréger, d.h. es gilt fast tiberall f(z) = limyo Fi(z). Da
integrierbare Funktionen beziiglich || ||; durch stetige Funktionen mit kompaktem
Triiger approximiert werden kénnen, gilt die Aussage fiir alle f € £'(R") mit
f e LYR). O
Zu beachten ist das andere Vorzeichen in e'**) gegeniiber der Fourier-
Transformation! Die kontinuierliche Fourier-Transformation verhélt sich
beziiglich Ableitungen analog wie die diskrete:

Satz 28.9 Sei k € N und f € LY(R") derart, daf8 fiir alle Multi-Indizes o mit
la| < k sogar x® f(x) integrierbar ist. Dann ezistieren die mehrfachen partiellen

lolglal

Ableitungen 8af der Fourier-Transformierten, und es gilt W(k) =
Aus der Umkehrformel ergibt sich:

Satz 28.10 Sei f € CF(R™) derart, daf f und 0“f fiir alle Multi-Indizes mit

~

la| < k integrierbar sind. Dann gilt (0°f)(k) = (ik)* f(k). O

Daraus gewinnt man eine oft niitzliche Losungsmethode fiir lineare (sogar parti-
elle) Differentialgleichungen:

Beispiel 28.11 (Wiarmeleitungsgleichung) Der Ausgleich von Temperatur-
differenzen in homogenen Medien wird durch die Warmeleitungsgleichung

0T (t,x) = c(AT)(t,x)

beschrieben. Dabei ist A der Laplace-Operator, T'(t, z) die Temperatur zur Zeit
t € Ry am Ort ¢ € R” und ¢ die Wirmeleitfahigkeit. Fourier-Transformation
in x fiihrt mit Satz auf die gewohnliche Differentialgleichung %T (t, k) =

—c||k|]?T(t, k) mit Losung T'(t,k) = T(0,k)e kI’ Nach Beispiel gilt

N 2|2
e~k = f(k) fir f(z) = ﬁe* . Aus dem Faltungssatz folgt dann
T(t,k) = G 1)% (T(ﬁ* f)(k), so daB die Riicktransformation auf folgende

Losung der Warmeleitungsgleichung fiihrt:

1 1
P(T0.) D) = Gy

2
_llz—ull

/dyT(O,y)e Tor 4
Rn

T(t,x) =
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Eine weitere Folgerung von Umkehrformel und Fubini ist:

Satz 28.12 (Plancherel) Sei f € L2(R") N LY(R™), dann ist F(f) € L*(R"),
und es gilt || fll2 = |F(f)ll2- Insbesondere folgt (f,g)2 = (f, g)2.

Beweis. Sei f zunichst so, dafl f integrierbar ist und bezeichne g := ? Dann ist
(z,k) — f(x)g(k)e " iiber R*" integrierbar, und nach Fubini und Umkehrfor-
mel gilt

1

= /R% d(z, k) f(z)g(k)e %)

(2m)
— (2;)3 /nd:c f(a:)/ndk f(k)eika) = / dz |f(x)|”
— (271)% /Rn dk %/Rn dr f(z)e ) = /n dk ‘JE(/’{:)‘2 .

Nach Approximation folgt die Aussage fiir alle f. Die Identitat fiir das Skalar-
produkt folgt aus den Polarisationsformeln und der Linearitdt von F. U

29 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

Wir haben bisher die Methoden entwickelt, um Funktionen iiber Teilmengen
A C R" zu integrieren und z.B. Volumina solcher Teilmengen zu berechnen.
Wir konnen damit aber noch nicht die Oberfléiche des Randes von A berechnen.
Die dazu notwendigen Ideen sollen nun kurz vorgestellt werden, wobei wir aus
Zeitgriinden keine Beweise angeben kénnen. Wir erinnern an die folgende Cha-
rakterisierung von Untermannigfaltigkeiten, die wir in Satz fiir die Richtung
(=) bewiesen hatten:

Satz 29.1 Eine Teilmenge M C R™* ist genau dann eine n-dimensionale dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem Punkt a € M eine of-
fene Umgebung V- C M, eine offene Umgebung T C R™ und eine Immersion
¢ : T — R gibt, so daf T durch ¢ homdomorph auf V abgebildet wird.

Bemerkungen. Zur Erinnerung: Immersion bedeutet, dafl ¢ differenzierbar ist mit
rang(Do)(t) = n fir alle t € T..

Insbesondere gibt es eine Uberdeckung einer Untermannigfaltigkeit durch of-
fene Mengen V;. Dann heifit (V;, ¢;) mit ¢; : T; — V; eine lokale Karte von M. Fiir
Vij := ViNV; # @ gibt es zwei Homdomorphismen ¢; ' : Vi; — ¢ (Vi;) € T; C R
und ¢;1 :Vij — ¢;1(Vij) C T; C R™. Uber die Konstruktion von ¢ im Beweis
von Satz 0.0l zeigt man, dafl 7;; := gbj_l oy (Viy) — gbj_l(l/;j) sogar ein Diffeo-

morphismus ist zwischen Teilmengen des R™. Man sagt, die Kartenwechsel sind
Diffeomorphismen.
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Die Integration einer Funktion f iiber die Teilmenge V' C M wird
nun iiber einen analogen Transformationssatz durch Integration der Funktion
“| det D@|” (f o ¢) iiber T erkléart. Das Problem dabei ist, daf die Determinante
der rechteckigen Matrix D¢ so nicht existiert. Man zeigt, daf3

“Idet Dg|” := /det((D¢)" - (D¢))

die richtigen Eigenschaften hat. Dabei ist (D¢)'(D¢) punktweise eine n X n-
Matrix. Entsprechend definiert man das Integral einer Funktion f iiber eine Karte

(V,¢) von M mit ¢(T) =V zu

/ ds f(z) = / du \/det((Do)!(u) - (Do)(u)) f((u)) . (*)
(Vi) T

Die Idee ist wieder zu beweisen, dafl das durch die n Vektoren a4, ..., a, C R"**
aufgespannte Parallelotop das Volumen y/det(A?- A) hat, wobei a; die Spalten
von A € M((n+k) xn,R) sind. Dann identifiziert man das Parallelotop mit dem
Bild des n-dimensionalen Einheitswiirfels im R"**, dessen letzte & Komponenten
identisch Null sind, unter einer affinen Transformation. Durch analoge Konver-
genzbetrachtungen wie im Transformationssatz beweist man, daf§ durch (*) das
Integral einer Funktion iiber V' C M sinnvoll definiert ist.

Beispiel 29.2 (Oberfliche der dreidimensionalen Kugel) Es sei
M = {<x17'x27x3) c R?) : ,’L‘% -+ x‘% + xg — RQ}

die Oberflache der dreidimensionalen Kugel vom Radius R. Mittels Polarkoordi-
naten gewinnen wir die folgende Abbildung ¢ : |0, 27[ x |0,7[ = V C M:

1 R cos psind
zo | = d(p, V) := | Rsinpsind
x3 Rcosv

Das offene Rechteck T := ]0,27[ x |0, 7| wird durch ¢ homéomorph auf die
Teilmenge V := M\ N abgebildet, d.h. aus der Kugeloberfliche wird der Halbkreis
N = {(21,29,723) €ER® : 23, =0, z; >0, 22 + 25 = R?} herausgeschnitten.
Dann ist

—Rsinpsind R cos cosv
(Do) (e, V) = Rcospsinyd  Rsingcosd |
0 —Rsinv

Doy (e.0)- Dee.) = TH R )

so dal3 wir erhalten:
2 T
/ ds f(x) = RQ/ dap/ dY sind f(o(p,0)) .
(V,9) 0 0
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Der Halbkreis N ist eine Nullmenge. Man kann wieder zeigen, dafi Nullmengen
fiir die Integrationstheorie ignoriert werden koénnen. Also stimmt das Integral
mit dem Integral iiber ganz M iiberein. Insbesondere erhalten wir fiir f = 1 die

Oberflache der zweidimensionalen Sphére vom Radius R zu dS =4rR?. <
M

Eine wichige Konsequenz des Transformationssatzes ist, dal (*) unabhéngig
von der Wahl der Karte ist. Gibt es zu V' zwei Karten (V,¢;1) und (V, ¢2) mit
Immersionen ¢; : T; — R"* so daBl ¢; : T, — V; Homdomorphismen sind, so

gilt / ds f(x) = / dS f(z). Zum Beweis verwendet man, dafl ¢y o ¢, " :
(Vié1) (Vi2)

T1 — T5 ein Diffeomorphismus ist und den entsprechenden Transformationssatz,
der | det D(¢5 0 ¢71)| beinhaltet.

Das nutzt man aus, um Integrationen iiber Untermannigfaltigkeiten zu definie-
ren, die aus mehreren Karten zusammengesetzt werden miissen. Wir betrachten
nur den einfachsten Fall, daf es endlich viele Karten (V1, ¢1), ..., (V,, ¢,) gibt, die
M = V1U- - -UV, iiberdecken. Dann kann man immer eine Familie von Funktionen
«; : M — R konstruieren mit

e supp(a;) CV;
o X" a;(z)=1firallex € M.

Eine solche Familie heifit Zerleqgung der Eins. Mittels Zerlegung der Eins erhalten
wir:

| as f<x>:g | as f<x>ai<x>=g /V 45 (fou) ()

-y /T o, DB DA (o))

Die Eigenschaften der Zerlegung der Eins garantieren, dafl diese Definition un-
abhingig von der Wahl der Uberdeckung und der o; ist. Die Konstruktion ver-
allgemeinert sich sogar auf abzéhlbar viele Karten, wenn sich jeweils nur endlich
viele schneiden und | fa;| integrierbar ist:

Definition 29.3 Essei M C R"** eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, aus-
gestattet mit einem Atlas lokaler Karten (V;, ¢;) entsprechend Satz P91l so daB
M = J;Z, Vi und jeder Punkt « € M nur in endlich vielen V; enthalten ist.

Eine auf M definierte Funktion f heiBt iber M integrierbar, wenn es eine dem
Atlas (V;, ¢;)ien untergeordnete Zerlegung der Eins («;);en gibt, so daB

i) Jede Funktion fa; ist iiber V; (damit iiber M) integrierbar

)> [ ds|(fad) <.

i=0 Y (Vi,ds)
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Dann ist das Integral von f iiber M (unabhiangig von der Zerlegung der Eins) definiert
durch

/MdS f(x) = Z /T du; \/det((Dgy) (u;) - (Dy)(us)) (four)(¢ius)) -

Wir sehen uns noch einige interessante Integrale iiber Karten an:

Beispiel 29.4 (Integrale lings Kurven) Es sei I C R” ein offenes Intervall
und ¢ : I — R" eine differenzierbare Kurve. Unter der Annahme (Dc)(t) =
d(t) # 0 handelt es sich um eine Immersion, d.h. ¢ spielt die Rolle von ¢ in
Definition Sei f jetzt eine Funktion auf der Spur I' := ¢(/), dann ist das
Kurvenintegral gegeben durch

/F as f(x) = / at [l (8)] Felt))

Insbesondere ist L(c) = /dS = /dt ¢ (t)]] die Bogenlénge. N
r I

Die Berechnung von Determinanten des Typs det(A’- A) mit A € M ((n+k) x
n,R) kann fiir groflie n, k sehr umsténdlich werden. Hier hilft das Determinanten-
Multiplikationstheorem (Binet-Cauchy-Theorem) entscheidend weiter:

Satz 29.5 (Binet-Cauchy) Es seien A = (ay,...,a,4k) € M((n+k) x n,R)
und B = (by,...,bh1x) € M((n+k) x n,R) zwei rechteckige Matrizen, gebildet
aus den Zeilenvektoren a;,b; € R™. Firl < m; < mg < --- < m, < n-+k
seien quadratische Matrizen A™™2 = (G, gy - - -5 Q) € M(n X n, R)
und B™ ™2 = (b by ooy b, ) € M(nox n, R) definiert. Dann gilt

det(A"-B)= > (detA™") . (det BT
1<my<ma--<mn<n+k

Die Summe lduft tiber die ("Zk) = % verschiedenen Mdglichkeiten, n der n+k

Zetlen der Matrizen auszuwdhlen.

Ein Beweis findet sich z.B. in G. Fischer: Lineare Algebra, Kapitel 3.3.

Beispiel 29.6 Es sei T C R” offen und die Hohenfunktion A : T' — R diffe-
renzierbar. Dann ist die Abbildung ¢ : T — R"™ mit ¢(u) := (u, h(u)) eine
Immersion. Zur Berechnung von Integralen iiber den Graphen I' := ¢(T') C R**!
benétigen wir die Determinante der Matrix G(u) = (D¢)!(u) - (D¢)(u). Dabei ist
E,
(Dg)(u) = ( (grad h)(u)
wird. Dann gilt mit den Bezeichnungen aus Satz

), wenn (grad h)(u) € R™ als Zeilenvektor betrachtet
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und damit det(D¢)!(u) - (D¢)(u) = 1 + ||(grad h)(u)||*>. Somit erhalten wir das
Integral einer Funktion f iiber den Graph I' := ¢(T') C R™*! (Hohenfiche) zu

/FdS () Z/Tdu V1+ [[(grad h) ()2 f(u, h(w)) .

Wir berechnen auf diese Weise noch einmal die Oberflache der Halbkugel H K.
Dazusei T := {(z,y) € R? : 2?+y? < R?} und h(z,y) := \/R? — 22 — y2. Dann
ist HK := (z,y, h(z,y)) C R?, und wir erhalten

ve(HK) = s = / x y i
HK

Das Integral 16sen wir in Polarkoordinaten x = 7 cos ¢, y = rsin . Mit Satz
erhalten wir

R 21 us
1 r=Rsin .
U2<HK):/ d'r’r/ dp —— s t27TR2/2dt sint =2rR?. <«
0 0 /1 — 2 0
R2

Beispiel 29.7 (Rotationsfliichen im R?) Sei I C R offen und die Radiusfunk-
tion r : I — R, differenzierbar. Sei M := {(x,y,2) € R3 : 2 €1, 2* +9y* =
(r(z))?} die Rotationsfliiche. Dann ist die Abbildung

¢: Ix]0,2n[ - M\ N, P(p,2) == (r(z) cos g, 7(z)sinp, 2)

eine Immersion, wobei der Nullmeridian N = {(z,y,2) € R®* : z €1, y =
0, 22 = (r(2))?} herausgeschnitten ist. Wir erhalten

r'(z)cosp —r(z)siny
(Do) (z,¢) = T'(Z)lsinw 7’(2)80890

und damit (det(Dg)! - (D¢))(z,¢) = 7(2)*(1 + (r'(2))?). Da N eine Nullmenge

ist, erhalten wir das Integral einer Funktion f iiber die Rotationsflache zu

/ ds f(z /dz/ do r(2)\/1+ (r'(2))2 f(r(2) cos p, r(z)sing, 2) .

Fir I =]—R, R[ und r(z) = v R? — 22 erhalten wir die Oberfldche der dreidi-
mensionalen Kugel M = {(z,y,y) € R® : 22 +y*+ 22 = R?} zu

R

z 2
*RQ—%) ™ /_R Z s

R
'UQ(M):/dS:27T/ dz VR? — 22 1+(
M -R

N
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30 Der Gaufische Integralsatz

Wir betrachten jetzt (differenzierbare) Hyperflichen im R"™, d.h. (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C R". Lokal auf einer Teilmenge
U C M ist der Normalenvektorraum N,(U) ein eindimensionaler Untervektor-
raum des R", gegeben durch Vielfache des Gradienten der Funktion f : U — R",
die die Untermannigfaltigkeit beschreibt.

Definition 30.1 Ein Einheitsnormalenfeld auf einer Hyperflaiche M C R"™ ist ein
stetiges Vektorfeld v : M — R"”, so daB in jedem Punkt x € M gilt

i) v(x) steht senkrecht auf dem Tangentialraum T, (M)

i) [lv(@)]l =1

Eine differenzierbare Hyperflache heit orientierbar, wenn es auf ihr ein Einheits-
normalenfeld gibt. Ein Paar (M, r) mit festgelegtem Einheitsnormalenfeld v heiBt
orientierte Hyperflache.

Entweder es existieren zwei Einheitsnormalenfelder v und —v, oder gar keines.
Lokal in jeder Karte (V,¢) von M existiert immer ein Einheitsnormalenfeld
v= ngg §II . Beim Zusammensetzen der Karten zu einer Uberdeckung von M kann
es aber das Problem geben, daf§ auf dem Durchschnitt V; NV sich die Einheits-
normalenfelder der Karten um das Vorzeichen unterscheiden. Das Md&biusband

ist ein Beispiel fiir eine nichtorientierbare Hyperflache.

Definition 30.2 Es sei (M, v) eine orientierte differenzierbare Hyperflache im R”.
Ein Vektorfeld F' : M — R™ heiBt integrierbar iiber M, wenn die Funktion (F,v)
iber M integrierbar ist. In diesem Fall setzt man

/<M,y) dS F(z) ::/Mds (F(z), () .

Zur Formulierung des Gauflschen Integralsatzes benotigen wir den Begriff des
C!-Polyeders:

Definition 30.3 Essei G C R" eine kompakte Teilmenge und OG der Rand von G.
Ein Randpunkt x € OG heiBt reguldrer Randpunkt, wenn es eine Umgebung U C R"
von z und eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R gibt mit (grad f)(y) # 0
firalleye Uund GNU ={y €U : f(u) <0}. Jeder nicht reguldre Randpunkt
von OG heiBt singuldar. Die Menge der reguldaren Randpunkte heiBt reguldrer Rand
0,.G. Die Menge der singuldren Randpunkte heiBt singuldrer Rand 0,G. Die Menge
G heiBt C'-Polyeder, wenn 9,G eine n — 1-dimensionale Nullmenge ist.

Die Definition besagt, dafl der regulire Rand eine (n—1)-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit (Hyperfliche) ist. Singuldre Randpunkte sind z.B. die Ecken
und Kanten eines Quaders. Diese diirfen wir nicht ausschlieen, da der Beweis
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des GauBschen Integralsatzes auf den Fall der Quader zuriickgefiithrt wird. Da es
fiir 0.G “innen” und “auflen” gibt, ist 0,G orientierbar. Das duflere Einheitsnor-
malenfeld ist dann dadurch ausgezeichnet, dafl es fiir jeden Punkt x € 0G C R"
ein € > 0 gibt, so dafl x + tv(z) ¢ G fiir alle t €]0, €].

In Vorbereitung des Gauflschen Integralsatzes sei an die Divergenz eines Vek-
torfeldes F' auf einer offenen Teilmenge U C R™ erinnert: Ist F' = (F}, ..., F,) mit
differenzierbaren Funktionen F; : U — R, dann ist die Divergenz des Vektorfeldes
die Funktion (divF) = 01 Fy + -+ - + 0, F,.

Theorem 30.4 (GauB3) Es sei G C R" ein C'-Polyeder, und 0,G sei durch das
duflere Einheitsnormalenfeld orientiert. Sei F': U — R™ ein stetig differenzierba-
res Vektorfeld auf einer offenen Teilmenge U C R™ mit G C U. Ist die Divergenz
des Vektorfeldes div F iiber G C U integrierbar und das Vektorfeld F' iber den
requldren Rand 0.G integrierbar, dann gilt

/Gdy (divF)(y):/erE F(x):/TGdS v, F(z)) .

Der entscheidende Schritt im Beweis ist die Betrachtung der Situation fiir
einen kompakten achsenparallelen Quader, der offenbar ein C!-Polyeder ist.

Lemma 30.5 FEs sei Q C R"™ ein offener Quader und F = (Fy, ..., F,) ein stetig
differenzierbares Vektorfeld auf einer Umgebung U von Q). Dann gilt

/Q dy (div F)(y) = / dS F(z)

oQ
Beweis. Es sei v = (vy,...,v,) das duflere Einheitsnormalenfeld auf 0Q). Wegen
Linearitdt der Integrale geniigt es zu zeigen, daf fiir jede auf U stetig differen-
zierbare Funktion f und jede Komponente i = 1,...,n gilt

/Q ay (00w = [ )@

Durch Umnumerierung der Richtungen kénnen wir ¢ = n annehmen. Dann ist
Q = Q' x]a,b[, wobei Q" C R"! wieder ein offener Quader ist. Entsprechend sei
y = (v, 2z) die Parametrisierung mit 3y’ € R"! und z € R. Der reguliire Rand
von () ist

0,Q = ((Q)7 x{a}) U (@) x {b}) U (0,Q"x ]a,b[) ,

wobei (Q)')° das offene Innere von @)’ ist. Fiir die n-te Komponente v,, des d&ufleren
Einheitsnormalenfeldes auf dem reguldren Rand gilt dann

1 auf (Q')° x {b}
vp(x) =< —1 auf (Q)° x {a}
0 auf 0Q'x ]a,b]
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Also ist die Funktion fv,, nur iiber die Randflachen (Q')° x {b} und (Q’)° x {a}

zu integrieren. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

/TQ dz (v f)(z) = /(Q,)O dy' f(y',b) — /(Q,)o dy' f(y/,a)
B /(Q/)o dy,/ab dz (0. )Y, 2) = /Qd(y’, 2) ()Y, 2). O

Der GauBlsche Integralsatz ist Spezialfall des Integralsatzes von Stokes. Dieser
wird in der Sprache der Differentialformen formuliert, die wir in Definition
eingefiihrt hatten. Eine k-Form w®) € QF(R™) 148t sich iiber k-dimensionale
Untermannigfaltigkeiten im R™ integrieren. Zunichst definiert man fiir w™ €
O"(R™) das Integral iiber G C R™ als

/ wia, pdxy Ndxog A -+ ANdx, = / w12, nd(T1, To,y ..., Ty)
G G

Uber die Kartenabbildungen ¢ : T — V' C M lassen sich k-Formen w® € QF(R")
iiber k-dimensionale Untermannigfaltigkeiten M C R" integrieren. Dann gilt:

Satz 30.6 (Stokes) Sei M C R™ eine k-dimensionale orientierte Untermannig-
faltigkeit, deren Rand OM eine (k — 1)-dimensionale orientierte Untermannigfal-
tigkeit ist. Dann gilt fiir w1 € QF(R™)

/ dw(k_l):/ w1
M oM

Symbolisch schreibt man (M, dw) = (O0M,w), d.h. Differential d und Rand 0 sind
zueinander adjungiert beziiglich der durch das Integral gegebenen Linearform.
Der Gaufische Integralsatz ist nun ein Spezalfall des Stokesschen. Unter Ver-

wendung der im Anschlul an Definition [40 eingefiithrten Isomorphismen g
kénnen wir ein Vektorfeld F als eine (n — 1)-Form w™™Y = o, ;(F) € Q""1(R")
auffassen. Wir hatten div F' = o, !(d(0,_1F)) eingefiihrt, also ist

[ ot = [ outdivF) = [(@ivF)aa - nd,
G G

Andererseits sehen wir uns / W = / 0n—1(F') in kartesischen Basen an. Mit

le
F = fie; wird 9,-1(f1e1) = fidxa A -+ Ndx, = (v, fie1)dxs A -+ - A dx,, denn e;
ist gerade der Normalenvektor v zur Hyperebene mit konstanter 1. Komponente.
Summation iiber alle Richtungen liefert damit

/ac,”("_l) = /a on(F) = /a _dS(nF).
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Der Stokessche Integralsatz wird vor allem in hoherer Kodimension wichtig.
Im R3 hatten wir die Rotation eines Vektorfeldes F erklirt als das Vektorfeld
rot F' = 0, (do1(F)), also gy(rot F) = do1(F). Der Satz von Stokes liefert deshalb
fiir eine zweidimensionale Mannigfaltigkeit M C R3 mit Rand OM:

[ aswronry = [ morr) = [ dar) = [ o).

Das letzte Integral ist genau das Kurvenintegral der 1-Form ¢, (F") ldngs der Kurve
OM , deren Umlaufsinn durch die Wahl von v entsprechend der rechten Hand zu
wiahlen ist.

Wir sehen uns einige Anwendungen des Gauflschen Integralsatzes an.

Beispiel 30.7 (Oberfliche der Einheitssphire)

Es sei G = K, := {z € R* : ||z|| < 1} die n-dimensionale Einheitskugel und
S1:=9G = {x € R" : ||z|| = 1} die (n—1)-dimensionale Sphére. Wir betrach-
ten das Vektorfeld F' = « mit (div F')(z) = n. Das duBere Einheitsnormalenfeld
auf S"!ist v(z) = z. Dann gilt

/ dx(divF)(x):n/ dx :n/@n:/ dS(:p,x):/ s =:w, .
n n Sn—1 Sn—1

Die Oberfliche der S™! ist also v,_1(S"!) =: w, = nk, = I%?(T_f) 4
2

Beispiel 30.8 Es sei G C R" ein C!'-Polyeder, a € R" \ G ein Punkt und
r—a

F(z) := ——. Wir beweisen
|l — all
foBro={. weld 3
Zunéchst gilt fir x # a
(div F)(z) = (z — a, grad — a||"> + ”nle( a)
= (&~ o, =g emap) + e = 0

Ist a ¢ G, dann liefert der Gauflsche Integralsatz sofort die Behauptung (*).

Ist andererseits a € G, dann gibt es wegen a ¢ 0G eine offene Kugel K, (a) C
G. Damn ist G, := G\ K,(a) wieder ein C!-Polyeder, und (div F)(y) = 0 fiir
alle y € G,. Es gilt 0,G, = 0,G U JK,(a). Das &uflere Einheitsnormalenfeld v
auf 0K, (a) aus Sicht von G, ist das innere Einheitsnormalenfeld aus Sicht von

K (a), so daB gilt v(z) = —p=0r = —1(z — a). Das ergibt (v(z), F(z)) = —=
fiir alle z € K,(r) und damit
. , 1
/ dSF(:c):—/ 8 F(z) = _1/ ds = w, .
Ne! 9K (a) " Jok, (a)
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Die Gleichung (*) verallgemeinert sich auf Linearkombinationen von Vektor-
feldern F. Sei G C R? ein C!-Polyeder und seien ¢, . . ., g, die Punktladungen in
den Punkten ay,...,a; € R*\ G, dann ist nach dem Coulombschen Gesetz die
elektrische Feldstérke in einem Punkt x # a; gegeben durch

k
B praaL
:4|W—%W'

Der Fluf3 des elektrischen Feldstéirke durch die Oberfliche OG ist dann gleich der
Gesamtladung in G-

ds i
/aG E(x Z qi <

{i: a,€G}

Definition 30.9 Sei U C R” offen. Eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f
auf U heiBt harmonisch, wenn (Af)(z) =0 fiir alle x € U.

Die Newtonschen Potentiale N, : (R™\ {a}) — R mit
1 1

Na(l‘) = _(n—2)wn ”SL’—CLH”*Q

_l _ f.. — 2
o n |z — all ur n

flirn > 2

sind auf R\ {a} harmonisch, denn mit r := ||z — a|| > 0 gilt (n > 3)

AL = div(grad—;) = le((2 n) z= 4) = (2 — n)div (=25

rn=1 " p

)=0

ll— a||2

nach Beispiel BLY. Wir zeigen nun, dafi die Verallgemeinerung des Coulombschen
Gesetzes auf kontinuierliche Ladungsdichten die Poisson-Gleichung 16st:

Satz 30.10 Sei Q) C R" offen und beschrinkt und p € C'()NC* () mit p(x) = 0
fir x € R\ Q. Firxz € R™ sei

wm:ﬁwmmmw

Dann ist ¢ : R* — R zweimal stetig differenzierbar, und ¢ lost die Poisson-
Gleichung A¢ = p.

Beweis. (fiir n > 3) Formal gilt

@m@=4@@mmm@=iéwfiﬂmw

Wn Iz =yl

Fiir = ¢  existiert das Integral ohne Probleme. Fiir z € Q teilen wir Q auf in
die abgeschlossene Kugel K .(x) und den Rest. Nach Voraussetzung ist p stetig
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und beschrinkt, und nach Ubergang zu Polarkoordinaten in K, (x) folgt die Inte-
grierbarkeit von ”(;C:;/I)I; p(y). Der Satz von Lebesgue sichert dann die Korrektheit
der formalen Losung.

Da p stetig differenzierbar ist, gilt nach Vertauschen von x,y

@:0)@) =~ [ dy ON)w) o0

Q

_ / dy (BN ) (y) + / dy N, (y)(0p) ()
Q

Q

Wir identifizieren 0;(N,.(.)p) = div(N,(.)pe;) und erhalten iiber den Gaufischen
Integralsatz

(01 6)(x) = /a dS v, (a)ola) + / dy Ny(x)a%(p(y) (@)

Nochmalige partielle Ableitung ergibt

@0:0)(a) = - |

orQd

0

43 vi(D:N,) () ply) + / dy (ON,) ()5 (ply) = p(a)

Q

_ / dS vi(0:N,) (1)p(y)
orQ2

d (ON,(y) 9*N,(y)
—/Qdy 8%( 9 (p(y)—p(w))) +/dy m(ﬂ(y)—p(x))

Q

_ N, (y)
= oto) [ as o)+ [y G0 o) ~ pte)

wobei im letzten Schritt wieder der Gauflsche Integralsatz benutzt wurde. Nach
Summation iiber ¢ entsteht

(B6)0) = pla) [ S trrad Now) + [ dy AN (0(0) — p0)

0rQ2

Nach Beispiel BILY gilt / dS (v, grad, N (y)) = L fir € ) . Im Q-Integral

0,0 1 0 firxé¢gQ
ist Ay N, (y) = 0 fiir x # y, so daB wir das Integral auf K (x) beschrianken diirfen.
Dann gilt mit [|p(y) — p(z)| < M|z —y| und |lo —y[| =r

‘/m(x) dy (AyN.(y)) (p(y) —p(x)))

M T / »* 1
c M gL
(n = 2)wy, ; K.(0) Oy rn==

M < 1 iYi
M dy( nyiy

r

M o y;
rsn > [ g
Wn <= JK(0) Ay; "

)'r:(n—l—l)Me.

IA

T_n + rn+2

Wn 7 JE(0)
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Fiir e — 0 folgt die Behauptung (A¢)(z) = p(z). O

Dabei kann man sich p als Ladungsdichte vorstellen und ¢ als elektrisches Potenti-
al. Auf diese Weise findet man das Coulombsche Gesetz als Losung der statischen
Maxwellschen Gleichungen. Die Losung ¢ der Poisson-Gleichung kann nicht ein-
deutig sein: ¢ + h mit h harmonisch ist ebenfalls eine Losung. Die Eindeutigkeit
kann durch Randbedingungen erzwungen werden.

Satz 30.11 (Greensche Formeln) Sei G C R" ein C*-Polyeder und f, g 2wei-
mal stetig differenzierbare Funktionen auf einer offenen Umgebung von G. Dann
qgilt

/Gdy (grad f,grad g)(y) =/

oG

/Gdy (ng—gAf)(y)Z/ dS (f Dvg — gDy f)(z),

oG

a5 (f Dyg) () — /G dy (f Ag)(y)

wobei D, f = (v, grad f) die Richtungsableitung in die duflere Normalenrichtung
15t.

Beweis. Man wendet den Gauflschen Integralsatz auf das Vektorfeld F' = f grad g
an und benutzt die Leibnizregel div F' = (gradf, grad g) + fAg. O

Satz 30.12 FEs sei 2 C R"™ eine offene und beschrankte Teilmenge, fiir die der
Gaupsche Integralsatz gilt, und v : 9Q — R™ sei das duflere Einheitsnormalenfeld.
Eine Funktion h € C*(Q) NC(Q) sei harmonisch, Ah = 0 in Q. Dann gilt:

i) / dS (grad h,v) =0  (Gaufscher Integralsatz)
o9

ii) Ist zu a € Q die Kugel K,.(a) C 2, dann gilt
h(a) = dS h(z) (Mittelwertsatz)

—1
WnT" " JoKk,(a)

iii) Ist Q zusammenhdngend und nimmt h ihr Mazimum oder Minimum auf
Q im Inneren Q an, so ist h auf Q konstant (Maximumprinzip).

iv) Erfillen hy,hy die Voraussetzungen gnd ist hy = ho auf 02 mit Q zu-
sammenhdngend, so gilt hy = hy auf €).

Beweis. ii) (fir n > 2) Sei G := K,(a) \ K,(a) die Kugelschale mit innerem
Radius p und duBlerem Radius r» > p, und sei S, := 0K, (a) und S, := 0K ,(a).
Dann sind h, N, harmonisch auf GG, so dafi nach der 2. Greenschen Formel gilt

/ dS (hD,N, — N,D,h)(z) = / dS (hD,N, — N.D,h)(z) .

Dabei ist v jeweils das &duflere Einheitsnormalenfeld auf den Sphéren. Die

1. Greensche Formel fir G = Kg(a) sowie f +— 1 und g — h liefert
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fSR dS (D,h)(z) = 0 fir R = p und R = r. Da N, auf Sk konstant ist, folgt
/ dS (hD,N,)(z) = / dS (hD,N,)(z). Fir alle x € Sg gilt (D,N,)(z) =
Sr

Sp

1 L = L und damit

wn Je—al]"=T T wpRPL

1 1
dS h(x) = dS h(x) .
s [, 490w = iy [ asae)

Fiir p — 0 folgt aus der Stetigkeit von h die Behauptung.

iii) Sei M := max, g h(z) und F :={x € Q : h(zx) = M} C Q. Wir zeigen,
F ist offen und abgeschlossen. Das heifit /' = Q) (dann ist h konstant) oder F' = &
(dann nimmt A das Maximum auf dem Rand an).

Sei F' # @ und (xy)gen eine Folge von Punkten zp € F, die gegen z € Q
konvergiert. Dann ist h(zy) = M fir alle £ und wegen der Stetigkeit von A folgt
h(z) = limy_, h(xy) = M, also ist F' abgeschlossen.

Sei z € F und r > 0 derart, dafl K,(z) C Q. Dann folgt aus dem Mittel-
wertsatz h(y) = M fir alle y € 0K, (x), denn wére h(y) < M — e fiir ein € > 0,
dann folgt aus der stetigen Differenzierbarkeit von h die Existenz einer Teilmenge
V C 0K, (x) mit Volumen > § > 0, auf der h(y) < M — ¢/2 gilt. Nach ii) wére
dann auch h(z) < M, Widerspruch. Also gibt es zu jedem x € F' auch eine Kugel
K,.(z) C F, damit ist F offen. Die Aussagen fiir das Minimum ergeben sich mit
h+— —h.

iv) Mit hy, hy ist auch h := h; — hy harmonisch mit A = 0 auf 0€2. Dann ist
h = 0 auf Q nach iii). O

Eine wichtige Anwendung betrifft das Dirichlet-Problem

(A¢)(z) = p(x) fir alle z € o(y) = [ fir alle y € 00

mit vorgegebenen Ladungsdichten p und Randwerten f. Nach Satz gibt es
hochstens eine Losung des Dirichlet-Problems.

Satz 30.13 (Sektorformel von Leibniz) Es seic: [, 5] — R? eine differen-
zierbare regulire Kurve und S. := {s-c(t) : s € [0,1], t € [a, 5]} der von c
gebildete Sektor. Dann ist mit c(t) = (x(t),y(t)) der Flicheninhalt des Sektors
gegeben durch

B
0(S) = 5 / (—yda + wdy) = ¢ / dt (— y(B)2' (1) + 2(t)y (1) -

Beweis. Der Tangentialvektor an ¢ in ¢ ist (2/(¢),4/(t)). Damit ist v =

(“y;(g?”,_l;g(g?”) mit [Je(t)] = /@ ))2+ (@(E)? ein Einheitsnormalenvektor
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an den von c gebildeten Rand von S.. Wird ¢ im positiven Sinn durchlau-
fen, dann ist v der &uflere Einheitsnormalenvektor. Betrachte das Vektorfeld
F=id:R?* - R? d.h. F(x,y) = (z,y). Nach Beispiel gilt

B B
/ ds (F.v) = / dt (| (&) | (F(e(t)), v) = / at (a(t)y'(t) — y(O)a'(1)) -
c([a,8]) a o

Auf den Radien sc(a) und se(f), mit s € [0,1] ist F' tangential gerichtet, somit
(F,v) = 0. Andererseits ist div(F) = 2 und damit [, dy (div F)(y) = 2v2(G).
Der Gaufische Integralsatz liefert die Behauptung. O

Beispiel 30.14 Sei ¢(t) = (x(t),y(t)) mit x = rcost und y = rsint ein Kreis-
bogen, dann ist

2 8 ya
() = 5 [t ne oty = T2
Der Vollkreis 3 — o = 27 hat die Fliche 7r? )

Als weitere Anwendung leiten wir die Keplerschen Gesetze aus dem Newton-
schen Gravitationsgesetz

o M)
SAOTE

her. Dabei ist M fiir alle Planeten der gleiche Wert. Wir benétigen das Vektor-
produkt von Vektoren a = (a1, as, az) und b = (by, by, b3):

(CL X b)l = a263 — CL3b2 R (CL X b)g = a3b1 — a163 R (CL X b)3 = CL1b2 — a261 .

Dann gilt a x b = —b X a, insbesondere a x a = 0. Weiter gilt die Graimann-
Identitét a x (b x ¢) = b(a, ¢) — c{a, b) sowie (a,b x ¢) = det(a,b,c) = (b,c x a) =
(c,a x b) (Spatprodukt).

Der Drehimpuls J = x x 2’ ist eine Erhaltungsgrofie:

J=xxa"+2 x2 = rxzr=0.

l]®

Weiter sei A := ﬁJ x x' + ﬁ der Lenz-Runge-Vektor. Er ist ebenfalls eine
Erhaltungsgrofle:

1 * x{x, 1) 1
A= —Jxa'+ _ ’ = (-(xx:p’)x:p+x’<x,x>—x<x,x'>>=0
M [ 1 A [

wegen der Grafmann-Identitét. Die Gleichung (x, J) = 0 (Spatprodukt) besagt,
dafl der Bahnvektor x in einer Ebene E senkrecht zum konstanten Drehimpuls-
vektor J liegt. Dann ist auch A 1 J, d.h. A,z liegen in E. Somit gilt

1 1 2
(A, 2) = Azl cos 6 = = (I, a) ] = - (axal, )] = —12
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Ist A =0, soist r:=|z| = ”JM”2 = const, die Bahn also ein Kreis. Ansonsten
folgt
p 1711
“Tcemg: ML P=T3
Das ist die Darstellung eines Kegelschnittes in Polarkoordinaten (r(¢), ¢) mit
Brennpunkt » = 0. Somit folgt:

r

Die Bahnen der Planeten sind ebene Kegelschnitte, in deren einen Brennpunkt
die Sonne steht.

Sei J = ||J|les und © = z1e; + x9eq, dann ist ||J|| = z12), — xoz. Nach der
Sektorformel von Leibniz gilt

to to
111Gk — 1) = / at |7 = / 0t (212 — 27)) = 205(Siy ) -

t1 t1
wobei Sy, 4, der Sektor unter der Bahnkurve zwischen ¢, ¢, ist. Somit gilt:

Der Radiusvektor Sonne-Planet tiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Fldichen.

Fiir 0 < € < 1 ist die Bahn eine geschlossene Ellipse. Ist T" die Umlaufzeit,
dann ist F' = w die Flache der Ellipse. Andererseits ist

2 r(¢) 2m 1 P 2 7Tp2
F= d / d :/ do— = .
/0 ¢ 0 P 0 ¢2<1—ecos¢> (1_62)%

Das Integral kann iiber den Residuensatz berechnet werden:

2n 1 1 1
/ dp————= = 27 reS, c K, (0 (— )
o (L= ecoso)? IR ER L

= 271‘1"8820:@ <(2z _ 62152 + 1))2>
=2 (G o)

z=2z0

4z 4
:2”<(ez_1_m)2) _
4 8z€ )

:2”<<ez_1_m>2 T a1 visay

B 2m
(V1—e2)3
Die groBe Halbachse a der Ellipse ist definiert durch 2a := r(0) + r(7) = £ +

2117112 . . J||* 3
L = 125 = 2 Somit gilt: || J|T = 2wﬁ = 2| J|az.

2=20

Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich zueinander wie
die dritten Potenzen der grofsen Halbachsen ihrer Bahnen.
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