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Aufgabe 1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit Kriimmungs-
tensor R, v : [0,1] — M eine Geodétische. Fiir offenes U C R? mit (0,0) C U
heifit die glatte Abbildung « : [0,1] x U eine 2-Parameter-Variation mit fe-
sten Endpunkten von +, falls a(s,0,0) = ~v(s) fir alle s € [0, 1] und zusétzlich
a(0,u1,us) = p und a(l,uy,uz) = q fest. Schreibe
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Zeigen Sie folgende Variationsformel fiir die Energie E, : U — R, (u1,us2) —
E(a(-, u1, u2)):
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(0,0) = — / g(Wa, W/ + R(v, W)/ )ds
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Aufgabe 2. (Notation wie in Aufgabe 1)

a) Es sei
Voy :={V | V glattes Vektorfeld langs v,V (0) =0,V (1) = 0}

Definiere folgendermassen eine Abbildung E,. : Voy x Voy — R: Fiir
Wi, Ws € Vyy wiahle eine beliebige 2-Parameter-Variation a von v mit
festen Endpunkten und g—i(s,0,0) = Wl(s),ad—u‘z(&0,0) = Wa(s) und
setze 52
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Zeigen Sie: F.,, ist eine wohldefinierte symmetrische Bilinearform auf V7.
Bemerkung: Dazu gehért auch, die Ezistenz mindestens einer 2- Parameter-
Variation o mit festen Endpunkten fir beliebige W1, Wy € Voy zu zeigen.

b) Bonusaufgabe: Bleibt E,, wohldefiniert, wenn man die Variation « aus
Teil b) nicht zwangsweise mit festen Endpunkten wahlt?

Aufgabe 3. Sei NV eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit der vollstén-
digen Mannigfaltigkeit M, und p € M \ N. Zeigen Sie: Es gibt eine Kiirzeste
von p nach N, und diese steht senkrecht auf N.



