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Aufgabe 1. Es sei f : Mn → Nk eine Submersion, d.h. f∗p : TpM → Tf(p)N

ist surjektiv für alle p ∈ M . Zeigen Sie: Es gibt offene Mengen U ⊂ Rk, V ⊂
Rn−k und Koordinaten ϕ um p und ψ um f(p), so daß

ψ ◦ f ◦ ϕ−1 : U × V → U, (x, y) 7→ y

Eine Kurve γ inM heißt vertikal, falls γ̇(t) immer tangential zur Faser f−1(f(γ(t)))
ist (und damit ganz in der Untermannigfaltigkeit f−1(f(γ(t))) verläuft). Wie
werden vertikale Kurven in den gerade konstruierten Koordinaten beschrieben?

Aufgabe 2. Es seien (M̃, g̃), (M, g) Riemannsche Mannigfaltigkeiten, und
f : M̃ →M eine Submersion. Man definiert für p̃ ∈ M̃

Vp̃M̃ = Tp̃f
−1(f(p̃)) ⊂ Tp̃M (der Vertikalraum)

Hp̃M̃ = V ⊥p̃ ⊂ Tp̃M (der Horizontalraum)

Eine Kurve γ in M̃ heißt horizontal, falls γ̇(t) ∈ Hγ(t)M̃ für alle t. f heisst
Riemannsche Submersion, falls für alle p̃ ∈ M̃ gilt: f∗p̃ : Hp̃ → Tf(p̃)M ist
eine Isometrie. Zeigen Sie: Ist f eine Riemannsche Submersion wie oben und
M̃ vollständig, p̃ ∈ M̃ und c : [0, 1] → M eine differenzierbare Kurve mit
c(0) = f(p̃), so gibt es genau einen horizontalen Lift c̃ von c mit Anfang p̃, also
eine horizontale Kurve c̃ : [0, 1]M̃ mit c̃(0) = p̃ und f ◦ c̃ = c.

Aufgabe 3. (Notation und Voraussetzungen von Aufgabe 2) Zeigen Sie: Der
horizontale Lift einer Geodätischen ist wieder eine Geodätische. Ist M zusam-
menhängend, so ist f surjektiv und M vollständig.


