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2. Hausaufgabenblatt zur elementaren Differentialgeometrie

(Abgabe: bis Donnerstag 21.4.2011, 10:15 Uhr in die Zettelkdsten im Hoérsaalgebdude)

Aufgabe 2.1 (4 Punkte)
Es sei die Kurve c: R — R? gegeben durch:
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Solche eine Kurve heifit Klothoide bzw. Spinnkurve oder auch Cornu-Spirale.
(i) Zeigen Sie, dass ¢ regulér ist und proportional zur Bogenldnge parametrisiert, d.h. ||¢||
ist konstant. 1P
(ii) Zeigen Sie, dass ¢ punktsymmetrisch zum Ursprung ist. 1P

(iii) Zeigen Sie, dass die Kriimmung in jedem Kurvenpunkt mit der Bogenldnge der Kurve
vom Ursprung zu diesem Punkt iibereinstimmt, d.h. k.(t) = L (c|[0,t]) fiir alle t > 0.

Was ist der Vorteil fiir StraBen- und Schienenfahrzeuge, wenn der Ubergang von gerader
Strecke in die Kurve Klothoidenbogen folgt anstatt Kreisbogen? 2P

Aufgabe 2.2 (4 Punkte)

Eine reelle (n x n)-Matrix A heiit orthogonal, wenn ihre Transponierte ihre Inverse ist, also
AtA = AA' = E, (Einheitsmatrix) gilt. Die Menge der orthogonalen (n x n)-Matrizen wird
mit O(n) bezeichnet. Ist A € O(n) und b € R, so bezeichnet man die Abbildung z — Ax +b
als Bewegung des R”.

Nun sei I ein Intervall und c¢: I — R™ eine regulire C2-Kurve. Zeigen Sie, dass Bogenlinge
und Kriimmung von ¢ invariant sind unter Bewegungen, d. h.: Ist ¢: R™ — R" eine Bewegung,
so gilt
L(poc)= L(c) und Kpoc(t) = Ke(t) fiir alle ¢.
242P

Hinweis: Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt invariant unter O(n) ist, d.h.: Ist A € O(n), so
gilt (Au, Av) = (u,v) fiir alle u,v € R™.

Aufgabe 2.3 (4 Punkte)

Ist I ein Intervall und c: I — R™ eine regulire C%-Kurve mit (t) # 0 fiir alle t € I, so wird
die Evolute definiert durch

(vgl. Aufgabe 1.3).
Zeigen Sie, dass die Evolute der Normalparabel {(x,y) € R?|y = 2} gegeben ist durch

{(Jj,y) € R?| (y— %)3 = f—gﬁ}.



Aufgabe 2.4 (4 Punkte)

Es sei I ein Intervall und ¢: I — R? [Korrektur] eine reguliire wegparametrisierte C3-Kurve.
Fiir ein festes tg € R definieren wir die so genannte Evolvente e. der Kurve ¢ durch:

ec(t) = c(t) — (t —to)é(t)

Fiir tg € I kann man e, interpretieren als die Bahn, die ein Faden beschreibt, der von ¢
abgewickelt wird.

Zeigen Sie: Die Evolute (siehe Aufgabe 2.3) der Evolvente ist die Ausgangskurve ¢, also

Me, = C.

c

Organisatorisches:

Die Klausur findet am Donnerstag, dem 14.07.2011 um 8.30 Uhr im Horsaal M 1 statt.



