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Aufgabe 10.1 (4 Punkte)

Es sei U ⊆ Rn offen mit einer Riemannschen Metrik g, und ∇ sei die zugehörige kovariante
Ableitung von Levi–Civita. Weiter seien c : [a, b] → U eine C∞-Kurve und X,Y : [a, b] → Rn

Vektorfelder längs c. Zeigen Sie:

d

dt
gc(t)(X(t), Y (t)) = gc(t)

(
∇X
dt

(t), Y (t)

)
+ gc(t)

(
X(t),

∇
dt
Y (t)

)

Anleitung: Zeigen Sie zunächst A(X,Y ) := d
dtgc(X,Y ) − gc

(∇
dtX,Y

)
− gc

(
X, ∇dtY

)
ist ein

Tensor längs c, d. h. neben der Additivität gilt A(ϕX, Y ) = A(X,ϕY ) = ϕA(X,Y ) für ϕ ∈
C∞([a, b],R) . Überlegen Sie sich nun, wieso es genügt die Behauptung für die konstanten
Basisvektorfelder (ei)c längs c zu zeigen.

Aufgabe 10.2 (4 Punkte)

Es sei U ⊆ Rn offen mit einer Riemannschen Metrik g, und ∇ sei die zugehörige kovariante
Ableitung von Levi–Civita. Weiter sei c : [a, b]→ U eine C∞–Kurve. Zeigen Sie:

(i) Sind X,Y parallel längs c, so ist g(X(t), Y (t)) konstant in t. 2 P

(ii) Es sei Xi das parallele Vektorfeld längs c mit Xi(0) = vi, i = 1, . . . , n, wobei v1, . . . , vn
eine orthonormale Basis bezüglich gc(0) sei. Weiter sei Z : [a, b]→ U ein Vektorfeld längs
c und θi(t) = g(Z(t), Xi(t)). Dann gilt:

∇
dt
Z(t) =

n∑
j=1

θ′i(t)Xi(t)

2 P

Aufgabe 10.3 (4 Punkte)

Es sei ∇ der Levi–Civita-Zusammenhang einer Riemannschen Mannigfaltigkeit (Mn, g). Für
p ∈M sei ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
eine Basis von TpM , und Γkij seien die zugehörigen Christoffel-Symbole,

also

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
=

n∑
k=1

Γkij
∂

∂xk
.

Mit gij = g
(
∂
∂xi

, ∂
∂xj

)
seien die lokalen Koeffizienten der Metrik bezeichnet und mit gk` die

Inverse zu gij . Folgern Sie aus den Levi–Civita-Gleichungen, dass gilt:

Γkij =
1

2

n∑
`=1

gk`
(

∂

∂xi
gj` +

∂

∂xj
gi` −

∂

∂x`
gij

)



Aufgabe 10.4 (4 Punkte)

Es seien (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, ∇ der zugehörige Levi–Civita-Zusammen-
hang und ψ ∈ C∞(M,R).

(i) Zeigen Sie, dass es ein eindeutig bestimmtes Vektorfeld gradψ auf M gibt mit:

〈gradψ,X〉 = Xψ = dψ(X)

Das Vektorfeld gradψ heißt der Gradient von ψ. 1 P

(ii) Nun sei eine weitere Riemannsche Metrik g̃ definiert durch g̃(v, w) := eψg(v, w) für alle
v, w ∈ TpM,p ∈M . Es sei ∇̃ der Levi–Civita-Zusammenhang zu g̃. Zeigen Sie:

∇̃XY = ∇XY +
1

2

(
(Xψ)Y + (Y ψ)X − g(X,Y )gradψ

)
Hierbei bezeichnet gradψ den Gradienten bezüglich g. 3 P
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