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Aufgabe 8.1 (5 Punkte)

(i) Es seien X und Y metrische Räume mit diam(X) <∞. Zeigen Sie, dass für den Gromov–
Hausdorff-Abstand gilt: dGH(X,Y ) ≥ 1

2 |diam(X)− diam(Y )| 1 P

(ii) Es seien (Xn) eine Folge metrischer Räume undX = {x1, . . . , xN} ein endlicher metrischer

Raum. Zeigen Sie, dass Xn
n→∞−→ X bezüglich des Gromov–Hausdorff-Abstandes genau

dann gilt, wenn folgendes erfüllt ist: Für fast alle n ∈ N lässt sich Xn schreiben als
disjunkte Vereinigung nichtleerer Mengen Xn,1, . . . , Xn,N , so dass für alle i, j gilt:

diam(Xn,i)
n→∞−→ 0 und dist(Xn,i, Xn,j)

n→∞−→ d(xi, xj)

Dabei ist diam(A) = sup{d(a, a′) | a, a′ ∈ A}, dist(A,B) = inf{d(a, b) | a ∈ A, b ∈ B}. 4 P

Aufgabe 8.2 (6 Punkte)

Es sei M eine differenzierbare Mannigfaltigkeit mit einem Atlas A. Es bezeichne π : TM →M
die Projektion. Ist x : U → V ⊆ Rn eine Karte in A, so definieren wir die sogenannte zugehörige
Bündelkarte durch:

x̄ : π−1(U)→ V ×Rn , v 7→
(
x(π(v)), (v(x1), . . . , v(xn))

)
Für V ⊆ TM definieren wir

V offen :⇐⇒ x̄(π−1(U) ∩ V ) ⊆ R2n ist offen für alle Karten x : U → V in A.

Zeigen Sie, dass hierdurch tatsächlich eine Topologie definiert wird und TM zusammen mit
dem Bündelatlas Ā := {x̄ |x ∈ A} eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. Wieso ist für eine
differenzierbare Abbildung f : M → N die induzierte Abbildung f∗ : TM → TN differenzier-
bar?

Aufgabe 8.3 (5 Punkte)

Es sei M eine n-dimensionale Ck-Mannigfaltigkeit mit k ≥ 1 und p ∈M . Wir setzen

Kp(M) := {α : (−ε, ε)→M |α ist Ck, ε > 0 und α(0) = p}

und definieren auf Kp(M) eine Äquivalenzrelation wie folgt:

α ∼ β :⇐⇒ (x ◦ α)′(0) = (x ◦ β)′(0) für eine (dann alle) Karte (U, x) um p

Nun definieren wir
T geom
p M := Kp(M)/ ∼

als geometrischen Tangentialraum an M in p.

Zeigen Sie, dass T geom
p M ein Vektorraum ist. Zeigen Sie im Falle k = ∞, dass für jedes [α] ∈

T geom
p M die Abbildung C∞(M,R) → R , f 7→ (f ◦ α)′(0) wohldefiniert und eine Derivation

ist. Zeigen Sie weiter, dass dies einen Vektorraumisomorphismus T geom
p M → TpM induziert.


