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Kapitel 1

Kurven

1 Kurven

Definition 1.1. Sei ¢ : [a,b] — R" eine C1-Kurve.
a) ¢ heiBit regulir, falls ||¢(t)|| # O fiir alle ¢t € [a, b].
b) ¢ heifit wegparametrisiert, falls ||¢(t)|| = 1 fiir alle ¢t € [a, b].
c) c¢ heifit geschlossen, falls c(a) = c(b).
d) c¢ heifit differenzierbar geschlossen, falls ¢(a) = ¢(b) und ¢é(a) = é(b).

Satz 1.2. Ist c: [a,b] — R™ eine requlire C*-Kurve, so gibt es ein | € Rt und
einen CF-Diffeomorphismus o : [0,1] — [a,b], so dass ¢ := cop wegparametrisiert
15t.

BEWEIS. Die Abbildung
S
wwmmHmwﬁw/ﬁwmw

ist C*. Es gilt 1/ > 0. Definiere ¢ := 1=, Dann folgt

Weiter ist

[sseo] =15 [ eena] = e
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Zusammen folgt

||%(CO<P)(t)|| = llele@)I - lle@l
: 1
= [l - 2@
= 1L

¢ ist also wegparametrisiert. O

Definition 1.3.  a) Sei ¢ eine regulire C'-Kurve. Dann heifit T'(t) := %

das Einheitstangentialfeld von c.

b) Sei ¢ eine regulire C2-Kurve. Dann heifit x(t) := ”HY;I(gt))H” die Krimmung
von ¢ in t.
Ist ¢ eine wegparametrisierte Kurve, so gilt «(t) = ||¢é(t)||.

Beispiel (Kreislinie). Sei t € R und c¢: R — R2.

le@l =
— sin(t)
e = ( cos(t) )’
y — cos(t)
o = (25 )
I'®l = 1,
W) =
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Beispiel (Helix).

1 — sin(t)
T(t) = 7 coi(t) ,

1 1
K(t) = ﬁ'(\@) t=

Bemerkung 1.4 (Kriimmung reguldrer Kurven). Sei ¢ eine regulire Kurve.
Dann gilt wegen

a,. O ((et), ()
@Il = 5 (e), é))?
1
2

fir die Krimmung

e (e(),é1) H
Hc(t [EGIE

[e()]]
1&6) ~ ety (et SO
[e(t) |2
[E(t) = T'(t) (T'(t),E())|]
X [e() ]2
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Beispiel (Ellipse). Sei c: R — R?
c(t) = (a-cos(t),b-sin(t))

¢(t) = (—a-sin(t),b- cos(t)),
é(t) = (—a-cos(t),—b-sin(t)).

max. Kriimmung (sin(t) = 1)

Die Matrix

0 -1
= (1)
beschreibt eine Drehung um 90° nach links. Definiere

J é(t)
[ e

s(t)

und somit ist

ét) = (), T@)T(t)+ (@), [[s@)) Is@)]
= &Nt + ek,

da T(t) = ‘28)” und s(t) eine ONB bilden. Es folgt also

~

lE- @) = (&), T(@) T() + ), sl = (€@, sl

Damit gilt nun fiir die Kriitmmung

a(t) = Nt (e, J )
[e(@)]2 [e@)1 - (| @)
ab ab

CIEOP T (a2sin?(t) + 12 cos2(t))



1. Kurven 7

Definition und Lemma 1.5. Sei ¢ : [a,b] — R" eine regulire C?-Kurve mit

H(to) 75 0.

a) Sei |[T(to)|| # 0. Dann heifit N(tg) := ”;:Eiiggn das Einheitsnormalenfeld
von ¢ in ty. Es gilt N(to) L T'(to).

b) m(ty) := c(to) + ﬁ N(to) heifft Kriimmungsmittelpunkt von ¢ in tg. Die

Kurve t — m(t) heifst Evolute von c.

¢) Seir:= ﬁ B, (m(ty)) heifft Kriimmungskugel von ¢ in tg.

é(to) 1 N(tg)

c(to)
rN(to)

Beweis. Es gilt
1= (T(t),T(t))-
Durch Differenzieren erhélt man
0=2(T"(t), T(t))
und damit
T'(t) L T(t).
und
N(t) LT(t).
O
Proposition 1.6. Sei ¢ : [a,b] — R™ eine requlire C%-Kurve, sei ¢ : [, 3] —

[a,b] ein C2-Diffeomorphismus, und sei ¢ := c o @. Dann gilt kz(t) = rke(p(t))
fir alle t € R™.
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BEWEIS. Ohne Einschrinkung sei ¢’ > 0. Es gilt

Wegen
2 = ¢l
ist dann
~ o ct)  Pt)cle(t) éle(t)
T = 1201 = To® - @) ~ T — L)
und weiter
T PO-Teml el
=Tl = o Tl Teew
Es folgt die Aussage des Satzes. O

Satz 1.7. Sei c eine regulire C?-Kurve mit é(tg) # 0. Dann ist m(tg) € R™ der
eindeutig bestimmte Punkt mit
1

dlm{to), () = s +ollt ~1of),

2
wobei wie tiblich o(|t — to|?) fiir eine Funktion steht mit limy_q, OEL:ZO)L) =0.

BEWEIS. Ohne Einschriankung sei ||é(¢)|| = 1. Nach Verschiebung ist m(tg) = 0.
Nach Definition von N und T ergibt sich

_ E(to)
Nlto) = (e
Da m(tp) = 0, gilt
1
C(to) = _H(to) : N(tO)

Definiere nun

h(to+1t) :== - (—cos(t- k(tg)) - N(to) +sin(t - k(o)) - T'(to))-

1
K(to)
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Dies parametrisiert eine Kreislinie, da N(t) L T'(t) (bekannt aus 1.4). Fiir diese
Abbildung gilt nun (nachrechnen):

h(to) = c(to)
B (to) = T(to) = ¢(to)
h"(to) = k(to) - N(to) = é(to).

Es folgt nun nach dem Satz von Taylor aus Analysis 1:

d(h(t),c(t)) = o((t—t0)?).

Kombinieren wir dies mit d(0, h(t)) = -1~ so liefert zweimaliges Anwenden der

: ) k(to)
Dreiecksungleichung

s = ollt — tof?) < d(0,¢(t)) < b5 + ot — to]?)

und somit wie behauptet d(0, ¢(t)) — % = o(|t — to]?).

Es verbleibt die Eindeutigkeit zu verifizieren. Sei p eine weiterer Punkt (ne-
ben dem Ursprung) mit d(p, c(t)) — ﬁ = o(|t — to|?). Wir betrachten die C?
Funktion

() = dp, c(t) = d(0, c(t))* = [lp — c()|* = [le(®)]*.

Es gilt f'(to) = f"(to) = 0, da nach Voraussetzung beide Summanden ver-
schwindende Ableitungen (in ¢p) bis zur zweiten Ordnung haben. Anderseits
liefert das Berechnen dieser Ableitungen (c'(to),p) = (¢’ (to), p) = 0. Somit liegt
p also senkrecht zu der Ebene, die von ¢(ty) und ¢”(tg) aufgespannt wird. Da
diese Ebene den Punkt c(tg) = —ﬁ]\f (to) enthilt, folgt mit dem Satz von
Pythagoras
A = letto) — pl* = lletto)? + ol
= et lpl®

und also p = 0.

O

2 Kurven auf Sphiren und Totalkriimmung von Kur-
ven

Im folgenden ist S™ die Einheitssphéire. Also
S = {z e R"" | ||z|| = 1}.
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Satz 2.1. Sei ¢ : [0,b] — S™ eine stickweise C'-Kurve. Dann gilt L(c) >
<(c(0), ¢(b)) € [0, 7] mit Gleichheit genau dann, wenn ¢ einen Teil eines mini-
malen Grofkreisstiickes von ¢(0) nach c¢(b) monoton parametrisiert.

BEWEIS. Ohne Einschriankung sei ¢(0) = e;. (Sonst withle ein A € O(n+ 1) mit
A - ¢(0) = e1). Definiere

f=<(er,) : R\ {0} — R
T — e ) = arccos <617 x>) — arccos (xl>
en,) ( Il 2l

f ist stetig und auf R+ \ R - e; stetig differenzierbar.

Behauptung. Fiir z = ( a;} ) mit z; € R und 2’ € R™\ {0} gilt

T L =]
' )| \ 1o’

Insbesondere grad f(x) = ﬁ
Aus der Analysis II ist bekannt, dass fiir v € R™ folgendes gilt

(grad f(z),v) = %tzof(x + tv).

Mittels dieser Formel verifiziert man nun leicht

a) (grad f(z),z) =0,

b) (grad f(z),v) = 0 fiir alle v mit (v,e;) = (v,z) = 0.

Mithin liegt grad f(z) in dem zweidimensionalen Untervektorraum spang (e, )
und ist senkrecht zu x.

_ /
Damit ist klar, dass grad(f)(x) ein Vielfaches von X < Il > ist.

Tl \ 2o
[l"]|

Schliefflich betrachten wir noch die Kurve

A(t) = el cos(t)er + 12k sin(t) ( Y ) .

Diese beschreibt offenbar eine Kreislinie mit Radius ||z|| um den Ursprung. Es
gilt f(y(t)) =t und 7(f(x)) = =.
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Ahnlich wie oben folgt aus Analysis II:
(grad(f(7(t0))), V' (to)) = #,_,, [(e(t)) = 1.

Die bisherigen Uberlegungen zeigen ferner, dass grad(f(y(to))) und ~'(t)
linear abhéngig sind.
Insgesamt folgt also:

A O)
grad f(v(t)) = e
Auswerten an der Stelle ¢t = f(x) liefert nun die Behauptung.

Wir fahren nun mit dem Beweis des Satzes fort. Wir koénnen ohne Ein-
schrankung c(t) # e; = ¢(0) fiir alle t € (0, b] annehmen. Setze

s falls ¢(t) # —e fiir alle ¢ € (0,b)
"] min{t|c(t) = —e1} sonst

Es gilt dann nach Konstruktion ¢(t) # +e; fiir ¢ € (0, l~)~)
Wir betrachten nun die Funktion h(t) = f(c(t)) auf [0, b]. Es gilt: & ist stetig
auf [0, b] und stetig differenzierbar auf (0,b). Weiterhin gilt

CSU
W(t) = (c(t), grad f(c(t)) < ['(B)[l grad(f)(c(t)) = [I<'(t)]-

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt nun

<2(¢(0), ¢(b))

IN

(c(0), (b))

— h) = /bh’( £ dt

< /nc )| de

= [Ob})<L( )

Dies ist die behauptete Ungleichung.

Im Folgenden setzen wir L(c) = <t(¢(0), ¢(b)) voraus. Wir kénnen dann b = b
annehmen, da die Gleichheit insbesondere L(C[B,b]) = 0 impliziert.

Weitherhin muss in der obigen Cauchy-Schwarzschen Ungleichung iiberall
Gleichheit gelten. Mithin gilt

(t) = [I<'(t)] grad f(c(t)). (L.1)
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Wir nehmen nun eine Fallunterscheidung vor.
Fall 1. Es gelte ¢(b) # —e;. Wir betrachten die Funktion

g:=<(c(b),) : R\ {0} — R,
z — <(c(b),x).

1

fiir
[l]]

Analog zu der Aussage fiir f kénnen wir zeigen, dass || grad(g)(z)|| =
alle z € R\ Re(b) gilt.

Man kann nun die Ungleichung L(c) > <t(¢(b), e1) = ¢(0) auch ganz dhnlich
mit Hilfe der Funktion g beweisen. Daher kénnen wir aus der Gleichheit auch

schlieflen

d(t) = —||c'(t)|| grad g(c(t)) fiir t € (0,b).

Zusammen mit der Gleichung (1.1)) kénnen wir nun folgern

grad g(c(t)) = — grad f(c(t)). (1.2)

Tatsichlich ist diese Folgerung trivial fiir Punkte mit ¢/(¢) # 0. Man kann aber
leicht einsehen, dass ein beliebiger Punkt ¢(¢) Grenzwert einer Folge c(t;) — ¢(t)
ist mit ¢ (tx) # 0 (k € N).

Wir haben gesehen grad f(c(t)) € span{c(t),e1}. Analog gilt grad g(c(t)) €
span{c(t), c(b)}. Weitherhin ist grad f(c(t)) senkrecht auf c(t). Mithin folgt aus
die Gleichung span{c(t),c(b)} = span{c(t),e1}. Da e; und ¢(b) linear un-
abhéngig sind, folgt weiter ¢(t) € spang{ey, c(b)}.

Also parametrisiert ¢(t) ein Grofkreisstiick von e; nach ¢(b). Aus folgt,
dass diese Parametrisierung monoton ist.

Dies beendet den 1. Fall und wir verbleiben mit:

2. Fall. ¢(b) = —e; Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen c(t) # ¢(b)
fiir alle t € (0,b). Es gilt m = <t(e1, —e1) = L(c).

Weitherhin gilt fiir alle ¢:

m = <(e1,c(t)) + <2(—e1,c(t)) < Llcpy) + Llcpy) = Lc) = .

Insbesondere folgt fiir alle t € (a,b) L(cjy) = <(e1,c(t)). Aus Fall 1 folgt
nun, dass cp einen Grofikreisbogen parametrisiert und ¢ — b liefert die Be-
hauptung.

O
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Satz 2.2. Seic:[0,1] — S™ eine geschlossene stiickweise C'-Kurve mit L(c) <
27. Dann ist ¢ enthalten in einem offenen Halbraum, d.h. es existiert ein s €
R mit (s,c(t)) > 0 fir alle t € [0,1]. Ist weiter L(c) = 27 und c nicht
enthalten in einem offenen Halbraum, so besteht ¢ bis auf Parametrisierung aus
zwei Groflkreishalbbdgen.

BEWEIS. Wir beweisen den Satz etwas allgemeiner fiir stiickweise differenzier-
bare Kurven. Definiere s als den Schwerpunkt der Kurve:

1 /! ,
8'_L(c)/0 o) - ()| dt

Zeige nun (s, c(t)) > 0 fiir alle ¢ € [0,1].
Sei zunéchst ¢ reguldr. Ohne Einschrinkung gelte ||¢|| = 1 (Insbesondere gilt
also L(c) =1 < 2m).

Nach Abandern des Anfangspunktes gilt 0 < ¢t = é < 7 (Der Schwerpunkt
ist unabhéngig von der Wahl des Anfangspunktes).

Zu zeigen ist nun 0 < fé(c(t), c(é)) dt:

/Oz<6(t), c <é>>dt _ /Ol cos <(c(t), ¢ (;))dt

l

> /0 cos(L (Cl[t?éo)dt—{—/éCOS(L(C|[é7t}))dt
! l
= cos| - —t] dt
frea)
e
= 281n<2>

> 0

Nun sei ¢ beliebig. Nach Verschieben des Anfangpunktes reicht es, die Unglei-
chung (c(t), s) > 0 fiir ein ¢t = to zu zeigen, fiir welches L(c|jo4,)) = L(c|to,17) =
L(c)
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l
Awwamwwmw
l

> [ cos(mepua 16Ol dt+ [ cos(Lee) e

to

_ Amam(lde®|%>Hd®Wﬁ
+£m{£w@wﬁwwwt
~ (—sin </tt ||c'(s)||d8> 0, — (sin (/tl Hé(s)!d8> it
n (57)

> 0

Ist nun L(c) = 27, so zeigt dasselbe Argument (c(tp),s) > 0. Bei Gleichehit
folgt <t(c(0), c(to)) = L(cjo,)) = m, also c(to) = —c(0). Da c eine geschlosse-
ne Kurve ist mit L(c) = 2, folgt aus dem vorhergehenden Satz, dass ¢ zwei
Halbkreisbogen von ¢(0) nach ¢(tg) durchliuft.

O

Definition 2.3. Sei c: [0,]] — R" eine regulire C?-Kurve mit ¢(0) = ¢(I) und
¢(0) = ¢(1). Dann heifit

l
tkr(c) = /0 kolt) - 16 dt

die Totalkrimmung von c.

Nach Definition der Kriimmung gilt x.(t) - [|¢(t)|| = ||T7(t)]| und damit
tkr(c) = L(T).

Satz 2.4. Seic: [0,1] — R" eine regulire differenzierbar geschlossene C?-Kurve.
Dann gilt tkr(c) > 2w und Gleichheit héchstens dann, wenn ¢ in einer affinen
Ebene verliuft und T(t) einen Grofkreis durchliuft.

BEWEIS. Ohne Einschrinkung gelte ||¢/(

t)|| = 1. Angenommen, es ist tkr(c) <
2m. Nach Satz verlduft also T'(t) = é(¢

) in einem offenen Halbraum und es



3. FEbene Kurven 15

existiert ein s mit (s, ¢(¢)) > 0 fir alle ¢ € [0,1]. Also ist (s,¢(0)) < (s, ¢(l)). Dies
ist ein Widerspruch zur Voraussetzung ¢(0) = ¢(1)!

Sei nun tkr(c) = 2w. Wegen Satz kénnen wir annehmen, dass T'(t) zwei
Grofikreishalbbogen durchléuft. Setze wie im Beweis von Satz

l
§:= tkrl(c)/o d(t) || ()] dt.

Wir wissen: (s, ¢(t)) > 0. Falls (s, ¢é(t)) # 0, folgt der Widerspruch wie zuvor, es
ist also (s,¢(t)) = 0. Es folgt dann aus der Gleichheitsdiskussion im Beweis von
Satz dass das Bild der Kurve ¢/(t) invariant unter der Antipodal-Abbildung
(p — —p) von S ist.

Also parametrisiert 7" einen Grokreis. Es gibt also v,w € R"™ mit ¢é(t) €
spang{v, w}. Folglich ist ¢(t) € ¢(0) + spang{v, w}. O

3 Ebene Kurven

Bemerkung 3.1. Die Drehung um 90° nach links ist gegeben durch

J:R2—>R2,v»—><(1) _(1)>v

Wir identifizieren R? manchmal mit C. Dabei steht ( 5 ) fiir die komplexe

Zahl x + 1y.
Ebenso gilt fiir ¢ € R:

o _ < zizgz; ) = cos(y) + i sin(e)

Leser, denen die Definition der komplexen Exponentialfunktion fremd ist, sollten
dies als Definition von e*? verstehen.
Mit dieser Identifikation entspricht J der Abbildung z — iz.

Definition 3.2. (Orientierter Winkel) Fiir v,w € R?\ {0} definieren wir den
orientierten Winkel <, (v, w) € (m,n] durch

<(v,w)  falls (Jv,w) >0
—<(v,w) falls (Jv,w) <0

Lo(v, w) = {
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Es gilt nach Konstruktion |<,(v,w)| = <(v, w). Weiterhin sieht man leicht,
dass <,(v,w) = —<,(w,v) fiir alle linear unabhéngigen Vektoren v, w gilt.

Im Gegensatz zum nichtorientierten Winkel ist die Winkelfunktion f(z) =
<, (v, z) nicht stetig in negativen Vielfachen von v. Ein Vorteil ist indes, dass f
auf der geschlitzten Ebene R? \ (—oo, 0]v sogar C* ist.

Satz 3.3. Sei c: [0,b] — S! stetig und o € R mit c(0) = €0, Dann gibt es
genau eine stetige Funktion : [0,b] — R mit ©(0) = o und ¥ = ¢(t) fir
alle t. Weitherhin ist ¢ genau dann C*, wenn ¢ in C* ist.

BEWEIS. Eindeutigkeit. Es seien ¢;: [0,]] — R zwei stetige Funktionen mit
e?1() = ¢i%2(t) Dann folgt e!¥1=92()) = 1 und also o1 (t) — @o(t) € 27Z. Da
(1 — 9 stetig ist, impliziert dies 1 — 9 ist konstant. Damit ist die Eindeutigkeit
sicher gestellt.

Ezistenz. Aufgrund der gleichméfligen Stetigkeit von ¢ gibt es eine Untertei-
lung 0 = tp < t; < --- < t, = b, die so fein ist, dass gilt <(c(t;),c(t)) # m fiir
alle t € [ti,ti—f—l]-

Wir definieren ¢, nun durch Induktion nach i. Fiir i = 0 ist [0, ] nur ein
Punkt und wir setzen ¢(0) = ¢p.

Es sein nun bereits ¢jg;, ) stetig definiert. Dann setzen wir ¢ auf das Inter-
vall [t;_1,t;] stetig fort durch p(t) = @(ti—1) + <o(c(ti—1),c(t)) fir t € [ti—1,ti].

Es gilt < (1) ) = ,(c(ti_1),c(t)) und also €% = ¢(t) (t €
[ti-1,ti])-

Wenn ¢ aus CF ist, so ist ¢(t) offensichtlich in C*. Ist nun umgekehrt ¢ in
C* und t € [0,b], so gilt fiir ein ¢ > 0 die Ungleichung <(c(t),c(s)) < 7/2 fiir
alle s € [t —e,t+¢] N [0,b]. Man iiberpriift dann leicht fiir diese s die Identitét
o(s) = ¢(t)+arcsin(Je(t), c(s)). Da arcsin auf (—1, 1) beliebig oft differenzierbar
ist, folgt, dass ¢ in einer Umgebung von ¢ in C* ist.

0

Definition 3.4. a) Fiir eine reguliire C*-Kurve ¢ im R? heif}t
T(t) := % das Finheitstangentialfeld,
N(t) := JT(t) das Einheitsnormalenfeld.

b) Fiir eine regulire C2-Kurve c heift

Ko(t) := % die orientierte Kriimmung von c in t.

c¢) Eine Kurve ¢ heiit konver, falls k,(t) > 0 fiir alle ¢ gilt.

Es gilt nach Konstruktion (N(¢),7'(t)) = 0. Damit ist auch klar, dass sich
diese Definition von N (t) aus Definition [1.5{hochstens im Vorzeichen unterschei-
det.
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Definition 3.5. Fiir eine Kurve ¢ : [a,b] — R™ heifit

¢ a0 = R t—clb+a—1)

die tnvers parametrisierte Kurve.

Lemma 3.6. a) Es gilt k(t) = |ko(t)].

b) Ko(t) dndert bei Umorientierung von ¢ das Vorzeichen.

BEwers. a) Es gilt

10

(T'(),T() = 55, (T®),TE) = 0.

Somit sind 7”(t) und N (t) linear abhiingig. Folglich

1T (8] = KT'(t), N (¢))]
und damit

K(t) = [o(t)].

Ohne Einschrénkung ist ¢ wegparametrisiert und a = 0. Sei é(t) = ¢(b—t)
die invers parametrisierte Kurve. Es gilt ¢’ (t) = ko (t)N(t) = ko(t)J ().
Wegen

d't)y=c"(b—t)und &(t) = - (b—1t)

folgt
&'(t) = —ko(b—1)JT(t)

und also wie behauptet ko s(t) = —koc(b —t).

Ist ko(t) > 0, so bedeutet dies, dass die Kurve ¢ links herum lduft.
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Beispiel. Fiir konvexe und nicht konvexe Kurven:

Q Q @ sind konvex
S

% sind nicht konvex
Ko 7 Ko >0
c(0) c(0)

Satz 3.7. Es seic: [0,1] — R? eine regulire C*-Kurve und oo € R mit T(0) =
e, Setzen wir dann

() = g0+ /0 Fo($)IIe' ()] ds

so gilt e*() = T(t)

BEWwWEIS. Nach Satzgibt es eine C''-Funktion t(t) mit ¢(0) = ¢g und ¥ =
T'(t). Es gilt dann

()T =T'(1) = Kolt) [ (DN (1) = ro(DIIE/ (1) .

Also folgt ¢'(t) = ||/ (¢)||ko(t) = ¢'(t). Dies impliziert 1) = ¢.
O

Als Folgerung erhalten wir, dass wegparametrisierte ebene Kurven durch ihre
Kriimmung bis auf Bewegungen eindeutig charakterisiert sind.

Korollar 3.8. Sind c1,ca: [0,1] — R? zwei wegparametrisierte C%-Kurven mit
Kol = Koz 50 gibt es ein A € SO(2) und ein v € R?, so0 dass co(t) = Acy(t) +v
firt € 0,1] gilt.
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BEWEIS. Wir withlen A € SO(2), so dass ATy(0) = T5(0). Wihle nun v € R?,
so dass ¢2(0) = Acy(0) + v. Betrachte die Kurve ¢;(t) = Acy(t) + v. Diese Kurve
ist wegparametrisiert und ko, (t) = ko1(t). Weitherhin gilt nach Konstruktion
¢1(0) = ¢2(0) und & (0) = ,(0). Die letzte Gleichung impliziert zusammen mit
dem vorgehenden Satz & (t) = c,(t) fiir alle t. Also ist co — ¢; konstant und

wegen der Anfangsbedingung folgt wie behauptet co = ¢é;.
O

Definition und Lemma 3.9. Sei c: [a,b] — R? eine regqulire, differenzierbar
geschlossene C?-Kurve.

a) Dann gilt

1 [t ,
ke QW/ rolt) () dt € Z.

k heifst Tangentendrehzahl von c.

b) Hat c weiter Totalkriimmung 27, so ist ¢ nach eventueller Umorientierung
konvex und hat die Tangentendrehzahl 1. (Die Umkehrung ist trivial.)

BEWEIS.  a) Setze wie im Satz

t

o0 =t [ r@ld)] ds
Dann gilt also T'(t) = ¢**®) und wegen T'(a) = T(b) folgt w(b)—p(a) € 277
und somit die Behauptung.

b) Ist tkr(c) = 2m, so parametrisiert 7'(t) nach Satz[2.4]einen GroBkreis. Nach
eventueller Umorientierung ist ¢ konvex. O

Satz 3.10. Eine regulire differenzierbar geschlossene C*-Kurve c : [0,1] — R?
mit Totalkrimmung 27 berandet ein konvexes Gebiet.

BEWwEIS. Ohne Einschrénkung sei ||¢(f)]] = 1 und ko (f) > 0. Definiere
H(t) :={c{t)+a-ct)+B-Nt)|aeR,3>0}

als die Halbebene links von der Tangente von ¢ an der Stelle ¢. Dann ist fiir jedes
to € [0,b] schon c(t) € H(tp): Sei ohne Einschrénkung ¢ty = 0, sonst verschiebe
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den Anfangspunkt der Kurve. Wihle s € [0,b] mit [ «(t) dt = 7. (Dies ist die
Halfte der Totalkriimmung.) Es gilt

' > 0 fiir alle ¢ € [0, $]
{¢(t), N(0)) { <0 fiir alle ¢ € [s,b]

denn wegen k(t) = ||T'(¢)|| gilt nach Wahl von s
L(Tjo,s) = 7 und L(Tjsp)) = 7.
Ohne Einschrinkung sei nun ¢(0) = 0. Aus
(1), N(0)) = 0
auf [0, s] erhélt man mit Integration auf dem gleichen Intervall
{e(t), N(0)) =0.
Aus
(e(t), N(0)) <0

auf [s, b] folgt wiederum fiir alle p € [s, b]

0 > /b<c'(t),N(O)>dt

und damit

woraus die Behauptung folgt.
Es gilt also ¢(t) € H(s) fir alle ¢, s € [0,b], d.h. die Menge C, gegeben durch

c(t) € ﬂ H(s)=:C,
s€[0,0]

ist konvex und es ist ¢(t) € OC. Damit umrandet ¢ das konvexe Gebiet C. [

Definition 3.11. Eine geschlossene Kurve ¢ : [0,0] — R™ heifit einfach, falls
Clo,p) injektiv ist.
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Definition und Lemma 3.12 (Umlaufzahlen). Sei ¢ : [0,b] — R? eine ge-
schlossene Kurve und p ¢ c([0,0]). Setze

c(t) —p

M0 = el

Es gibt dann eine stetige Abbildung @ mit

- (2450

und man setzt

¢(b) — »(0)

Nep = u(c,p) := o

als die Anzahl der Umldufe von c um p, gezdhlt mit Orientierungen.

Lemma 3.13. Sei c eine geschlossene stiickweise C' Kurve und p ¢ c(|a, b]).
Dann gilt

b
1 / (¢ (D). (c(t)=p))

Nep = a7 e(®)—p2
a

BEWEIS. Wir nehmen ohne Einschréinkung p = 0 an und setzen h(t) := %

Es gilt

o E) I De®)elt)
W) = neoy fe@is -

Andererseits folgt aus Satz dass h =€) gilt, wobei ¢ stetig und stiickweise
C! ist. Somit folgt

() =/ (t) - J - h(t).

Insbesondere also ¢'(t)(t) = (h/(t), Jh(t)) = W Setzen wir nun die obige

Formel fiir A’ ein so erhalten wir

_ 00
#' (1) = e

somit

b
o(b) — pla) = [ LR,
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Satz 3.14 (Jordanscher Kurvensatz). Es sei c: [0,1] — R? eine einfache re-
gulire differenzierbar geschlossene C? Kurve. Dann besitzt R? \ ¢([0,b]) genau
zwet Wegzusammenhangskomponenten. Genauver gilt, die Mengen

U = {p € R?\ ¢([a,b]) | nep = 0} und

Uz := {p € R?\ ¢([a,b]) | ncp # 0}

sind wegzusammenhdngend. Weiter ist Uy unbeschrdankt und Us ist beschrinkt.

Eine Menge U C R"™ heiflit dabei wegzusammenhéngend, wenn sich je zwei
Punkte durch einen stetigen Weg in U verbinden lassen.

Der Satz gilt allgemeiner fiir einfach geschlossene stetige Kurven c. Ein Be-
weis ist dann aber deutlich schwieriger.

Den Beweis des Satzes bereiten wir mit folgendem Lemma vor.

Lemma 3.15. Sei ¢ wie oben. Es gibt ein € > 0, so dass die Abbildung

H:[0,1) x (—¢g,6) — R?
(t,s) — c(t)+ sN(t)

injektiv ist und thr Bild eine offene Umgebung von c(]0,1]) ist.

BEWEIS. Wir erinnern zunéchst an folgende Definition: Eine Abbildung f: U —
V heiit offen, wenn sie offene Mengen auf offene Mengen abbildet.

Wir setzen die Kurve ¢ periodisch fort zu ¢: R — R? mit c(t+ 1) = ¢(t). Wir
definieren nun auch H auf R? durch H(t,s) = c(t) + sN(t).

Schritt 1. Zu tg € R gibt es ein § > 0, so dass die Abbildung Hjy_s +s[ x ]—6,6]
offen und injektiv ist.

Dies folgt unmittelbar aus dem Umkehrsatz aus der Analysis I1. Es gilt ndmlich
H ist stetig partiell differenzierbar und die Jacobimatrix DH (tg,0) ist gegeben
durch die 2 x 2 Matrix mit den Spalten ¢/(t) und N(t). Diese Matrix ist inver-
tierbar und nun folgt mit dem Umkehrsatz: Es gibt eine Umgebung U C R? von
(to,0), so dass H(U) C R? offen ist, H: U — H(U) bijektiv ist und die Umkehr-
abbildung ebenfalls differenzierbar ist. Aus der Stetigkeit der Umkehrabbildung
ergibt sich nun, dass Hy; eine offene Abbildung ist. Da U offen ist, gibt es § > 0
mit Jtg — d,tp + [ x | —4,0[C U.

Schritt 2. Es gibt ein d2 > 0, so dass die Abbildung Hjy,_s,+5[ x ]-s,5 offen
und injektiv ist fiir jedes tg € R.
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Dies folgt mittels eines einfachen Kompaktheitsarguments aus Schritt 1. Beachte
zunéchst, dass es, wegen der Periodizitét von ¢ reicht, to € [0, 1] zu betrachten.
Sei gemafl Schritt 1 6(¢p) > 0, so dass

fl}to—%(to),to-&-%(to)[ x 1—268(t0),26(to)[ offen und injektiv ist.

Betrachte nun die offene Uberdeckung

[0,1] C U Jto — 6(to), to + 0(to)|
to€[0,1]

Auf Grund der Kompaktheit von [0, 1] gibt es eine endliche Teiliitberdeckung,

d.h.
k

[0,1] [ J)si = 6(s4), 5i + 6(s4)]
i=1
mit s; € [0, 1]. Setze nun d2 := min{d(s;) | i =1,...,k}. Es gibt dann fiir jedes
to € [0, 1] ein ¢ mit tg €]s; — 0(si), s; + (s;)[ und wegen

]to —0,tg + (5[X] — 9, 5[C]t0 — 25(750),750 + 2(5(750)[)(] — 2(5(t0), 2(5(t0)[
folgt die Behauptung aus der Wahl von §(s;).

Schritt 3. Setze h := min{||c(t) —¢(7)|| | 7 € [0,1], 02 <t —7 <1 —d}. Dann
gilt Lemma mit ¢ := min{%,d}.

Die Offenheit des Bildes folgt unmittelbar aus Schritt 2. Zu zeigen bleibt die
Injektivitdt. Sei also H(t1,s1) = H(t2,s2) mit 0 < t; <ty <1 und |s;| < e.

Dies impliziert zunéchst mit der Dreiecksungleichung ||c(t2) — ¢(t1)|| < s1 +
s9 < %h. Auf Grund der Wahl von h folgt to < t1 + do oder to —t1 > 1 — ds.

In beiden Féllen nutzen wir, dass die Einschrankung von H auf der Menge
]tl — 09,11 + 52[ X ] — b9, 52[ injektiv ist.

Im ersten Fall folgt wegen to € [t1,t; 4 0] direkt (t1,s1) = (t2, s2). Im zweiten
Fall folgt zunéchst (tQ — 1) G]tl — 09,61 + (52[ und wegen H(tg -1, 82) = H(tQ, 82)
folgt nun aus der lokalen Injektivitiat (to — 1,s2) = (¢1,s1). Dies ist aber nicht
moglich da to — 1 < 0. Mithin tritt dieser Fall nicht auf.

O

Beweis von Satz[3.1) Es sei ¢ > 0 wie im Lemma gewéhlt.

Schritt 1. Fiir 2 € R?\¢([0, 1]) gibt es einen stetigen Weg v: [0, 1] — R2\¢([0, 1])
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so dass 7(0) = z und (1) = ¢(0) £ £/2 (Vorzeichen héngt von z ab).

Setze a(A) = Az + (1 — X)e(0) + §N(0) fiir A € [0,1]. Trifft die Kurve o nicht
auf ¢([0, 1]) so kénnen wir v = a setzen und sind fertig.

Anderfalls gibt es A; > 0 minimal mit a(A\1) € ¢(]0, 1]). Wéhle nun A < Ay
so nahe an A\ dass gilt a(\) € H([0,1) x (—¢,¢)).

Es gilt dann a(\) = H(t,s) und wegen a(X) & ([0, 1]) gilt s # 0.

Wir setzen nun die Kurve «g 5 von = nach a() fort indem wir der Paral-
lelkurve von ¢

o H(t—7,s—0) mit 7 € [0,]

bis H(0,s) folgen. Nach Lemma trifft diese Parallelkurve niemals auf c.
Schliefllich konnen wir in Abhéngigkeit vom Vorzeichen von s den Punkt H (s, 0)
lings der Normalengeraden mit ¢(0) +¢/2N(0) oder mit ¢(0) — /2N (0) verbin-
den, ohne das Bild von ¢ zu treffen.

Schritt 2. Es gibt nur eine unbeschrinkte Wegzusammenhangskomponente U
von R?\ ¢([0, 1]) und fiir jedes p € U is n., = 0.

Es seien Uy und Us unbeschriinkte wegzusammenhingende Teilmengen von R? \
e([0,1]):

Wir wollen zeigen, dass es einen Weg von U nach Us gibt, der ¢ nicht trifft.
Wihle R > 0 so grof, dass ¢([0,1]) € Bg(0). Nun ist R? \ Bg(0) offensichtlich
wegzusammenhédngend. Da U; und Us unbeschrankt sind gibt es u; € U; mit
|w;|] > R, i = 1,2. Wir wihlen nun einen Weg von u; nach us der in R?\ Bg(0)
verlauft und somit ¢([0, 1]) nicht trifft.

Ist u ein stetiger Weg in R? \ ¢([0,1]) so folgt leicht aus Lemma dass
Neu(s) konstant ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass es tatsdchlich eine zweite Wegzusammenhangs-
komponente mit nicht verschwindener Umlaufzahl gibt. Dies folgt aber aus dem
Satz O

Bemerkung 3.16. Der obige Beweis lifit sich leicht auf regulire C' Kurven
verallgemeinern. Dazu muss man im Lemma das Normalenfeld N (t) durch N(t)
ersetzen, wobei N (t) nicht linear abhingig zu ¢ (t) sein darf und stetig differen-
zierbar von t abhdngt.

Mit Hilfe des folgenden Satzes kann man Umlaufzahlen leicht ausrechnen.

Satz 3.17. Es sei c: [0,1] — R? eine geschlossene stiickweise C*-Kurve und
to € [0,1] mit (to) # 0 und c(t) # c(to) fiir alle t # to. Dann gibt es ein e > 0,
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so dass die Kurve u(s) = c(to) + sN(to) auf [—¢,¢| die Kurve ¢ genau einmal
schneidet und es gilt fir s € (0,¢]

Neu(s) = Neu(—s) = 1

BEWEIS. Ohne Einschrinkung ist ¢(t9p) = 0 und ¢/(t9) = ea. Wihle § > 0 so
klein, dass

4 (e9,c(t)) = ch(t) > 1/2 fiir alle t € [t — 6o + J]
Nach Voraussetzung ist
&1 = min[le(®)]| | £ € [0, — 8] Ufto + 6,1}
positiv.
Schritt 1. Es gibt ein ¢ > 0 mit u([—e,¢]) N¢([0,1]) = {0}.

Wir beweisen diesen Schritt durch Widerspruch. Angenommen es gibt eine Folge
$p — 0 mit s, # 0, so dass u(sy) = ¢(,) fiir ein 7, € [0, 1]. Wir wollen zunéchst
Tn, — to zeigen. Es gilt ||c(7,)]] = ||u(sn)|| — 0. Insbesondere ist ||c(7,)|| < &1 fiir
fast alle n und dies impliziert 7, € [to — d,to + d] nach Definition von e;. Fiir
alle diese n gilt dann aber ||¢(7,)|| = $[to — Tn|- Also 7, — to.

Nun folgt

d(ty) = lim dm=c®)

n—oo Tn—t

_sn_ w(sn)=u(0)

= lim
Tn—t Sn

n—oo

= (hm 5—”)1/(0)

n—oo0 Tt
— ein Widerspruch, da u/(0) und ¢/(¢p) linear unabhingig sind.

Schritt 2. Ohne Einschriinkung gibt es ein 6 > 0 , so dass ¢ 3] linear ist.

[to—d,to+
Wir definieren

G(t) = { ct) ) i falls ¢ ¢ [to — 0, to + 0]
S elto — 0) + 55 (t — to + 0)(c(to + 0) — c(to — 0) sonst

Es sei h der minimale Abstand von u(+¢) zu ¢([0, 1]). )
Es ist leicht zu sehen, dass ¢5 gleichmiflig gegen ¢ konvergiert fiir § — 0. Es

folgt aus Lemma dass N u(ke) = Nesu(ke) fiir alle keinen 6 gilt.
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Wir setzen nun ¢ = ¢; fiir ein solches 6 > 0. Wir konnen dariiber hinaus
annehmen, dass die Kurve E[to—&to +3] die x Achse in genau einen Punkt he;
scheidet mit |h| < e.

Wir kénnen nun u(+e) durch Punkte der Form he; + s.J& (ty) ersetzen ohne
dass sich die Umlaufzahl &ndert fiir hinreichend kleines s.

Beachte dazu, dass fiir alle A € (0,1] Au(+e) + (1 — A)hey nicht auf ([0, 1])
liegt.

Nach dieser Vorarbeit kénnen wir den Satz nun beweisen. Wir wissen bereits,
dass es reicht den Fall Clto—5,t0+5] 21 betrachten. Nach erneutem verschieben,
drehen und umparametriesieren gilt also ohne Einschrankung

c(t) = (t — to)e; fiir alle t € [tg — 8, to + 6] und

u(s) = sea.

Wenden wir nun Lemma [3.13]| an, so ergibt sich

Neu(s) — Neu(—s) = lslf(r)l (nc,u(s) - nc,u(—s))

to+6 to+6
_1y (& (0. (el -u(s)) gy (¢ (). (el —u(—s)
=3 /to_g OO /t0_~ e dt)

. to+6 to+6
= lim(/ Sdt—/ _7(10
2 s10\ Sy 5 (t—to)2+s2 105 (t—to)2+s?

)

— 1 s
= Trlslﬁ)l r T dt

1 S/S 1
= =lim ——dt
T sl0 —S/s 1+

N
= 7r/ ez dt =1

—0o0

wobei wir in der letzten Gleichung benutzt haben, dass arctan(t) eine Stamm-
funktion von H% ist. In der zweiten Gleichung haben wir neben Lem{na
noch ausgenutzt, dass die beiden Integrale auerhalb des Intervals [tg — d,tg + ]
flir s — 0 gegen denselben Wert konvergieren. O
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4 Fundamentalsatz der Algebra — ein Beweis mittels
Umlaufzahlen

Satz 4.1. Jedes nicht konstante Polynom p € C[X] besitzt eine Nullstelle.

Lemma 4.2. Es sei H: [0,1] x [0,1] — R?, (s,t) = H(s,t) =: cs(t) in C* mit
cs(0) = ¢5(1) fiir alle s und es sei p & H([0,1]%). Dann gilt fir die Umlaufzahl

Neg,p = Mey,p-

Das Lemma bleibt richtig, wenn H nur stetig ist. Auch wenn die Verallgemei-
nerung nicht schwierig ist, beniigen wir uns mit dieser Version, da sie aureichend
fiir unsere Zwecke ist.

BEWEIS. Aus Lemma ersieht man , dass s — n,, , stetig ist. Wegen n_ , €
Z impliziert ist die Funktion konstant. ]

Beweis des Fundamentalsatzes. Sei
p(z) =cpz" + -z +
mit ¢; € C, ¢, # 0 und n > 1. Wir identifizieren C mit R?. Betrachte die Kurve

hy:10,1] — C
t = p(re*™™).
Beachte, dass h, als Bild einer geschlossenen Kurve unter p ebenfalls wieder
geschlossen ist.
Annahme. p hat keine Nullstellen. Dann gilt h,.(t) # 0 fiir alle p. Auler dem ist
(r,t) — hy(t) eine C* Abbildung. Mithin ist nach dem Lemma die Umlaufzahl
von h, um 0 unabhéngig von r. Da hg eine Punktkurve ist folgt

np,.0 = 0 fiir alle r.

Die Idee ist nun, die Situation fiir gole r zu analysieren, um zu einem Wider-
spruch zu kommen. Grob gesprochen sollte man erwarten, dass fiir grofle r das
Verhalten der Kurve h, durch den fithrenden Term ¢, 2" im Polynom bestimmt
wird.
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Setze R := zj‘ji”cj‘ + 1. Man iiberpriift leicht, dass fiir |z| = R gilt:
n—1 n—1
D IE I I 1[F
j=1 i=1
2121 A
< Y el
j=1
< len|- R™.

Aus dieser einfachen Ungleichung folgt, dass fiir alle A € [0, 1] das Polynom
Pa(2) = cn2™ 4+ AMen12" 4+ o)

keine Nulstelle z mit |z| = R besitzt.
Betrachte nun die differenzierbare Familie von Kurven

(t) = pa(Re™™).
Es gilt v1(t) = hg(t) und folglich
0 =npg0= "Ny 0

Weiterhin trifft nach Konstruktion keine der Kurven vy den Ursprung. Wie zuvor
folgt also, dass n-, o konstant ist, A € [0,1].
Auswerten fiir A = 0 liefert, dass die Kurve

’YO(t) =cp - (627rit)n =c, - e27rint

den Ursprung nicht umléuft. Anderseits rechnet man aber leicht nach 1,0 =n
— ein Widerspruch.
O



Kapitel 2

Flachen konstanter
Kriimmung

Auch wenn wir erst spiter den Begriff Kriimmung erkldren, wollen wir in diesem
Kapitel die Geometrie der drei wichtigsten Fldchen n&her untersuchen. Diese
sind die Euklidische Ebene R?, die zweidimensionale Sphire S? und die noch zu
definierende hyperbolische Ebene H?.

5 Euklidische Geometrie

Wie bereits benutzt und aus der Analysis II bekannt, ist der R™ versehen mit
der Abstandsfunktion

n

dtwy) = o — ol = (Y- w?)

i=1

ein metrischer Raum. Eine Isometrie eines metrischen Raumes (X, d) ist eine
bijektive abstanderhaltende Abbildung ¢: X — X

Satz 5.1. Sei ¢: R" — R" eine Isometrie. Dann gibt es ein A € O(n) und ein
v e R" mit

v(x) = Az + v fiir alle z € R".

Bewers. Es reicht den Fall +(0) = 0 zu betrachten. Wir wollen zunéchst die

29
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Identitdt (c(z),t(y)) = (z,y) fir alle z,y € R nachweisen. Es gilt

20u(@),u(y)) = —lel@) = @)+ @) + [|le(m)]”
= —d(e(x), (y)? + d(u(x),0(0))* + d(u(y), (0))?
= —d(x,y)*+d(x,0)* +d(y,0)?

2(z,y)

Insbesondere folgt nun, dass t(e1), ..., t(e,) eine Orthonormalbasis bildet. Es
sei A die n xn Matrix mit den Spalten t(eq1),...,t(e,). Aus der Linearen Algebra
ist bekannt, dass A € O(n) gilt. Sei nun v € R™ beliebig. Da t(eq), ..., t(ey,) folgt
aus der Linearen Algebra

n n

Ww) = D (uler),ew)(er) = (e, v)eles)
j=1 J=1
n U1
= Zvia(ei) =A :
i=1 o

Korollar 5.2. Das Produkt O(n) x R"™ ist zusmamen mit der Verkniipfung
eine Gruppe. Diese wird mit O(n) x R™ = Iso(R") bezeichnet.

BEwEIs. Klar ist, dass die Isometrien des R™ eine Gruppe bilden, wobei die
Verkniipfung durch Komposition von Abbildungen gegeben ist. Nach Satz
1a8t sich jede Isometrie eineindeutig mit (A,v) € O(n) x R™ identifizieren. Zu
zeigen bleibt

Behauptung. Ist ¢«(z) = Az 4+ v und o(z) = Bx + w so gilt 1o o(z) = ABzx +
(Aw + v).
Das ist aber offensichtlich richtig.
O

Satz 5.3. Liegen A, B, C € R? nicht auf einer Geraden so gilt fiir das zugehdrige
Dreieck mit Seitenldngen a,b,c und Winkeln «, 3,

a) ¢ = a4+ b* — 2abcos(y) (Kosinussatz)
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b) sin(e) __ sin(8) _ sin(y) (Sinussatz)

a b c
c)a+f+y=m

BEWEIS. a). Ohne Einschrikung gilt C' = 0. Damit ist b = ||A|| und a = || B|
und ¢ = ||A — B||. Folglich

¢ = [|[A-B|?=|A|* +|IB|* - 2(4, B)
= a?+ b —2cos(y)ab

A
bi ‘_\c
0=C a B

. . 9 _ (P—a2-b?)? .
b). Nach dem Kosinussatz gilt cos®(y) = “~—z—— und folglich
sin?(y)  _ 4a2b?—(c?—a?—b?)2
c2 - 4a2b%c2?
_ 2(aPb?+a? b2 ) — (crat )
- 4a2b2c?

Die rechte Seite ist nun offensichtlich invariant unter Permutationen von
a, b, c und also folgt die Behauptung.

¢). Natiirlich kann die Formel rechnerisch aus dem Vorhergehenden ableiten.
Einfacher ist allerdings ein elementar geometrischer Beweis.

Zieht man eine Parallele der Grundseite ¢ durch den Punkt C und verléngert
man die beiden anderen Seiten (a und b) so schneiden sich in C' drei Ge-
raden. Es entstehen 6 Winkel und man sieht leicht ein das jeweils zwei
Winkel gleich «, § und ~ sind. Mithin also 2a 4+ 26 + 2y = 2.

O
6 Zur Geometrie der Sphire
Definition 6.1. a) Ein metrischer Raum X heifit ein innerer metrischer Raum

falls fir alle z,y € X gilt: Fiir jedes r > d(z,y) gibt es eine r-Lipschitz
stetige Kurve ¢: [0,1] — X mit ¢(0) = z und ¢(1) = y.
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b) X heiit geoditischer Raum falls gilt: Zu je zwei Punkten z,y € X gibt
es eine d(z,y)-Lipschitz stetige Kurve c: [0,1] — X mit ¢(0) = = und
¢(1) = y. Ein solche Kurve heiit dann Geodéatische.

Satz 6.2. Die Sphire S™ versehen mit der Abstandsfunktion d(x,y) = Z(x,y)
ist ein geoddtischer Raum. Die Geoddtischen sind Grofkreise.

Der Beweis des Satzes ist relativ einfach, weil die Hauptarbeit bereits in
Satz [2.2] erledigt wurde.

BEWEIS. Zunécht einmal wollen wir einsehen, dass S™ mit d ein metrischer
Raum ist. Symmetrie und positive Definitheit sind klar. Um die Dreiecksun-
gleichung einzusehen beachte man, dass es fiir x,y,z € S™ eine stiickweise dif-
ferenziebare Kurve c: [0,1] — S™ gibt mit ¢(0) = z, ¢(1/2) =y, ¢(1) = z und
L(c) = L(z,y) + L(y, 2).

Nach Satz hat aber jede Kurve von z nach z mindestens die Linge Z(z, 2).
Also

L(x,z) < L(z,y) + L(y, 2).

Nun ist es einfach einzusehen, dass S™ ein geodétischer Raum ist.
Seien zunéchst x,y € S™ linear unabhéingig. Setze

» = Y=(yz)z
ly—(y,z)]l
x, Yy, z liegen in einem zweidimensionalen Raum und z, z bilden eine Orthonor-

malbasis dieses Raumes. Es gilt also fiir ¢ = Z(z,y)

y = cos(p)z + sin(p)z
Setze nun ¢(t) = cos(¢t)z+sin(pt)z t € [0, 1]. Dann ist Z(c(t), c(s)) = ¢|t—s].
¢ Lipschitz ist stetig mit Lipschitz- Konstante ¢. Der Fall von x = —y ist dhnlich.
Also ist S™ ein geodétischer Raum. Klar ist weiter, dass Grofikreise Geodétische
sind.
Zu zeigen bleibt noch, dass es keine weiteren Geodétischen gibt. Sei dazu
v: [0,1] — S™ eine ¢-Lipschitz stetige Kurve von z nach y mit ¢ = Z(z,y) so
muss Gleichheit in der Dreiecksungleichung gelten

l(l'vy) = é(xv'}/(t())) + Z(V(t())’y)

Wie zuvor gibt es dann aber auch eine stiickweise differenzierbare Kurve ¢ mit
c(0) =z, ¢(1/2) = v(ty), ¢(1) = z und L(c) = L(z,y) + L(y, z) = ZL(x,y).
Es folgt nun aus Satz , dass ¢ einen Groflkreis parametrisiert.
Insbesondere folgt, dass 7(tp) auf einem minimalen Grofkreisstiick von z
nach y liegt. O
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Satz 6.3. Sei v: S — S™ eine Isometrie der Sphdre versehen mit der Metrik
d(p,q) = Z(p,q). Dann gibt es genau ein A € O(n + 1) mit «(z) = Ax fir alle
x € S". Umgekehrt ist Aign eine Isometrie fir A € O(n+1).

BEWEIS. Wir setzen ¢ zu z: R**! — R™*! durch
_ 0 falls z = 0,
L=
||33HL(Hi—”) falls = # 0.
fort. Offenbar ist ||z(z)|| = ||z||. Weiter gilt

I2() — ()| 2 II* + [2()1* — 24i(2), 2(y))

1 + ly11* = 2l Iyl cos (£(#(x
= llal® + lyll* = 2llz[llly]l cos(£(z, )
= e —yl?

Also ist ¢ eine Isometrie des R™ und wegen Satz und 7(0) = 0 folgt: Es gibt
A € O(n) mit 7(z) = Az fir alle x. Damit ist die Existenz von A gezeigt und
die Eindeutigkeit ist trivial. Schliefllich sind orthogonale Abbildungen winkeler-
haltend und also liefert jedes A € O(n + 1) in der Tat eine Isometrie. O]

Satz 6.4. Sind A,B,C € S? so gelten fiir das zugehirige geoditische Dreieck
mit Seitenlingen a, b und ¢ und Winkeln o, 8 und ~ die folgenden Formeln

a) cos(c) = cos(a) - cos(b) + sin(a) sin(b) cos(7y) (Seitenkosinussatz)
und die entsprechenden permutierten Gleichungen.

b) sale) _ sty _ st (Sinussatz)

¢) cos(y) = —cos(a) cos(f3) + sin(a) sin(/3) cos(c) (Winkelkosinussatz)

und die entsprechenden permutierten Gleichungen.

d) a+ [+~ > m mit Gleichheit nur dann, wenn alle drei Seiten in einem
einzigen Halbkreisbogen enthalten sind

BEWwWEIS.  a) Das Dreieck mit den Ecken A, B und C, den Seiten a, b und ¢
und den Winkeln «, § und v kann ersetzt werden durch das Dreieck mit
den Ecken SA, SB und SC fiur S € O(3). Ohne Einschrinkung kann

0 sin(a)
C=10 Jund B= 0
1 cos(a)
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angenommen werden. Nach eventuellem Spiegeln kann weiter
sin(b) cos(7y)
A= sin(b)sin(y)
cos(b)
angenommen werden. Es folgt

cos(c) = (A, B) = sin(a) sin(b) cos(y) + cos(a) cos(b).

b) Wir benutzen den Seitenkosinussatz in der Form

cos(c) — cos(a) cos(b)

cos() = sin(a) sin(b) 21)
Es ist nun
sin?(c) _ sin?(c)
sin?(y) 1 — cos?(y)

sin?(a) sin?(b) sin?(c)
sin?(a) sin?(b) — (cos(c) — cos(a) cos(b))?
sin?(a) sin?(b) sin?(c)
(1 — cos(a))?(1 — cos(b))? — (cos(c) — cos(a) cos(b))?
sin?(a) sin?(b) sin?(c)
1 — cos?(a) — cos?(b) — cos?(c) — 2 cos(a) cos(b) cos(c)

Da der letzte Term unter Permutation invariant ist, folgt die Aussage des
Satzes.
¢) Aus dem Seitenkosinussatz ist bekannt

cos(a) = SHEOLS) yng cos(5) — S (3)
Mithin
COS(O&) COS(ﬂ) _ cos(a) cos(b)—(cos?(b)+cos?(a)) Cos(c) +cos(a) cos(b) cos(c)?

sin(a) sin(b) sin(c)
cos(a) cos(b) sin?(c)—(cos? (b)+cos?(a)) cos(c)+2 cos(a) cos(b) cos(c)
sin(a) sin(b) sin?(c)

Kombinieren wir dies mit ([2.1]) so folgt

cos(y)+cos(a) cos(B) _ sin?(c)—cos?(b)—cos?(a)+2 cos(a) cos(b) cos(c)
cos(c) B sin(a) sin(b) sin?(c) (23)
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Quadrieren von (2.2)) ergibt

cos?(a) — 2 cos(a) cos(c) cos(b) + cos?(b) cos?(c)
sin?(c) sin?(b)

cos?(a) =

und einsetzen in die zweite Gleichung der folgenden Gleichungskette liefert.

sin(«) sin(3) L] 7Sin25(i’fl)(zi)n(b)
sin?(c) sin? (b) —cos?(a)+2 cos(a) cos(c) cos(b)—cos? (b) cos?(c)
sin?(c) sin(b) sin(a)
— cos?(c)+sin?(b) —cos? (a)+2 cos(a) cos(c) cos(b)
sin?(c) sin(b) sin(a)
sin?(c)—cos? (b)—cos? (a)+2 cos(a) cos(b) cos(c)
sin(a) sin(b) sin?(c) ’

Zusammen mit (2.3)) folgt nun die Behauptung.
d)

— cos(a) cos(B) + sin(a) sin(3) cos(c)
— cos(a) cos(B) + sin(a) sin(5)
—cos(a+ ) = cos(m —a — ).

cos(7)

IN

Wir kénnen ohne Einschriankung o + 8 < 7 annehmen. Da der cos auf dem
Interval [0, ] streng monton fallend ist, ergibt sich aus dieser Ungleichung dann
v > m — a — (. Gleichheit kann nur dann gelten, wenn sin(«) sin(3) cos(c) =
sin(a) sin(B) gilt. Also ist bei Gleichheit eine der Bedingungen ¢ = 0, o = 0 oder
8 = 0 erfiillt. Dies wiederum impliziert, dass alle Seiten auf einem Halbkreis
liegen. O

7 Die Hyperbolische Ebene

7.1 Das Minkowski Modell der hyperbolischen Ebene
Definition 7.1. R?! := (R3, (-,-)), wobei

2
(v, w) = Z VWi — V3W3.
i=1

0(2,1) := {A € GL3(R) |{Av, Aw) = (v,w) fiir alle v,w € R3}.
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Der 2-dimensionale hyperbolische Raum ist gegeben durch

H? := {q € R*!

Sei ¢ : [0,1] — H? C R3 stiickweise C'. Dann definiert man

1 1
Ligp(c) = /0 ().} dt.

Seien p, q € H2. Man setzt
dhyp(D, q) == inf{Lpyp(c)c: [0,1] — H2 C R? cist O, ¢(0) = p,c(1) = ¢}

Ist ¢ = (¢',q3) € H?, dann gilt ||¢[|> — ¢3 = —1. und wegen g3 > 0 al-
so g3 = v/1+[|¢]|>. Aus dem folgenden Lemma folgt insbesondere, dass die
hyperbolische Lénge einer nicht konstanten Kurve immer positiv ist.

Lemma 7.2. a) Jeder Punkt p € H? ist von der Form p = cosh(t)es +
sinh(t)v wobei v € spang(e1,ez) mit (v,v) = 1 und t > 0. Umgekehrt
sind alle diese Punkte auch in H2.

b) Es gilt

T,H? = {(0)]c: [-1,1] — H? C* mit c(0) = p}
= {veR’|(v,p) =0}

und (-,-) ist of T,H positiv definit. TyH ist mithin ein zweidimensionaler
euklidischer Vektorraum.

c) Wihle zu p € H? v und t wie in a). Sei w € spang(eq,ez) mit (v,w) =0
und (w,w) = 1. Dann bilden die Vektoren sinh(t)es + cosh(t)v und w eine
Orthonormalbasis von T,H.

Im folgenden ist mit R? C R? immer der Untervektorraum spang(ey, e2) des
R3 gemeint.

Proof. a). Sei p € H2. Wihle ¢ > 0 mit sinh(¢) = /p? + p2. Wiihle auBerdem
einen Einheitsvektor v € R? C R3 mit sinh(t)v = (0,p1,p2)". Wie wir vor
dem Lemma gesehen haben, gilt p3 = \/1+p3 +p3 = /1 + sinh?(t) = cosh(t).
Mithin

p = cosh(t)eg + sinh(¢)v
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Ist nun umgekehrt p von dieser Form so ist p3 > 1 und (p,p) = sinh?(t) —
cosh?(t) = —1 und also p € HZ.

b). Ist ¢(t) € H C R? eine C* Kurve so gilt {c(t),c(t)) = —1 und folglich
(c(t),c(t)) = 0. Dies zeigt “C“.

Fiir die andere Inklusion wihlen wir zu p ein v und ¢ > 0 wie in a) und ein
Einheitsvektor w € R? mit (v, w) = 0. Betrachten wir nun die Abbildung

f(p,s) = cosh(s)es + sinh(s)(cos(p)v + sin(p)w)

Nach Konstruktion gilt dann p = f(0,t).
Mittels der bereits gezeigten Inklusion “C“ folgt nun, dass T),H das Bild der
Jacobimatrix D f(0, s) enthélt, denn es gilt

Df(()’ t)y = di»r|'r:0f((07 t) + Ty)'

Nun sieht man leicht, dass fiir ¢ > 0 das Bild von D f(0,t) ein zweidimensio-
naler Untervektorraum ist. Fiir
t>0

folgt nun die Inklusion “D“ aus der bereits gezeigten Inklusion“C . Ist
t=0

so kann man direkter mit Hilfe von a) argumentieren.

Um einzusehen, dass (-, ) auf dem Untervektorraum 7,H positiv definit ist,
argumentieren wir mit Widerspruch. Gébe es v € T,H mit (v,v)) < 0 so folgt
wegen (v,p) = 0, dass v und p linear unabhéngig sind und die Einschrénkung
von (-,-) auf den zweidimensionalen Untervektorraum spang(v,p) negativ se-
midefinit ist. Aus Dimensionsgriinden hat dieser Untervektorraum einen nicht
trivialen Schnitt mit R? C R3. Da (-,-) aber auf R? positiv definit ist, gibt dies
einen Widerspruch.

¢). Aus dem zweiten Teil des Beweises von b) folgt leicht, dass sinh(t)es +
cosh(t)v und w sind in T,H. Eine einfache Rechnung zeigt, dass die beiden
Vektoren orthonormal sind. O

Lemma 7.3. a) Die Gruppe O4(2,1) = {4 € O(2,1)|azs > 0} € O(2,1)
operiert isometrisch auf H?, d.h. dpyp(Ap, Aq) = dnyp(p,q) fiir alle A €
04(2,1) und p,q € H.

b) Fiir alle p,q € H? existiert ein A € O4(2,1) mit Ap = q.
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BEWEIS. a). Definiere
N?:={p e R¥!|{p,p) = -1} = H* Il -H*.
Fiir alle A € O(2,1) und jedes p € N? ist Ap € N2, Weiter gilt fiir A € O(2,1)

a3
AEO+(2,1) <~ Aesz = ass EHQ.
azs

Da H? wegzusammenhingend ist, gilt AH? = H?. Somit ist
0.(2,1) = {A € O(2,1)|AH? = H?}.

Fiir A € 04(2,1) und p,q € H? ist also dp,,(Ap, Aq) definiert. Seien nun A €
04(2,1) C O(2,1) und c: [0,1] — H2 C R3 eine C'-Kurve. Dann gilt

1 1 1 1
Lyp(c) :/0 {e(t), ()2 di :/0 (Ac(t), Ac(t)) 2 dt = Lpyp(Ac).

Somit folgt dpyp(p, q) = dhyp(Ap, Aq).

b). Es reicht zu zeigen, dass es fiir alle p € H? ein A € O (2, 1) gibt mit Aes = p.

Denn sind p,q € H", so gibt es A, B € O4+(2,1) mit Aes = p, Beg = ¢, und
also BA 'p =q.

Es gilt A = (s1,s2,53) € O(n,1) genau dann, wenn (s;, s;) = d;; fiir (4, j) #
(3,3) und (s3,s3) = —1.

Es sein nun p = s3 € H beliebig. Nach Lemma b) gibt es dann eine
Orthonormalbasis s1,s2 € TpH und es gilt (s1,2,53) € O(2,1). Wegen s3 €
H folgt sogar (s1,s2,s3) € O4(2,1). Schliefllich ist (s1, s2,s3)es = s3 und die
Behauptung folgt. O

Satz 7.4. Seien p,q € H2. Dann gilt dp,,(p, q) = arccosh(—(p, q)).

BEWEIS. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei p = e3: Sei die Aussage
bereits fiir eg gezeigt und p € H" beliebig. Da O (3, 1) transitiv auf H" operiert,
existiert ein A € O4(2,1) mit Aes = p und es ist

dhyp(P: @) = dnyp(es, A™lq)
arccosh(—(enq1, A7 1q))
= arccosh(—{p, q¢)).
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rH? — R
q + arccosh(—{es,q)) = arccosh(gs).

Behauptung. Ist ¢: (0,1) — H?\ {e3} C R3 C! so ist auch r o ¢ stetig differen-
zierbar und es gilt (c(s),c(s)) > (roc)'(s)?.

Zunichst einmal ist klar, dass 7 in einer Umgebung von H? \ {e3} eine C*
Funktion ist. Nach Kettenregel ist auch r o ¢ stetig differenzierbar.
Wie bei jeder C*°-Abbildung, ist fiir jedes p € H? \ e3 die Abbildung

Dr(p):RgﬁR,dei

7|

L—oDr(p+T0)

linear und es gilt (roc)'(s) = Dr(p)(c/(s)). Ublicherweise nutzt man Dr(p)(v) =
(grad(r),v) und rechnet mit grad(r). Da wir in diesem Abschnitt uns den R3
mit (-, -)) versehen denken, ist es jedoch besser, die lineare Abbildung Dr(p) zu
betrachten.

Wiéhle geméf Lemma zup = c(s) € H? ein v € R? und ¢t > 0 mit
p = cosh(t)es + sinh(¢)v. Wihle weiter w € R? senkrecht mit (v, w) = 0 und
(w,w) = 1. Setze nun u = sinh(¢)esz + cosh(t)v. Es gilt Dr(p)(w) = 0 und
Dr(p)(u) =1, da

r(cosh(t 4 7)es + sinh(t 4 7)(cos(p)v + sin(p)w) =t + 7.
Weiter ist v, w nach Lemma eine Orthonormalbasis von T}, M. Folglich ist
(@), M) = (1), u)? = (fo (1)

Behauptung. Die Funktion r: H" — R ist 1-Lipschitz stetig.

Es reicht zu zeigen, dass fiir jede stiickweise Cl-Kurve c: [0,1] — H" gilt
Lpyp(c) > L(r o c). Dies folgt aber unmittelbar aus der letzten Behauptung:

1 1
Ligp(e) = / ((t), ()2 dt > / Irod(t)] dt = L(r o).
0 0
Aus der 1-Lipschitz Stetigkeit von r folgt nun
t = r(cosh(t)es + sinh(t)v) < dpyp(es, cosh(t)es + sinh(t)v).

Anderseits ist c(s) = cosh(st)es + sinh(st)v (s € [0,1]) eine C! Kurve mit
Lpyp(c) =t und nach Definition gilt mithin

dhyp(e3, cosh(t)es + sinh(t)v) < Lpy,(c) < t.
Folglich dj,p(e3, cosh(t)es + sinh(t)v) = ¢.
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Satz 7.5. H? ist ein geoditischer Raum und alle Geoditischen sind von der
Form
c(t) = cosh(At)p + sinh(At)v

wobei p € H und v ein Einheitsvektor in T,H = preo

Satz 7.6. Jede Isometrie v: H? — H? ist von der Form . = Apz mit A €
O+(2a 1)

BEWEIS. Gem#fl Lemmal7.3|gibt es ein A € O, (2,1) mit Au(eg) = e3. Setze nun
r:= Aot Nun ist ¢ ebenfalls eine Isometrie mit 7(e3) = e3. Sei by := cosh(1)es +
sinh(1)e;. Beachte dass aus Satz unmittelbar folgt dpy,(es,b1) = 1. Somit
auch dpyp(es,2(b1)) = 1. Mittels Satz folgt also, dass die z-Komponente
von z(b;) gegeben ist durch cosh(l). Wegen Lemma a) ist also 7(by) =
cosh(1) + sinh(1)v mit einem Einheitsvektor v € spang(e,e2). Beachte nun,
dass die Drehungen um die z-Achse lineare Abbildung in O4(2,1) sind.

Folgich gibt es ein B € O4(2,1) mit B(es) = eg und Bi(b1) = b;. Setze nun
I = Bot. Dann ist also I(e3) = es und 7(by) = b;.

Sei by := cosh(1)es+sinh(1)es. Wie zuvor folgt 7(b2) = cosh(1)+sinh(1)w mit
einem Einheitsvektor w € spang(e1,e2). Jetzt haben wir jedoch die zusétzliche
Bedingung dpy,(2(b2),b1) = dpyp(ba, b1). Wegen Satz ist die dquivalent mit

(@(bg),b1) = (b2, b1) = cosh? 1.

Mithin w L e und also w = +es. Da die Spiegelung an der e, e3-Ebene ebenfalls
ein Element in O4(2,1) beschreibt, gibt es also ein C' € O(2,1) mit Ces = es,
Cby = by und Ci(be) = bs.

Die Isometrie i := C' o7 fixiert also die linearen unabhéngigen Vektoren by, by
und b3 := es3.

Da i den hyperbolischen Abstand erhilt gilt wegen Satz

(i(p), b;) = (p,b;) fiir alle p € H2, i = 1,2,3.

Da (-, -) nicht degeneriert ist folgt i(p) = p fiir alle p € H2. Zuriickrechnen liefert

L= AT'BT O O

7.2 Trigonometrie von Dreiecken in H?.

Satz 7.7. Sind A, B,C € H? so gelten fiir das zugehirige geoditische Dreieck
mit Seitenlingen a, b und ¢ und Winkeln o, B und ~ die folgenden Formeln
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a) cosh(c) = cosh(a) - cosh(b) — sinh(a) sinh(b) cos(y) (Seitenkosinussatz)
und die entsprechenden permutierten Gleichungen.

sinh(a sinh(b sinh(c .
b) sm((a)) = sin((ﬁ)) = sin('(y)) (Sinussatz)
¢) cos(y) = — cos(a) cos() + sin(a) sin(3) cosh(c) (Winkelkosinussatz)

und die entsprechenden permutierten Gleichungen.

d) a+ [+~ < 7w mit Gleichheit nur dann, wenn alle drei Seiten in einer
etnzigen Geoddtischen enthalten sind.

BEWEIS. O



7.3 Das Poincaré Modell von H?.

Skizze der stereographischen Projektion vom
Minkowski Modell auf das Poincare Modell.

¥

Definition 7.8. Wir definieren fiir die Einheitsscheibe

E:={veR?||v| <1}

die hyperbolische Linge einer stiickweisen C! Kurve c: [0,1] — E durch

1 , 1/2
= [ (acw.cm)
Liyp(c) -—/0 ((1 [EQIRE ) dt

und setzen fiir p,q € E

dhyp (P, q) = inf{Lpyp(c) | c(0) = p,c(1) = q}.

4(u,v)

Bemerkung 7.9. Setzt man gy(u,v) = A=o? fiir p € E, so gilt offenbar

Bnl) = [ Voot = [ 11, a
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Satz 7.10. Die Abbildung

(q1,q2)""
1+gs

ist eine Isometrie, d.h. dpyp(p,q) = dnyp(L(p),t(q))

t:H?2 S E, g—

BEWEIS. Zunichst einmal ist klar dass man ¢ zu einer C*°~Abbildung U — R?
fortsetzen kann, wobei U = {q € R? | g3 > 0}. Weitherhin gilt fiir ¢ € H die

Gleichung g3 = /1 + ¢7 + ¢3 und mithin ¢(q) € E.

Behauptung 1. Ist p € H? und versehen wir 7,H? mit dem durch {-,-) indu-
zierten Skalarprodukt und R? mit dem Skalarprodukt 9.(p) aus Bemerkung
so ist Du(p): T,H — R? eine lineare Isometrie. Es gilt mithin fiir jede C* Kurve
c: [0,1] — H? die Identitét (¢/(t), ¢ (t)) = guey(t o ¢ (), 10 (t)).

Wihle geméafl Lemma ein t > 0 und v € spang(er,e2) = R mit p =
cosh(t)es + sinh(¢)v. Sei weiterhin w € spang(e1,e2) ein Einheitvektor senk-
recht zu v. Dann bilden nach Lemma (7.2 die Vektoren b; = sinh(¢)p + cosh(t)v
und by = w eine Orthonormalbasis von T,H2. Es reicht nun nachzurechnen,
dass die Vektoren Di(p)b; und Dei(p)by eine Orthonormalbasis von R? bzgl. des
Skalarproduktes g,(,y bilden.

sinh
L(p) = 1+cos(}]152t)v (24)

Wegen b; = % cosh(t)es + sinh(t)v gilt

. sinh
Du(p)by = %L(cosh(t)eg + sinh(t)v) = % 1+Cos(lf2t)v
_ cosh(t)(1+4cosh(t))—sinh?(t) = 1
= (T+cosh(t))2 U= Ticosh(t) V-
Ahnlich folgt wegen sinh(t) - by = %Iwzﬂ cosh(t)es + sinh(t)(cos(p)v + sin(p)w),
dass gilt
Du(p)by = Sin%l(t) %‘@ZOL(COSh(t)(B;; + sinh(t) (cos(p)v + sin(p)w))
_ 1
- 1+cosh(t)w'
Damit gilt offenbar g, (Di(p)b1, Di(p)bz) = 0 und
9up)(De(p)br, Du(p)b1) = gy (De(p)b2, De(p)ba)

4 ) 1
(1=[le()[?)*  (14cosh(t))?

( 2(1+cosh(t)) )271
- (14-cosh(t))2—sinh?(t) ) ~—
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Damit ist die Behauptung bewiesen.
Behauptung 2. .: H? — E ist bijektiv.

Man rechnet leicht nach, dass die Umkehrabbildung von ¢ gegeben ist durch

9 1 2v
E-H, v —r0s (2.5)
L—lof2 \ 14 [v|?

Behauptung 3. ¢ ist eine Isometrie.

Nach der ersten Behauptung gilt fiir eine stiickweise C'-Kurve c: [0,1] — H?,
dass

Ligp(c) = /0 (1), ¢ (1)) dt

1
= /0 gL(c(t)) (L o) C,<t), L O Cl(t)> dt
= Lpy(toc).
Mithin gilt fiir p, ¢ € H?
dhyp(p,q) = inf{Lpyp(c)lc:[0,1] — H?, c(0) =p, c(1) =q}

= inf{Lyyp(toc)c:[0,1] — H?, ¢(0) =p, (1) = ¢}
= inf{Lpyp(7)lv:0,1] = E, 7(0) = u(p), v(1) = t(q)}
= dnyp(u(p), 1(q))-

O]

Korollar 7.11. E ist ein geoditischer Raum und die Bilder der Geoddtischen
in E sind entweder gegeben durch

o Durchmesser von E oder

e Kreisbdgen die den Rand von E senkrecht schneiden.

Da (H?,dp,,) und (E? dp,,) isometrisch sind ist klar, dass (E?, dp,,) ein
geodétischer Raum ist. Weitherhin ist klar, dass die Geodétischen in E genau
die Bilder von Geodétischen in H? unter ¢ sind. Nicht so klar ist hingegen, dass
diese Geodétischen in E die im Korollar beschriebene Form haben:

Fiir eine Geodiitsche in H? durch es gilt

¢(t) = cosh(t)es + sinh(t)v
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mit mit einem Einheitsvektor v € spang(ey, e2). Damit ist aber klar, dass vc(t) =

1??;;%215)” einen Durchmesser durchlduft.

Es sei nun ¢: R — H? eine Geodétische, die nicht durch ez liuft. Nach Ver-
schieben des Anfangspunktes auf ¢ kénnen wir annehmen, dass dj,p(e3,c(0)) =
min{dp,p(c(t),e3) | t € R} gilt. Nach einer Rotation um die z-Achse konnen
wir weiter ¢(0) = cosh(sg)es + sinh(sp)e; annehmen. Auf Grund des minimalen
Abstandes von ¢(0) zu eg, folgt leicht ¢/(t) € Rea (man kann zum Beispiel den
Kosinussatz benutzen).

Es gilt also nach Umparametrisieren
c(t) = cosh(t)(cosh(sp)es + sinh(sg)er) + sinh(t)es

L(c(t)) = LhUsinh(so)er tsinh(t)es

1+cosh(t) cosh(so)
inh . . 2
Setze z = ﬁ?T% Es gilt dann sinh(sg) = 139‘;2 und cosh(sg) = ng

GeméB der Skizze miiflen wir zeigen, dass die Kurve ¢(c¢(t)) einen Kreisbogen
mit Radius 7 um den Punkt (x + r)e; beschreibt. Dabei gilt nach dem Satz des

Pythagoras r2+1 = (z +1r)2. Also r = L2 ynd r+ o = % Es reicht nun zu

2z
zeigen, dass ¢(c(t)) konstanten Abstand zu %61 hat. Zu zeigen ist also

1 2 422 1422 cosh(t)2ze1+(1—2?)sinh(t)es 2
— (1-z?)?2|| 2=z €1 1—z2+-cosh(t)(1+z2)
42?2 || (0+e®)(1—32)+cosh(t)(1+a?)2—4x? cosh(t) . (1—x?)sinh(t) 2
— (1—22)2 2x(1—x2+cosh(t)(1+z2)) €1 1—:1:2—&-(:osh(t)(1—&—:52)e2
(1+22)4-cosh(t)(1—=2) 2z sinh(t)

2
= H T—22+cosh(t)(1122) €1 — 1—z2+cosh(t)(1+ac2)e2H
(1 + 22)% + 2cosh(t)(1 — z*) 4 cosh?(t)(1 — 22)? + 42%(cosh?(t) — 1)
(1 — 22+ cosh(t)(1 + 22))?
(1 — 22)% + 2cosh(t)(1 — z*) 4 cosh?(t)(1 4 22)?
(1 — 22 4 cosh(t)(1 + 22))?

und dieser Ausdruck ist in der Tat gleich 1.
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Korollar 7.12. Der hyperbolische Abstand in E ist gegeben durch
—w 2 .
Ahyp(v, W) = arccosh(l + %) firv,w e E.

Dies folgt durch einfache Rechnung aus ([2.5) und Satz

Lemma 7.13. Jede Isometrie o: (E,dpy,) — (E,dpyp) ist C* und fir jedes
veE gt

a) Do(v): (R?, g,) — (R?, g,(,)) ist eine lineare Isometrie der Euklidischen
Vektorrdume, wobei die Skalarprodukte g, und g,(,) wie in Bemerkung
definiert sind.

b) o ist durch o(v) und Do(v) bereits eindeutig bestimmdt.

BEWEIS. Es sei ¢: H? — E die sterographische Projektion, vergleiche Satz[7.10
und ¢~! die Umkehrabbildung, vergleiche . Aus den Sétzen und
folgt: jede Isometrie hat die Form ¢A:~! wobei A € O, (2,1). Insbesondere ist
also jede Isometrie o eine C'* Abbildung.

Esseic: R — E eine Geoditische in E mit ¢(0) = v. Es gilt also dy,(c(t), c(s))
L[t — s] fiir ein L > 0. Insbesondere folgt g.«)(c'(t),c'(t)) = L.

Da o eine Isometrie ist, folgt weiter djy,(o(c(t)),o(c(s))) = L|t — s| und
mithin auch g,(c4))(o o ¢(t),0 0 (t)) = L. Insbesondere gilt

9p(c'(0),¢'(0)) = go() (D (p)c'(0), Do (p)c'(0)).

Da diese Rechung fiir alle Geodétischen durch p gilt, konnen wir in der letzten
Gleichung ¢/(0) durch einen beliebigen Vektor in w € R? ersetzen. Damit folgt
a).

Da jede Isometrie von E von der Form tAc~t ist mit A € O (2,1) reicht es fiir
b) zu zeigen: Ist p € H? und A, B € O, (2,1) mit Ap = Bp und Air,m2 = Bir,m2
so folgt A = B. Letzteres folgt aber trivial aus der Linearitit von A und B.

O

Satz 7.14. Ist 0: E — E eine Isometrie dann gibt es ¢ € [0,27) und zp € E C
C =R?, so0 dass eine der folgenden Gleichungen gilt

e 0(z) = ei‘p% fiir alle z € E oder

e 0(z) = ei‘p% fiir alle z € E.

Umgekehrt definiert jede dieser Abbildungen eine Isometrie.
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BEWEIS. Wir wollen zunédchst nachrechnen, dass diese Abbildungen in der Tat
Isometrien sind. Da die Abbildungen z — €“z und z ~— z offensichtlich Isome-
trien sind reicht es dafiir zu zeigen, dass fiir jedes zy € E die Abbildung

o(z) = £

1—Zzpz
eine Isometrie von (I, dp,y,) definiert. Wir wollen dazu Korollar benutzen.
Bei der Identifizierung R? 22 C gehen dabei Normen || - || in Betriige | - | iiber.

Seien a,b € E und wir nehmen zunéchst zusétzlich an o(a),o(b) € E. Dann
gilt

o (@) —o (b)[2 B |(a — 20)(1 — 2ob) — (b — 20)(1 — Zoa)|”
(=le(@)P)(A=le®)*) (11 — Zoal? — |a — 20)2) (|1 — Z0b|2 — |b — 20/2)
‘a — b+ |20|%b — ]zo|2a’2
(1+ |z0[?[al? — [al? — [20/2) (1 + [20[2[b? — [b]* — |20]?)
(1 —[20*)*|a — b
(1 —J20)*(1 = |al*)(1 —[b]?)
ja — b?
(1 —la[*)(1 —[0?)
und wegen Korollar[7.12]ist dies gleichbedeutend mit dpyp(a, b) = dpyp(o(a), o (b)).

Es folgt nun dariiber hinaus, dass fiir b € E auch o(b) € E ist. Man rechnet leicht
nach dass die Umkehrabbildung von o gegeben ist durch

z+zo

z = 14+2zp2 "

Zusammenfassend konnen wir also sagen, dass o eine abstandserhaltende Bijek-
tion und mithin eine Isometrie ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass alle Isometrien die im Satz beschriebene Form
haben. Dazu benutzen wir Lemma [7.13] Es sei ¢ nun eine beliebige Isome-
trie von E. Dann gibt es ein zp € E mit o(z9) = 0. Wir wissen dann, dass
Do(z): (R?,g,,) — (R?, go) eine lineare Isometrie ist.

Ist die Determinante dieser linearen Abbildung positiv so folgt leicht, dass
es ein ¢ € [0,27) gibt, so dass die Abbildung (z) := ewf_;z;zoz den Gleichungen
7(z0) = 0 und Do(z9) = Do (zp) geniigt.

Ist die Determinante von Do (zp) negativ so sieht man ebenso leicht, dass es
ein ¢ € [0,27) gibt, so dass die Abbildung 5(z) := ew% den Gleichungen
7(z0) = 0 und Do(z9) = Do (zp) gentigt.

In beiden Féllen folgt aus Lemma dass o = 7 gilt. O
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7.4 Das Poincaré—Halbebenen—Modell.

Definition 7.15. Wir setzen H := {z € C | Im(z) > 0} € C. Um es von H? C
R?! zu unterscheiden lassen wir den Index, der die reele Dimension andeutet,
weg. Wir definieren ein Skalarprodukt durch

g (v, w) = %—? fiir alle v,w € R? und z = = + iy € H.

und bezeichnen mit ||v|| ;s = \/gZ (v, v) die zugehérige Norm. Die hyperbolische
Linge einer stiickweisen C! Kurve c: [0, 1] — H erkliren wir durch

1
Lhpl) = [ 1)1,z
SchlieBllich setzen wir fiir 21,29 € H

dhyp(21, 22) = Inf{ Lpyp(c) | ¢(0) = 21, ¢(1) = 22}

Satz 7.16. Die Cayley Abbildungt: H — E, z +— j—;i ist eine Isometrie (H, dpyp) —
(E, dhyp)'

BEWEIS. Zunéchst einmal ist klar dass fiir jedes z € H der Imaginar Teil von
z 4 1 betragsmifig grofler ist als der Imaginédr Teil von z — . Da die Realteile
gleich sind folgt |z + i| > |z — ¢| und mithin ¢(z) € E. Man rechnet nun leicht
nach, dass z — z% eine Umkehrabbildung von ¢ ist. Insbesondere ist ¢ eine

Bijektion.

Behauptung. ¢ ist € und die lineare Abbildung Di(z): C — C = R2
die durch die Jacobimatrix von ¢ in z induziert wird, geniigt der Gleichung

Du(z)(c) = %c fiir alle c € C = R2.

Klar ist, dass ¢ eine C*° Abbildung ist. Sei nun ¢ € C. Dann gilt

_ 4d _d ztte—i
Du(z)(c) = Gtz +16) = Gmoiticri
o
_ d ztte—i 1 _d z4te—i Z(_tfc)k
T dt|t=0 2+ 1+ _tc T dt|t=0 z+i 2+i)
z+i k=0

Die letzte Gleichung gilt falls Zt—il} < 1 und mithin fiir alle kleinen ¢ (geometri-
sche Reihe). Wir kénnen nun leicht nach ¢ differenzieren und erhalten

Due)(e) = 5% — £ = e
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Behauptung. Es gilt ¢f(v,v) = gF(Z)(DL(z)v,DL(z)v) wobei giE(Z) das Skalar-
produkt aus Bemerkung [7.9] bezeichnet.

Es ist
i 12
(Du(2)v, Di(2)v) = ’DL(Z)U|2 = ‘(zii)2‘ v|?
2
= ‘ﬁ‘ (v, v)

und mithin
gF(Z)(DL(Z)U,DL(Z)U) . . 6
(v,v) A=T@P)? " Te+il* — (e+iP—[z—i]?)?

16 16 _ 1
GCRIG=-GGER) — @e-97 — ¢ (20)

wie behauptet.

Aus der letzten Behauptung ergibt sich nun, dass fiir eine stiickweise C*
Kurve ¢: [0,1] — H mit ¢(0) = z; und ¢(1) = 25 gilt

1 1
Ligp(e) = /0 (8l dt = /0 |De(e(t) (1))

1
= '(t dt
/0 leodlle,,

= Lnyp(toc)

ey

Nehmen wir in dieser Gleichung das Infimum {iber alle solchen Kurven so ergibt
sich dpyp(21, 22) = dpyp(t(21), t(22)) und also ist ¢ eine Isometrie. O

|21 —22?
2y1y2

Korollar 7.17. Fiir 21,20 € H gilt dpyp(21, 22) = arccosh(l -+
y1 und ys die Imagindrieile von z1 und zo bezeichnen.

), wobei

BEWEIS. Die Aussage ergibt sich durch einfache Rechnung aus Satz [7.16] und
Korollar Es gilt

de)—u)?  _ 2z =) (22 +4) — (22— i)(22 + )
(I=]e(z1) ) (1—[e(22)]?) (|21 + |2 — |21 — i|2) (|22 + 4|2 — |20 — i[2)
S\izl — i22‘2 . ‘Zl — 22‘2
16y112 2y1y2

wobei wir in der zweiten Gleichung fiir die Transformation des Nenners die
Gleichung (2.6) verwendet haben. O
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a b

Satz 7.18. Es sei A = ( e d ) € GL(2,C). Dann tberfihrt die Abbildung

ma: C\ {~d/c} — C, z+> %2

Kreise und Geraden in Kreise und Geraden.

Dabei kann es durchaus vorkommen, dass Kreise auf Geraden und Geraden
auf Kreise abgebildet werden.

BEWEIS. Es sei B = ( Z Z ) ebenfalls in GL(2,C). Eine einfache Rechnung

zeigt dann, dass gilt
mAOMpB = MAR.

Insbesondere ist die Umkehrabbildung von m4 gegeben durch m4-: und also
auch von derselben Form. Deswegen reicht es zu zeigen, dass die Urbilder von
Kreisen und Geraden unter m 4 Kreise und Gerade sind.

Es sei K C C ein Kreis oder eine Gerade. Es ist dann leicht zu sehen, dass
es o, € R und v € C gibt mit

K={z| alz|* + Re(32) +v = 0}.

und umgekehrt zeigt man ebenso leicht, dass fiir jede Wahl von «, 3 € R und
v € C mit (e, 3,7) # 0 diese Menge ein Kreis, eine Gerade oder leer ist — ein
Punkt wird dabei als Kreis vom Radius null angesehen.

Es gilt nun
mi (K) = {z|alma(2)]* + Re(Fma(z)) + v =0}
= {z]alaz + " + Re(y(az + b)(¢z + d)) + ]z +d* = 0}.
Wegen

az + b2 = Jaf?= + 2Re(baz) + b2,
Re(¥(az +b)(ez+d)) = Re(ea|z|* + adz + bez + bd)
= Re(ca)|z|? + Re(§(ad + be)z) + Re(3bd) und
lcz+d)* = |c*|z|* 4+ 2Re(dcz) + |d|?

folgt nun leicht, dass m ;' (K) wiederum ein Kreis oder eine Gerade ist. O
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Korollar 7.19. Die Bilder von Geoddtischen sind genau diejenigen Halbkreise
und Halbgeraden in H, deren Abschlifie die x-Achse senkrecht treffen.

BEwEIs. Nach Korollar [7.1]] ist bekannt, dass die Geodétischen in E durch
Durchmesser und solche Kreisbogen gegeben sind, die (im Abschluss) senkrecht
auf O treffen.

Da die Cayley Abbildung eine Isometrie von H nach E ist und die Form aus
Satz [7.18| hat folgt, dass auch die Geodétischen in H durch Kreisebégen und
Halbgeraden gegeben sind. Zunéchst einmal ist nicht ganz klar wieso diese wie
in E senkrecht auf den Rand treffen miissen:

Dazu beachte man, dass sich die Cayley Abbildung ¢ in natiirlicher Weise auf
C\{—1} fortsetzen lafit. Weiterhin ist Di(z): C — C eine winkeltreue Abbildung,
denn dies folgt unmittelbar aus der ersten Behauptung im Beweis von Satz[7.16]
Mithin scheiden sich zwei Kurven in C \ {—i} genau dann senkrecht wenn sich
ihre Bildkurven unter ¢ senkrecht schneiden. Damit folgt nun aber bereits das
Korollar. O

7.5 Regulire Pflasterungen

Wir bezeichnen mit P die Euklidische Ebene E, die Sphire S = S? oder die
hyperbolische Ebene H.

Definition 7.20. Eine regulire Pflasterung (auch Kachelung oder Parkettie-
rung) von P ist eine Uberdeckung von P durch kongruente regelmiBige konvexe
n-Ecke derart, dass jeweils Kanten an Kanten stoflen und Ecken an Ecken.
Stoflen bei einer reguldren Pflasterung an jeder Ecke k der n-Ecke aneinander,
so hat die Pflasterung den Typ {n,k}. Die Notation {n,k} nennt man auch
Sehlifli-Symbol}

Satz 7.21. Fir jeden Typ {n,k} mit n,k € N, n,k > 2 existiert eine regulire
Pflasterung von P. Der Typ bestimmt dabei eindeutig, ob P = E oder P = S
oder P = H gilt gemdf$ der folgenden Tabelle:

'Ludwig Schlifli, 1814-1895, Schweizer Mathematiker
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i Fl2a s a5 6| 738
2 s|s|s|s|s|s|s
3 s| s | s|s|E|H|H
1 S| S| E | H | H|H|H
5 S| s |H|H|H|H|H
6 S| E | H | H | H|H|H
7 S| H | H | H|H|H|H
8 S| H | H|H|H|H|H

BEWEIS: Es sei eine reguldre Pflasterung vom Typ {n, k} gegeben. Jedes n-Eck
kann in n kongruente Dreiecke zerlegt werden, indem der Mittelpunkt M des
Umkreises des n-Ecks (der aus Symmetriegriinden existiert) mit allen Eckpunk-
ten verbunden wird. Wir betrachten ein solches Dreieck; der Winkel bei M heifle
«, die beiden anderen Winkel sind gleich groff und mogen 3 heiflen. Auflerdem
bezeichne ¥ die Winkelsumme in diesem Dreieck. (Bekanntermaflen hingt ¥ in
S und H vom Dreieck ab.)

Da bei M gerade n Dreiecke aneinanderstoflen, gilt o = 27“ Bezeichnet v den
Innenwinkel des n-Ecks, so gilt daher:

2

y=20=Y—-a=%¥— —
n

Da nach Voraussetzung an jeder Ecke k der n-Ecke aneinanderstoflen, gilt weiter
k
2n = ky = k¥ — 27—
n

und daraus folgt:
> in S

2 2
<+k>ﬂ':2 =7 inkF

<7m inH
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Das bedeutet also, falls eine reguldre Pflasterung vom Typ {n,k} existiert, so
ist notwendigerweise P = S bzw. = FE bzw. = H, je nachdem, ob % + % >1
oder = 1 oder < 1 ist. Daraus folgt, wie man leicht iiberpriift, dass hochstens
die in der Tabelle angegebenen Pflasterungen existieren.

Wir wenden uns nun der Existenz zu.

Ist £ = 2, so kommen nur Pflasterungen von S infrage. Diese existieren
offensichtlich auch fiir jedes n > 2, indem ein n-Eck einer Hemisphére entspricht.

Genauso ist die Existenz der Pflasterungen vom Typ {2, k} fiir jedes k > 2
trivial, denn 2-Ecke auf S existieren fiir jeden Innenwinkel, wobei die beiden
Eckpunkte Antipoden sind.

Die verbleibenden 5 Kadidaten fiir Pflasterungen von S korrespondieren
zu den 5 Platonischen Kérpern, d.h. zu den reguldren Polyedern des Fukli-
dischen R3. Wir beweisen ihre Existenz hier nicht. Die Korrespondenz lautet:

Typ Polyeder
{3,3} Tetraeder (Vierflichner)
{3,4} Oktaeder (Achtflichner)

{3,5} TIkosaeder (Zwanzigflichner)
{4,3} | Hexaeder (Sechsflichner / Wiirfel)
{5,3} Dodekaeder (ZwolfHléchner)

Jedes dieser Polyeder kann S einbeschrieben werden. Zentralprojektion auf S er-
gibt dann offensichtlich die entsprechenden reguldren Pflasterungen. Dies waren
alle Kandidaten fiir Pflasterungen von S.

Eine reguldre Pflasterung vom Typ {n, k} existiert in E oder H genau dann,
wenn es ein n-Eck mit Innenwinkeln v = %’T gibt. Dies ist dquivalent zur Existenz
eines Dreiecks mit Winkeln o = %’T und zweimal 3 = 7. In F gibt es zu 3 belie-
big vorgegebenen Winkeln, deren Summe 7 betrigt, stets ein Dreieck, genauer
gesagt sogar eine Schar dhnlicher Dreiecke. Daher existieren die Pflasterungen
von E aus der Tabelle und zwar jeweils mit beliebiger Kantenldnge der n-Ecke.

Fir H zeigen wir nun: Sind 6,¢,7 > 0 mit d + ¢ + 7 < 7, so existiert ein

hyperbolisches Dreieck mit Winkeln §, ¢, 7. Aus § < m — ¢ — 7 folgt namlich
cosd > cos(m— (p+ 7)) = —cos(p+T) = —cospcosT + sin psinT

und daher

cosd + CoS  coST
€T = - - > 1.
sin psin T




54 Kapitel 2. Flichen konstanter Kriimmung

Damit ist a := arcoshx € R+ definiert und analog auch

b= arcoshw € Ryg. Das hyperbolische Dreieck mit Seitenléingen

a und b und eingeschlossenem Winkel 7 existiert offensichtlich und hat nach

Konstruktion die Winkel 6, ¢, 7. Es ist bis auf Kongruenz eindeutig bestimmt.
Daraus folgt insbesondere, dass alle Kandidaten fiir regulire Pflasterungen

von H existieren. Die n-Fcke sind dabei bis auf Kongruenz eindeutig. O
Korollar 7.22. Es kann nicht mehr als 5 regulire Polyeder im R geben.

BeEwEls: Jedes regulidre Polyeder induziert eine nichttriviale (d.h. n,k > 3)
reguldre Pflasterung der Sphére. Davon gibt es nur 5. O

Auffallend an der Tabelle ist ihre Symmetrie. Diese erkldrt sich wie folgt:

Definition 7.23. Zu einer gegebenen reguldren Pflasterung vom Typ {n,k}
definiert man die duale Pflasterung, indem alle Mittelpunkte der n-Ecke als
Eckpunkte dienen. Die Seiten sind alle Verbindungsstrecken zwischen den Mit-
telpunkten benachbarter n-Ecke.

Satz 7.24. Ist eine requldre Pflasterung vom Typ {n, k} gegeben, so ist die duale
Pflasterung regulir vom Typ {k,n}. Zweimaliges Dualisieren ist die Identitdt.

BEWEIS: Offensichtlicht gilt aus Symmetriegriinden: Ein Eckpunkt der Pflaste-
rung ist Mittelpunkt eines m-Ecks der dualen Pflasterung. Hat die Pflasterung
den Typ {n, k}, so gilt m = k, und das k-Eck ist regelmiBig und konvex. Also
ist die duale Pflasterung regulér, und ihr Duales entspricht der urspriinglichen
Pflasterung. Mithin ist die duale Pflasterung vom Typ {k,n}. O

Grafiken von einer Vielzahl von Pflasterungen der hyperbolischen Ebene fin-
det man z. B. unter
http://www.plunk.org/~hatch/HyperbolicTesselations

Am bekanntesten fiir seine kiinstlerischen Umsetzungen von (hyperbolischer)
Geometrie — darunter auch Pflasterungen — diirfte M.C. Escher sein.
http://euler.slu.edu/escher/index.php/Hyperbolic_Geometry
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Flachentheorie

8 Flachen

Definition 8.1. U C R? sei offen ¢: U — R3 sei O

a) ¢ heiBft eine Immersion falls die Jacobi Matrix D¢(p) rang 2 hat fiir alle
peU.

b) ¢ heifit eine Einbettung falls ¢ eine injektive Immersion ist und die Um-
kehrabbildung ¢ ~': (U) — U stetig ist.

c) Eine nicht leere Teilmenge F' C R? heiit eine (eingebette) Fliche (oder
auch 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit) falls es zu jedem Punkt p € F
ein 7 > 0 und eine Eibettung ¢: U — R? gibt mit «(U) = B,.(p) N F.

Beispiel. Es sei U C R? offen und f: U — R eine C* Funktion. Dann ist
der Graph von f eine Einbettung graph(f): U — R3, (z,y, f(z,y))".

Bemerkung 8.2. Das Bild einer Einbettung v: U — R3 ist eine einbettete
Fliche. Weterhin ist zum Beispiel S> C R3 eine einbettete Fliche.

Satz 8.3. Es sei t: U — R? eine Immersion. Dann gibt es zu jedem p eine
Umgebung U C U von p mit Ly U’ — R3 ist eine Einbettung.

Definition 8.4. Es sei V C R3 offen und f: V — R von der Klasse C*. Ein
Punkt p € V heifit kritisch falls grad(f)(p) = 0 anderfalls regulidr. Ein Wert
heifit ¢ € R heifit reguliir wenn jeder Punkt im Urbild f~!(¢) regulir ist.

Man beachte, dass Punkte, die nicht im Bild von f sind auch reguldre Werte
sind.
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Satz 8.5. Es sei V C R? offen und f: V — R von der Klasse C®. Weiterhin
sei t € Bildf ein regulirer Wert. Dann ist f~'(t) eine Fliche.

Satz 8.6. Ist ' C R? eine Fliche und p € F so lifit sich F in einer Umgebung
von als Graph iiber der xy-Ebene, der xz-Ebene oder der yz-Ebene schreiben.

Definition 8.7. Fiir eine Immersion ¢: U — R3 ist der erste Fundamentaltensor
die Abbildung g: U — Sym(2 x 2,R) gegeben durch

gi1 = <%, %(@% gi2 = %, %> und goo = ,%, %>-

Oftmals werden wir mit g(p) = g, auch die zugehérige Bilinearform bezeich-
nen.

gp(u,v) = (De(p)u, Di(p)v)

Bemerkung 8.8. g, ist positiv definit fiir jedes p und definieren wir fiir eine
stiickweise C* Kurve c: [0,1] — U die g-Léinge von ¢ durch

1
L(0) = [ o (0. 0)at

s0 gilt Ly(c) = L(voc).

Beispiel 8.9. a) Fiir «((z,y)) = (cos(x),sin(x),y) gilt gi;j = d;;. Der erste
Fundamentaltensor kann also einfach auch wenn das Bild gekriimmt ist.
Die Immersion ist die mathematische Entsprechung fiir das Aufwickeln
eines Blattes Papiers zu einem Zylinder. Die Operation erhélt die Langen
von Kurven, die auf dem Blatt verlaufen.

b) Fiir ¢((x,y)) = (sinh(z), y, 0) gilt g11(x,y) = cosh?(z), g12 = 0 und g = 1.
Der erste Fundamentaltensor kann also kompliziert aussehen selbst wenn
das Bild denkbar einfach ist.

Beispiel 8.10. (Stereographische Projektion der Sphére) Wir wollen eine Ab-
bildung definieren von der Sphére ohne den Nordpol in die Ebene,

st: %\ {e3} — R%

Sei E die affine Tangentialebene an den Siidpol, E = —e3 + spang{e1, es}. Wir
definieren fiir p € S?\ {e3} den Punkt st(p) € R? durch folgende Eigenschaft.
Der Punkt (2 - st(p), —1)” € R? ist Schnittpunkt der Geraden, die durch es
und p verlduft, mit der affinen Ebene E. Es gilt dann nach dem Strahlensatz



9. Zweite Fundamentalform und Krimmungen von Fldchen. 57

st(p) = 1_1p3 (p1,p2)". Die Abbildung ¢: st~1: R? — S2\ {e3} ist eine Immersion

und fiir den ersten Fundamentaltensor gilt dann
9i7(2) = i

Man beachte die formale Ahnlichkeit zum hyperbolischen Skalarprodukt im
Poincare Modell.

9 Zweite Fundamentalform und Kriimmungen von
Flachen.

Definition 9.1.  a) Fiir eine Fliche F C R3 und p € F' definieren wir
T,F ={c(0) | c: (—e,e) — Fist C*, ¢(0) = p}
Eine stetige Abbildung N : F' — R? heiBt Einheitsnormalenfeld falls N (p) L
T,F und |N(p)|| =1 gilt.

b) Ist t: U — R3 so heifit N: U — R3 ein Einheitsnormalenfled lings ¢ falls
N(p) L BildDu(p) und | N(p)|| =1 gilt fiir alle p € U.

c¢) Ist N und ¢ wie in b) und X: U — R? so definieren wir die Tangential-
komponente von X durch

X"(p) = X(p) — (X(p), N(p))N(p).

Weiterhin erkliren wir die zuriickgeholte Tangentialkomponente 7X : U —
R? von X durch die Gleichung

Du(p)"X (p) = X" (p).

Lemma 9.2. Ist F eine Fliche und v: U — R? eine Immersion mit o(U) C F
so gilt
T,(»F = Di(p)R?

Insbesondere ist T,F also ein Untervektorraum des R3.

Definition 9.3. a) Es sei I’ eine Fliche und N: FF — R? ein Einheitsnor-
malenfeld. Die Weingartenabbildung W),: T,F' — T, F' ist erklédrt durch
Wyv — %N (p). Hierbei erkliren wir die Richtungableitung wie folgt.
Ist c(t) € F eine C' Kurve mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v so setzen wir

5N (P) = Gy o N (c(D))-
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b) Ist ¢: U — R? eine Immersion so erkliren wir fiir x € U die zuriickgeholte
Weingartenabbildung 7W, : R? — R? durch Du(p) "Wyv = W, (z)Du(z)v.

Satz 9.4. Die Weingartenabbildung ist wohldefiniert und es gilt

a) Ist F' eine eingebettete Fliche so ist Wy,: T,F — T,F' eine selbstadjungier-
ter Endomorphismus

b) Ist1: U — R3 eine Immersion mit o(U) C F und N: U — R? ein Einheit-
normalenfeld lings v, so gilt fir die zuriickgeholte Weingartenabbildung die
Formel

Hess(t1)(z)(u, v)
gx(TWu,v) = —<N(:c), a%%b(x» = — <N(x), Hess(t2)(z)(u, v) > )
Hess(e3) () (u,v)

Weiterhin ist "W, : (R?, g,) — (R?,g,) ein selbstadjungierter Endomor-
phismus.

Definition 9.5. a) Ist .: U — R? eine Immersion so ist die zweite Funda-
mentalform II erklirt durch IT,(u,v) = g.(*W,v,w). Die zugehorige sym-
metrische Matrix bezeichnen wir mit h — es gilt also hyj(x) = II.(es, €;).

b) Die Mittlere Kriimmung H(z) ist die Spur von W, die Gaufkriimmung
ist gegeben durch K (z) := det(?W,), und die Eigenwerte von 7IW heifien
Hauptkriimmungen. Schlieflich nennt man Eigenvektoren der Lange 1 von
TW Hauptkriimmungsrichtungen.

Man verwendet dieselben Bezeichungen auf 7T}, F" wobei man statt der zuriick-
geholten Weingartenabbildung die Weingartenabbildung verwendet.

Lemma 9.6. Ist h;; die darstellende Matriz der zweiten Fundamentalform, g;;
die erste Fundamentalform und ¢¥ die inverse Matriz zu gij so ist die darstellen-
de Matriz von TW, bzgl der kanonischen Einheitsbasis gegeben durch (g*)(hi;).
Insbesondere gilt:

_ det(hgj)

— det(gs5)

a) Die Gaufkrimmung geniigt der Gleichung K (p)

b) Die mittlere Krimmung ist gegeben durch Z?,j:l g hi;

Im Gegensatz zu h;; und g;; ist die Matrix w;; im allgemeinen nicht symme-
trisch. Dies liegt daran, dass 7W,, nur dann ein selbstadjungierter Endomorphor-
mismus ist wenn wir R? mit dem Skalarprodukt g, versehen. Im allgemeinen ist
aber e; und e keine Orthonormalbasis bzgl g, und also gibt es keinen Grund
weswegen die darstellende Matrix symmetrisch sein sollte.
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